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МІНІМІЗАЦІЯ ЕНЕРГІЇ ПРИ ТЕМПЕРАТУРНІЙ
ОБРОБЦІ ТОНКИХ СТЕРЖНІВ

В ряді випадків виконання технологічний операцій здійснюється шляхом
нагрівання або охолодження елементів конструкцій, що мають форму стержнів
(армуюча арматура, зуби ріжучих інструментів та інші). В статті показано,
що нагрів таїсих деталей до необхідної температури за заданий час по
оптимальному закону приводить до 25% економії енергії порівняно з нагрівом за
допомогою теплових джерел з постійною питомою потужністю.

Умовні позначення:

Т - температура в довільній точці стержня;

9 у - питома потужність теплових джерел;

а - коефіцієнт тепловіддачі;
а - коефіцієнт температуропровідності;

р - густина;
С - питома теплоємність матеріалу стержня.

В багатьох випадках в техніці виникає необхідність нагріву або
охолодження стержнів. Так при виробництві будівельних панелей, арматурні
стержні нагрівають для встановлення їх з попереднім натягом. Коли ж
коротку деталь типу стержня потрібно встановити з натягом, її охолоджують.

На сучасному рівні здійснення таких технологічних процесів
реалізується з допомогою постійних теплових джерел.

В даній статті на прикладі прямих стержнів показується, що досягнення
певного рівня температури, необхідної для виконання технологічної операції,
за заданий час можна досягти при значно менших енергетичних затратах.

Розглянемо тонкий короткий стержень прямокутного поперечного
перерізу довжиною 21, шириною Ь і висотою Ь.

Нехай на поверхнях стержня мають місце умови конвективного
теплообміну з навколишнім середовищем, температура якого Умови
теплообміну на кінцях стержня однакові. Потрібно знайти такий закон зміни з
часом потужності джерел, симетрично розміщених відносно середини
стержня та їх розподіл по довжині стержня, який дозволяв би за заданий час
т довести температуру стержня до необхідної Т3> і при цьому сумарна
затрачена потужність джерел була б мінімальною.

внаслідок симетрії задачі достатньо розглянути половину стержня
0 < х 1. Температурне поле в такому стержні визначається в результаті
розв’язання крайової задачі [1]:
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Зауважимо, що в даній постановці задачі вважається, що функція Та(х) в
момент часу і=т задові льняє рівняння теплопровідності (1) та сумісна з
граничними умовами (2), (3). За критерій мінімізації виберемо міру відхилення
функції ду(х,1) від нуля на всьому проміжку часу [0;1] і довжині стержня

І = |ду(іі4х .
00

(6)

Використовуючи метод множників Лагранжа, з врахуванням умови (6) та
рівняння (1), зведемо дану задачу до варіаційної на безумовний екстремум
шляхом введення розширеного функціоналу

0 0 (71

д2Ті , 2гр
а—~+аш

дх2 ГС
чіібх

де Т (1) — множник Лагранжа.
Необхідною умовою стаціонарності даного функціоналу є рівність першої

варіації нулю
дІв

5ІР=—2-5Б +р ат! 1
дір
дду

дЕ ~
8ду+^-ат = о.

У дТ
Після ряду перетворень, з використанням граничних (2),(3) і часових

умов (4),(5), отримуємо повну систему рівнянь і співвідношень для
розв’язання поставленої задачі:
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дТіат п -і-----Н----Ті = Опри х=1,
ах х

Т1=О при 1=0,
Ті=Т3“Тс при 1=Т,

аг л----= 0 при х=О,
дх

-^+а-^Т = О при х=1,
дх х
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2д,-—-0, (12)
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в яких рівняння (1') та умови (9), (10) записані для прямої задачі,а (8), (10),
(11) — для спряженої, рівняння (12) — зв’язує пряму і спряжену задачь

Розв’язок спряженої задачі (8,11) має вигляд

Т=^С1к СО5ГкХ е"Пк‘, (13)
к=1

де пк = -а(гк + т2), - корені рівняння гк іу к 1 = —•
А.

Враховуючи вирази (12) і (13), одержимо:
Т 1 -пЛЧу=-—= — 2,0^008 Гкх Є - . (14)

2рс 2рск=1
Підставляючи вираз (14) в рівняння (1), будемо мати:

^І-а^+ат2^ = —|уЕсік С08гкХ е^1. (15)
Зі дх2 2р2с2 Я

Розв’язок задачі (14,2',3') шукатимемо у вигляді суми функцій:
т^+ії, (їв)

де Т|- розв’язок відповідної однорідної задачі,
Т|~ окремий розв’язок даної неоднорідної задачі.
Розв’язок однорідної задачі має вигляд

00

Ті = ^^С2р СО8 2рХ ЄПр , (17)
р=1

де пр =-а(2р +т2), 2р - корені рівняння грі§2 р1 = —-
X

Частковий розв’язок задачі (15,9) будемо шукати у вигляді ряду:

Т1 = ЕТ1р(0 С082рХ.
р=1
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Виконавши перетворення, маємо:
/ х

^ = 2 ме"-'—
р=\ 4р с пр)

-Пв€
Є р СОЗХрХ. (18)

Враховуючи вирази (6), (7), (8), розв’язок
вигляді:

задачі (15,9) запишемо у

со ґ
(М+С2р)еп,,+

р=і<
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Є * СО5 ХрХ .

Задовольнивши початкову умову (4), одержимо:
ч * Пп $Ь Пп1 8ІП 2П1 СО8 2ПХ

Ті = 2(Т,-Тс)2 ' ’ , (19)
! 8П ПрТ (2Хр1 + 8111 22р1

тоді:
~ . і —пп1
Т ^ПП81П2П1 С08 2-Х Є р

Чу=т—=4рс(Т3-Тс)^ р р п • <2»)
2рс №і5“ прт (22р1 + 8ш 2гр1)

Підрахунок з допомогою формул (19), (20) показує, що нагрів стержня
до необхідної температури за оптимальним режимом приводить до 25%
економії енергії в порівнянні з нагрівом з допомогою теплових джерел з
постійною питомою потужністю.

Зиттати. 5 оте тапи/асіитіпд ртосеззез ате саттіед оиі Ьу кеаііпд от сосііпд іке
еіетпепіз о} сопзітисііопз гокіск капе іке /отт о/ тосіз (аттот атта^ите, сиіНпд іпзітитепіз
іееік, еіс). 11 із зкоит іп іке атіісіе ікаі іке кеаііпд о/ зиск ратіз НІІ іке песеззагу іетпрегаіите
дитіпд іке <іе/іпііе Нте ассотдіпд іо Іке оріітаї Іаш Іеасіз Іо 25% епетду заоіпд сотратеД гиіік
іке кеаігпд Ьу теапз о/ іке епетду зоитсез іикіз іке зіаЬІе зресі/гс рогоет.
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В. Чабан, Р. Гущак

КОМП’ЮТАЦІЯ ВЕКТОР-ПОТЕНЦІАЛУ ЕЛЕКТРО­
МАГНІТНОГО ПОЛЯ НА МЕЖІ ДВОХ СЕРЕДОВИЩ

Протхонується метод обчисленим вектор-потенціалу електромагнітного
поля на межі двох середооигц за алгебричними виразами, не звертаю^іись до
усереднення параметрів середовища, як це вживається на практиці.

Відомі алгоритми аналізу електромагнетних полів на основі рівнянь
вектор-потенціалу передбачають обчислення усереднених релактивностей на
межі двох середовищ і покриття зони інтегрування просторово
дискретизаційною сіткою, одержаною за формулами диференціювання. Разом
з тим, з точки зору класичної електродинаміки, рівняння електромагнітного
поля не можуть бути застосовані. їх необхідно замінити крайовими умовами.
А це значить, що вектор-потенціал у граничних вузлах повинен визначатися 
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