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ПРО МАТЕМАТИЧНЕ МОДЕЛЮВАННЯ ПРОЦЕСІВ ДЕФОРМАЦІЇ
НЕЗВ’ЯЗНОГО ПІЩАНОГО ДНА БІЛЯ ОКРЕМИХ ТИПІВ

ГІДРОТЕХНІЧНИХ СПОРУД

Пропонується математична модель процесу деформації незв'язного піщаного русла біля
окремих типів гідротехнічних споруд, в якій відрив, вертикальний підйом, перенесення та
відкладення частинок грунту під впливом турбулентного потоку розглядається як їх дифузія у
рідину в області із змінною в часі ділянкою границі. Вказано межі застосування такої моделі.

Однією з головних причин порушення нормальної роботи та руйнування таких
гідротехнічних споруд, як мостові опори, заплавні і руслові опори високовольтних
ліній електропередач, руслорегулятивні і берегозахисні півзагати є розмивання основ їх
фундаментів, викликаний розвитком значних руслових деформацій поблизу головних
частин цих споруд. Тому дослідження цих процесів та створення нових ефективних
методів прогнозування параметрів розмивання поблизу такого роду споруд
залишається важливим та актуальним.

Оскільки в основі руслових процесів лежить взаємодія водного потоку і русла,
виражена, зокрема, в обміні наносами за рахунок їх постійного відкладення та
змулсння, пропонуємо математичну модель процесу деформації незв’язного піщаного
русла, в якій відрив, вертикальний підйом, перенесення та відкладення частинок грунту
під впливом водяного потоку розглядається як їх дифузія у рідину з деяким
“фіктивним” коефіцієнтом в області із змінною в часі ділянкою границі (поверхнею дна).
Відома дифузійна теорія перенесення наносів була запропонована В.М.Маккавеєвим
[1] для обчислення розподілу наносів у потоці за умови незмінності положеїшя
поверхні дна. Приклади ж застосування такої моделі для обчислення процесів
деформації русла при відкладенні наносів у водосховищах та відстійниках можна
знайти в роботах, зокрема, Г.І.Шамова [2].

Розгляньмо процес деформації дна, що виникає при обтіканні зазначених вище
типів гідротехнічних споруд водяним потоком, розподіл компонентів швидкості якого
па поверхні рідини наближений до відповідного випадку потенційного руху.
Використовуючи залежність показникового виду для вертикального розподілу, подамо
ці компоненти з урахуванням впливу зміни положення поверхні дна (2=1(х,у,і))як [3,4]:

<х,у,г,,у^Ук^+аХ.. т
1 Г(1+а)"А' 2 4 ^(1+а)”/М /

\у(х,у,х,1)=—- ------------------------- 1—7—1-а І, (2)
К Г (1+а)м/2 V 7

де а - досить мале число; Іо - положення поверхні дна до початку розмивашія; и0, го -
компоненти вектора швидкості рідини на її поверхні, які можна визначити методами
конформного відображення.

Вважатимемо, що наноси у потоці переносяться переважно за рахунок конвекції,
а самі частинки настільки дрібні, що можна знехтувати їх впливом на кінематичні та
турбулентні характеристики водного потоку. Тоді, переходячи спочатку від змінних х, у
до ф, ф - відповідно потенціалу та функції течії даного фіктивно ідеального горизонта­
льного потоку, а потім до змінних з, її, г:

Іа2

отримаємо таку модель задачі:
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де с(5,Іі,г,і) - концентрація частинок у точці (з,Іі,г) в момент часу і, по - швидкість
осідання частинок в стоячій воді, п - вектор нормалі до границі області, орієнтований на
ЇЇ середину, у(и(з,к,г,І),у(5,к,Г ,Іу,\\)(5,к,Г вектор швидкості потоку, V- його 

модуль. Тут &О - “фіктивний” коефіцієнт дифузії, є - малий параметр. Рівняння (6.2)
описує умову балансу маси наносів на поверхні дна. Концентрацію наносів у
початковий момент часу задаватимемо відповідно до дифузійної теорії змулення
дрібних частинок [1,5].

Провівши дискретизацію часу і з настільки малим кроком Д/, що на кожному із
проміжків [Гь /*+;] можна знехтувати зміною вільної ділянки границі, розв'язуємо
задачу (3)-(6) наближено при 4<ґ</*+/ в області з фіксованою границею г=4(5,Л,ц)
(г=1о) у вигляді асимптотичного ряду [6,3,4].

Коефіцієнт є£) пов’язаний з інтенсивністю проникнення частинок грунту в рідину,
а тому залежить як від характеристик турбулентного потоку, так і від параметрів
частинок грунту, з яких складається поверхня дна. Зауважмо, що у дифузійній теорії
перенесення змулених наносів пропонуються різні форми залежності для коефіцієнта
дифузії. Так, згідно з гіпотезою Маккавеєва про коефіцієнт турбулентного обміну [1]
він запропонував вважати коефіцієнт дифузії пропорційним середній швидкості потоку.
Подібну форму залежності використовує у своїх роботах і А.В.Караушев [5]. У
загальному ж вигляді що залежність можна подати у вигляді:

(7)
де х> X - певні числа (параметри).
При використанні формули (7) у запропонованій вище математичній моделі

процесу деформації незв’язного піщаного дна русла отримаємо максимальне зниження
обчислюваного положення поверхні дна в області з найбільшими значеннями середньої
швидкості потоку, що узгоджується з результатами експериментальних та натурних
досліджень процесу розмивання поблизу головних частин незатоплених косо та
нормально розташованих півзагат. Тому для обчислення процесу деформації русла
поблизу такого роду споруд у рамках математичної моделі (4)-(6) пропонується
використовувати формулу (7) як модельне співвідношення для “фіктивного”
коефіцієнта дифузії. При цьому коефіцієнти х та X, які належать до співвідношення (7),
для практичного обчислення параметрів розмиву визначалися на основі чисельних
експериментів при різних значеннях цих коефіцієнтів, характеристик потоку і русла та
порівнянням і аналізом їх результатів з відомими даними експериментальних та
натурних досліджень. Для випадку обтікання нормально та косо розміщених
незатоплених півзагат у результаті такого аналізу отримані такі значення цих
коефіцієнтів: Х=2, % = 0>46, де  швидкість потоку, <1 - діаметр 

частинок.
На рис.1 подані порівняльні графіки залежності максимальної глибини вирви

розмивання поблизу нормально розташованої півзагати від швидкості набігаючого
потоку мш (рис.1,а) та діаметра частинок грунту <1 (рис. 1,6), побудовані за залежностями 
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різних авторів (Ципіна В.Ш., Бузунова І.А., Руруа Г.Б., Маглакслідзе В.А.) та за
результатами обчислень на основі запропонованої дифузійної моделі. При цьому
відхилення числових значень глибини вирви розмивання для такого випадку,
знайдених за дифузійною моделлю від обчислювальних значень цієї величини за
формулами Руруа Г.Б. та Маглакслідзе В.А., експериментальні дослідження яких були
покладені в основу підбору параметра не перевищували 7-10%.

а) (і=3мм 6) и«>=\м/с
Рис.1. Залежність максимальної глибини вирви розмивання поблизу нормально розташованої півзагати

довжиною 1 м при глибині набігаючого потоку їм, від швидкості и„ (а) та діаметра частинок <1 (б) :
1 - Ципіна В.Ш.; 2 - Бузунова І.А.; 3 - Руруа Г.Б.; 4 - Маглакслідзе В.А.; 5 - обчислення за дифузійною

моделлю

У випадку обтікання циліндричної перешкоди (мостової опори) процес форму­
вання вирви розмивання відрізняється від такого поблизу півзагат. Розмивання
починається біля поверхні циліндричної опори з боків. Поглиблення, що утворилися,
поступово рухаються і з’єднуються згодом перед перешкодою. Потік сповільнюється
перед опорою, енергія його руху переходить у потенційну, що підвищує інтенсивність
турбулентності у цій зоні [7,8]. Тому у випадку обтікання циліндричних мостових опор
використання співвідношення (7) для “фіктивного” коефіцієнта дифузії при
моделюванні і дослідженні процесу деформації русла на основі запропонованої вище
моделі можливе лише у початковий момент часу. В наступні ж моменти часу необхідно
враховувати зону сповільнення та підвищення швидкості потоку перед опорою. Тобто
“фіктивний” коефіцієнт дифузії має залежати не тільки від швидкості потоку, але і від її
градієнта. З іншого боку, виходячи з фізичного змісту розглядуваного процесу, функція
є/) повинна набувати невід’ємних значень. На основі вищесказаного для “фіктивного”
коефіцієнта дифузії пропонуємо модельне співвідношення

єР=хХ ар, (8)

де х, Ц, Р - певні числа (параметри), які, як і в попередньому випадку, підбиралися
шляхом порівняння результатів числових експериментів з даними відомих
експериментальних та натурних досліджень (за основу бралися дослідження
Журавльова М.М. та Гарде Р.). У результаті такого аналізу для випадку обтікання 
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циліндричних мостових опор отримані такі значення цих параметрів; Х=2; ц=0,75;
Р=1,5; х = 0,05Л3,4б/ &’*де Я- радіус опори.

На рис.2 подані порівняльні графіки залежності глибини розмивання від
швидкості і/.» та діаметра частинок грунту побудовані за формулами різних авторів та
отриманих за результатами обчислення параметрів розмивання на основі поданої
дифузійної моделі деформації дна русла.

а) 4=\мм б) г4ю=0,6лі/с
Рис. 2. Графіки залежності глибини вирви розмивання поблизу циліндричної опори (Я=1м) при глибині

потоку 1-м від швидкості иа (а) та діаметра частинок грунту <1 (б) при обчисленні за формулами:
1 - Журавльова М.М.; 2 - Гарде Р.; З - Муромова В.С. з урахуванням транспорту наносів;

4 - розрахунок за дифузійною моделлю; 5 - Шена Х.В.; 6 - Лаурсена Е.М.; 7 - Ларраса І; 8 - Джайна С.К.;
9 - Муромова В.С. для освітлених потоків; 10 - Ципіна В.Ш.; 11 - Латишенкова А.М.

Зауважмо, що форму залежності (8) при відповідному підборі параметрів X, ц, р, х
можна використати і при моделюванні та дослідженні процесів деформації русла
поблизу незатоплених півзагат.

Потрібно також зауважити, що запропонована математична модель має свої
межі застосування, зумовлені характером руху наносів, і стосується випадків, коли
руслоформівні наноси переносяться потоком переважно у змуленому стані. За
Нікітіним І.К. [9] область змулених руслоформівних та транзитних наносів для
рівномірного турбулентного потоку знаходиться у межах И>0/у*<3,15, де V. -
динамічна швидкість.

МаїНетаіїсаІ тосіеі о/ іпсокегепі запсі Ьоіїот сіе/огтаїіоп ргосеззез пеаг кусігоіесіїпісаі
сопзігисііопз о/ зресіаі Іуре іп кііа/ іеагіп^ оД. уегіісаі гаізіп%, ігапз/егепсе апсі зргеасі оуєг о/ Ьеі рагіісіе
ипсіег іп/Іиепсе о/ ІигЬиІепсе /Іоіч герані аз ікеу сИДизіоп іпіо у/аіег іп ііотаіп тік Ьоипііагіез уагіаЬІе іп
іїте із ргорозесі. 77іе изіп% Іітііз/ог тоїіеі аге іпгіісаіссі.
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ОСОБЛИВОСТІ ПОЛІВ НАПРУЖЕНЬ ТА ДЕФОРМАЦІЙ У
ВЕРШИНІ П’ЄЗОКЕРАМІЧНОГО КЛИНА З ВЕКТОРОМ

ПОЛЯРИЗАЦІЇ В ПЛОЩИНІ ПЛАСТИНИ.

У роботі розглядається задача дослідження особливості фізичних полів у вершині
п'єзокерамічного клину з вектором поляризації в площині пластини. Приведено методику
зведення тривимірної системи рівнянь, що описує задачу, до матричного одновимірного
рівняння, яке вирішується чисельним методом Рунге- Кутта. Приведені графіки залежності
порядку особливості від кутів між сторонами клина та вектором поляризації.

- складові вектора електростатичного поля;

- електричний потенціал в матеріалі;

- тензор деформації;

(0

цн
- складові вектора електричного зміщення О;

- вектор переміщень;

- частота сигналу на електродах п’єзотрансформатора;

Є9

Умовні позначення:
Є Б Є Е Е ЕС 11, С 12, С із С зз, С 44, С бб - пружні жорсткості при постійному електростатичному

полі;
- п’езомодулі при постійному механічному напруженні в матеріалі;
- діелектричні проникливості при постійній деформації;
- тензор механічних напружень;

„б б
Є 31, Є зз ,Є 15

311, 333
біі
„ дФЕі = -—

дх,
Ф, ДФ

Р - питома маса матеріалу п’єзотрансформатора.

Промисловість має потребу в розробці та серійному виробництві економних,
малогабаритних, безобмоточних високовольтних блоків живлення. Одним із шляхів
задоволення вказаної потреби є застосування плоских п’єзокерамічних
трансформаторів, що мають вектор поляризації в площині пластини. Ефективному
використанню такого типу пристроїв перешкоджають труднощі, пов’язані з
недостатністю інформації про поведінку фізичних полів, необхідної при розрахунку
п’єзоелектричних перетворювачів.
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