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МАТЕМАТИЧНІ МОДЕЛІ НЕСТАЦІОНАРНИХ ЗАДАЧ ПРОЦЕСУ
ФІЛЬТРАЦІЇ В СЕРЕДОВИЩАХ, ЩО ДЕФОРМУЮТЬСЯ

Запропонований досі підхід та вироблений новий ефективний метод розв'язування
нелінійних задач процесу фільтрації', що враховують наявність фільтраційних деформацій
придренового середовища, поширено на нестаціонарні випадки.

Умовні позначення:
1'0, Ко - радіуси підповідио дрсни (зволожувача) за її зони впливу;

«<.(') - обмежена монотонно спадна функція;

й = Л(г,ґ) - напір на копі радіуса Г у момеїгг часу І ;

к - коефіцієнт фільтрації;
І- критичне значення градієнта напору сИ1(т, І^/СІГ;

Гс - точка розділу області фільтрації на збурену та незбурену зони.

Процес радіальної фільтрації в однорідному ізотропному середовищі вивчали, як
правило, на основі розв’язування диференційного рівняння
д(к0Ьгдк/дг)/гдг = дк/ді, де коефіцієнт фільтрації к0 вважався незалежним від
координати точки масиву фільтрації і часу. Насправді, великі градієнти фільтраційного
напору, які виникають навколо дрени, спричиняють виникнення суфозійних явищ, а
отже, і зміну коефіцієнта фільтрації, що, в свою чергу, перерозподіляє напори і їх
градієнти. У роботах [1-4] запропоновано підхід та вироблено новий ефективний метод
розв’язування нелінійних задач процесу стаціонарної фільтрації з урахуванням
фільтраційних деформацій придренового середовища. Наведемо приклади
нестаціонарної задачі, розв’язання якої базується на використанні такого підходу та
«традиційного».

Процес нестаціонарної фільтрації до дрсни із середовища можна описати, як
відомо, наступною модельною задачею (див., напр., [1,6]):

Л(г.о).о,
гаД <дг) дг ) ді 4 7 (1)

/?(г0,ґ)=Л0, к^Л^Н^}

Розв’язок даної задачі (відповідно напір, його градієнт та витрата) при к = ко
виглядає:

А<,(г.і)= ЧУ-'У Е(Р.„('Й(')+ ШШ <2>
л=1

= аум)= ^Ні ^(0)4,0. <з>
дг Іп(^,/го)г л=1у

Чо = ?о(0= 2л^ало(го,/)/ дг, (4)
ДО Р.. = "}('<.
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Т^е-^-, тМ-'у^у-^аг-,

^0 ґ \ ґ \/,г^=^7 Кп^=Сп7°[1^Г + д74“л]:л=1’2’-;

4(0 Ш- відомі бесселеві функції нульового порядку відповідно першого та

другого роду; А.„-власні значення відповідної задачі Штурма-Ліувіля, п = 1,2
Величини сп, п=1,2,... знаходимо з відповідних рівнянь

(5)
к0.

к —

При наявності фільтраційних деформацій придреиевого середовища, опишемо
зміну коефіцієнта фільтрації (див., напр., [1-5]) як

, , ЗА«+3 = 1, при — > 1^,
дг

ЗА^, ,
при -^кр,

Розв’яжемо задачу (1) з використанням (5) наступним чином. Нестаціонарний
процес можна розглядати як сукупність миттєвих стаціонарних процесів, оскільки
зміни параметрів фільтрації у часі відбуваються значно повільніше порівняно з їх
змінами у просторі.

Побудуємо різницевий аналог даної задачі, а саме:

де Иі(г^=Н(г,ііУ, і = 1,2,...; А/- крок зміни параметра І; Ноі = Н0(іі).
На першому кроці (/ = 1, к(дкі(г^/дг^= к0 = сопзі) задачу (1) запишемо

так:

Розв’язок даної задачі (відповідно напір, його градієнт та витрата) отримаємо у
вигляді (див., напр.,[1], [7])

А(х,Г])= СїІ0(х)+ Рі Ао(х) Хо < Г < Хо, (8)

71 = = С*71^+ х° - х- Х°’ (9)
<71 = 2пкодк(хо')/дх, (10)

де Рі=(ад(^)-^У(ШХ(л,)-ШУА))

С* =—С[; р* = —Рі; Іо, Ко - вироджені функції Бесселя нульового порядку 
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відповідно першого та другого роду; /|,К|- вироджені функції Бесселя першого
порядку відповідно першого та другого роду.

Якщо виконується умова

V г є / = 1, (11)
дг

то знову розв’язуємо задачу (1) при к-ко, поклавши і = 2, а саме

д2к2(х) 1 ЗЛ2(х) . / \ ( \
-----+------------- “ ^2 (*) = -Лі (4

йх2 х дх
Л2М=^о' ^2(Хо)= Но2-

(12)

У результаті розв’язку задачі (12) для визначення величини напору отримаємо
формулу:

А(х,/2)= с2/0(х)+ р2А0(х)+ (хок0М^\хоУ){ * (із)

* (^>(^(х)-/о(х)Р2(х)) г0 < г < /$,,
X X

№ $Тк(г.І[')І<,(хУІг'; Т2(х)= |?'Л(?',1|Х<,(хХ';

Р2-(ЦаІ,М~Л«Ж)+ Ш))(Ж)’Ж)“ ЖІ’Ш’))’
(к„(Л,)Ш)- ШШ))'1;

хо
С2 = - Рг^оС^К1^)}

Якщо умова (11) при і = 2 виконується, то розв’язуватимемо задачу (1) при
к — ко, поклавши і = 3 і так далі. Коли ж на у — ому кроці матимемо

зони. У

•о дг М (14)

(15)

(16)

при умовах спряження у точці гс()-\)
Л17(С(7-1))=Л2У(С(У_1)) ЗЛ17(СО

Розв’язок (9)-(11) отримаємо у вигляді 

гдг[ 6

дг> І]у ДЛЯ певного проміжку ['■о-'’с(/-і)]> Т0ДІ 3 рівняння

^^с(7-і)’^(7-1)^ ~ ^кр знаходимо початкове наближення точки розділу гс(у_0

області фільтрації на збурену ([^о»^с(у_0І) та незбурену ([гс(у_0, ])

збуреній зоні коефіцієнт фільтрації збурююємо згідно з (5).
Отже, на у -ому кроці розв’язуємо дві задачі:

5/г1у0>| 1

Дї

с(/-1)’
1Л2.(г)=_м>

дг 2А7 Дг
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лі ('■';)= 4;Ч(0+ Р1Л0+ (хЛД'ИГЬУ'С^СОад-

-Ч03уО)) г«ігіге(у-1)'

Н2^л])= с2іІо{х)+ р2уЛ,(х)+ (х0коМ^(хо)) ‘(^(х^Дх)-

да Ч70- рХ^'іКСїХ; /г70=
р2, = 4 / 4 + Лгрз - %(л„)Ч(0)

4 =М('і)/5|('ь)-й + Р2 -І„{хДно]-Г, +ЧгУ !а(Хоу,

4=ч(^Д(^-ті+г2Х(х»)/Х^)-Ш0/чЬ)+Рі -Рз)*
($(г<,Ж0-%(0Ч(г<:)>

4-^(0- х,<Х,Х(0- ШМЛ)- ШХЛЖУ 4(х»У

її = 1о{Х0)Ргі(Х0)/(хс •И5(гс)); ї2 = К„(хо)р^хоу(хс * И5(гс));

И[(г)= Ь ТЦг„у Ч(г^(г„))

«10= иі(х„)=(4(л,Х(л.)- А,(лХ(л,))
хс =гс /у[к^і; = 5ї(гс)/5І(гс); р2 = 52(ге)/5І(гс);

5(г)= с1у5((г)+ р1у52(г)= X 4,/т .^=2^/
т=0

^+1); = 1 /(агст(т+ -Ьт21^, т=2,со;

Ц]=сХ}, Ьі]=Р^;с2 = (к0-р2Ко(хо)і-ї(х0)}

На у+1-ому кроці з рівняння дк2(гс,і^= а знаходимо наступне наближення

гсу точки розділу гс і так далі. Даний процес збіжний, тому що існує єдина точка
розділу Ііт гсп = гс, яка ділить область фільтрації на збурену і незбурену ділянки.

Л->00

Граничні (дійсні) значення функцій напору, їх градієнтів та фільтраційної
витрати отримаємо відповідно у вигляді
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Мг)=сі5і(О+ рі52 (?)+

-Зі(г)Р2(х)) Го<т<гс, (18)

л2(г)= с2/0(х)+ р2/С0(х)+ (х^оД/И^(х0))-1(/ІГо(х)Р2(х)-

-/о(х)Р2(х)) г^г^,

А = Рі-^(г)+(\Л>а/ иґСго)У 1(4(г)/ї0+•^07ї(х)_

- 3(гЖ*)- г0 < г< гс,
(19)

11 =^=^2/і(х)-р2Ш<лЛл*<^

+/і(х)^(х)-4(х)^(х)) гс < г <

Яа=2ТікоІ\(Го)- (2°)

На рис.1 зображені графіки функцій І = І(г} за формулами (3) та (19)

(відповідно криві 1, 2) для значень ко = 0,5 м/добу, /=12,0год, г0— 0,1м,
Д, = 1,0 м, ко = 1,0 м при А/=0,1; «=120. Як бачимо з графіка, градієнти напору,
розраховані згідно із запропонованою методикою (формула (19)), на інтервалі
[0,1; 0,32] спадають, а на [ 0,32; 1,0] - зростають.

Рис. 1. Графіки функцій І = і(г) за формулами (3) та (19) (відповідно криві 1,2)

для значень к = ко = 0,5 м/добу, / =12,0 год, г0 - 0,1 м, Кд = 1,0 м, Ло = 1,0 м, о=0,3; 4р=0,4.

На рис.2 зображено графіки залежності витрати від часу = ^(/)за

формулами (4) та (20) (відповідно криві 1, 2) для значень ки = ОД м/добу, го = 0,1 м,
/^=1,0 м, к0 = 1,0 м, а=0,3 при А/=0,1; «=720. Як бачимо, питома витрата,
обчислена з урахуванням фільтраційних деформацій (крива 2), перевищує витрату
(і > 0), обчислену за формулою (4). Таке зростання витрати можливе за рахунок
вимивання суфозійних частинок із придренової зони в порожнину дрени.
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Рис.2. Графіки залежності витрати від часу ц = <?(/)за формулами (4) та (20) (відповідно криві 1,2)

для значень к0 = 0,5 м/добу, г0 = 0,1 м, Д, = 1,0 м, Л„ = 1,0 м, <т=О,3

Аналіз показує, що фільтраційні деформації, які виявляються при перевищенні
чинними градієнтами їх критичного значення, суттєво впливають па весь процес
фільтрації та значною мірою здатні змінювати фільтраційну витрату.

Нами запропоновано ряд інших моделей зміни коефіцієнта фільтрації у
збуреній зоні (див. [1]).

77>е оДегесі еагііег арргоаск апд ііеуеіораі пен сДесііуе теїНосі о/зоїиііоп о/іке попііпеаг Іазкз о/
ргосезз о//іііегіп^, м/кіск Іаке іпіо ассоипі ргезепсе де/огтаїіопз /ііігаїіоп о/ сіе/огтаїіопз о}пеаг Лгаіпа^е
зркеге, із ітрозеїі оп поп-зіаііопагу сазез.
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