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елементарних функцій “Константа 0" і "Константа 1", лінійних функцій. Але лінійні
функції як клас Ь використовуються для характеристики булевих функцій у теорії про
функціональну повноту логічних систем. І якщо помилково є використовувати теорію
про істотні та фіктивні змінні у лінійних функціях, то, очевидно, проблематичним с і
використання класу І для характеристики булевих функцій у теорії про функціональну
повноту логічних систем. У цьому випадку виникає запитання: а які ж класи потрібні
для характеристики булевих функцій в теорії про функціональну повноту логічних
систем? Викладення результатів матеріалів, що одержані досі стосуються даного
запитання, виходить за рамки тематики даної статті.
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ПОСЛІДОВНОСТІ КОВЗНОГО СЕРЕДНЬОГО ПРИ ДІЇ
ПЕРІОДИЧНОГО БІЛОГО ШУМУ

Показано, що коли білий шум, який належить до зображення послідовності ковзного
середнього, є періодичним, то при цьому періодичним (за Слуцьким) буде і ковзне середнє.

Розв’язання багатьох задач, пов’язаних з аналітичним дослідженням і
статистичним аналізом випадкових сигналів у електротехніці, акустиці, біомедицині та
ін., часто стає можливим завдяки вдалому вибору їх моделі. При цьому зростає роль
моделей, що враховують механізм утворення відповідних сигналів. Це повністю
стосується випадкових послідовностей (часових рядів), що отримуються безпосередньо
(коли спостереження за сигналом проводяться в дискретні моменти часу) або в
результаті дискретизації сигналів з неперервним аргументом.

Найбільш всебічно вивченими, особливо в рамках спектрально-кореляційної
теорії, вважаються стаціонарні послідовності. Відомо, що для стаціонарної
послідовності

(1)
о

її кореляційна функція Я(т) = допускає спектральне зображення
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П(ії= р’МО, (2)

де ^(А.)- спектральна функція, аргумент якої А у технічній літературі часто
інтерпретується як частота.

Важливим при розгляді багатьох питань теоретичного і прикладного характеру є
результат, згідно з яким існує така ортогональна стохастична міра г(Д),
Д єр([-7г,п^ Е -сг-алгебра, що аналогічно зображенню кореляційної функції у

вигляді (2) для кожного к є 7. Р- майже напевно
п

Ьк= $еіХксіг(к\кє2. (3)

При цьому Л/|т/2(Х)| = с1Г(Х). Зображення (2) і (3) є розклад кореляційної функції і
відповідно елементів випадкової послідовності у частотній області.

Спектральне уявлення кореляційної функції (2) і стаціонарної послідовності (3)
отримано аналітичними методами, в основі яких лежить відомий факт про можливість
зображення у вигляді інтегралу Фур’є-Стілтьєса додатньо визначеної функції. А саме
такою є кореляційна функція стаціонарної послідовності (1). Тому зображення (3)
тільки постулює факт утворення елементів послідовності ^к,кє2 як суперпозиції
елементарних гармонічних коливань з випадковими амплітудами і фазами, що
містяться у випадковій мірі ^г(А), хоч це не обов’язково відповідає дійсності. Часто у
вигляді стохастичного інтегралу (3) зображають також і випадкові величини
нестаціонарних послідовностей, але при цьому випадкова міра г(Х) вже відмінна від
ортогональної.

Крім спектрального зображення, у частотній області на практиці також широко
використовується зображення випадкових послідовностей у часовій області. При цьому
вважається, що випадкова послідовність спостерігається на виході лінійної системи,
яку задає Імпульсна характеристика. Аналогічний метод зображення у часовій області
має місце і для випадкових процесів. Всебічно це питання розглядається у [1], де
випадковий процес поданий у вигляді стохастичного інтегралу

00
£0)= ]ф(т,г)Л1(т). (4)

—00

У (4) функція <р(т,/), що інтерпретується як імпульсна характеристика системи, при
кожному фіксованому І інтегрована з квадратом, тобто <р(т,/)є і,(-оо,со), р(т)-
неоднорідний (однорідний) випадковий процес з незалежними приростами, який ще
часто називають породжувальним процесом. Важливо, що для лінійного випадкового
процесу (4) записана його багатовимірна характеристична функція, що дозволяє
вивчати цей процес з використанням моментних функцій порядку п > 2.

Широке використання у прикладних дослідженнях має частковий випадок (4),
тобто процес

00
£(0 = |ф(г-т>їл(т). (5)

-00

Якщо при цьому породжувальний процес ц(т) є однорідним, то лінійний процес
(5) буде стаціонарним у вузькому розумінні.

Враховуючи, що в багатьох областях поряд з стаціонарними сигналами досить
часто доводиться мати справу з сигналами стохастичпо періодичними, для яких
періодичними є їх певні ймовірнісні характеристики, хоча для самих реалізацій 
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детермінована періодичність відсутня, у ряді робіт [2-4] розглядається питання
врахування цієї періодичності з допомогою лінійного процесу (4) та його часткового
випадку (5). Позитивне розв’язання цього питання виявилося можливим, коли із класу
процесів з незалежними приростами {ц(т)г є (-<»,«>)} було виділено [2,4-6] підклас
процесів з незалежними періодичними приростами. У цих же роботах показало, що
коли для лінійного процесу (5) його породжувальний процес Т](т) є процесом з
незалежними періодичними приростами, то процес (5)при цьому буде періодичним.

У [5,6] дано означення періодичного білого шуму як узагальненої похідної г)'(т)
від процесу з незалежними періодичними приростами, а також впроваджені поняття
гаусівського і пуасонівського періодичних білих шумів.

Так, використовуючи поняття періодичного білого шуму, можна стверджувати,
що коли на лінійну стаціонарну систему з імпульсною характеристикою <р(т) діє
періодичний білий шум, то па виході цієї системи спостерігатиметься періодичний
процес.

Враховуючи цей результат і грунтуючись на механізмі утворення сигналів
імпульсного характеру, в [2,4] вдалося з допомогою лінійного періодичного процесу
обгрунтувати моделі стохастично періодичних сигналів: навантажень енергосистем;
дробового ефекту електронних приладів у ненасиченому режимі, коли середній струм
змішоється періодично; шумів кавітації в акустиці та ін.

Щодо випадкових послідовностей

%к,кєХ}, (1)

то, крім їх подання в частотній області у вигляді (3) також існують методи зображення
цих послідовностей і в часовій області. При цьому їх розглядають як послідовності на
виході лінійної системи, на вхід якої надходить білий шум. Серед них добре відомі
послідовності ковзного середнього

Єг, (6)
у-о

авторегресії
^к + ^1^-1 + ‘' ’+ ^п^к-д = Лп » (7)

та змішаної послідовності ковзного середнього-авторегресії порядку

^>+^-1 + •”+ &<£,-, =аоЧ.+- + арПп-р- (8)
® 2

У (6) числа такі, що < 00>а послідовність
і-о

{1Я’иє2}>

що входить в (6)-(8), є послідовністю незалежних однаково розподілених випадкових
величин, яку переважно називають білим шумом.

Перевагою послідовностей (6)-(8) порівняно із спектральним зображенням (3) є
те, що в (6)-(8) відображено механізм утворення цих послідовностей. Однією із задач,
яка виникає при використанні послідовностей (6)-(8), є оцінка їх коефіцієнтів, які ще
називають параметрами моделей, а саме моделі - параметричними. З точки зору
поняття “фільтрації” у часовій області послідовність ковзного середнього (6) є
нерекурсивним фільтром, а послідовності (7) і (8) - рекурсивними фільтрами.

Зупинімося детальніше на послідовності ковзного середнього (6) і розгляньмо 
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можливість врахування з її допомогою стохастичної періодичності. Іншими словами,
розгляньмо умови, при виконанні яких ця послідовність стає періодичною (у
ймовірнісному розумінні), тобто коли періодичними є її певні ймовірнісні
характеристики. З цією мстою вважатимемо, що для ковзного середнього

є7, (6)

білий шум {г]д ,к єИ}, що належить до (6), відмінний від стаціонарного, а власне с

періодичним білим шумом. Під цим розуміється, що паріодичною є його одповимірна
функція розподілу (білий шум як послідовність незалежних випадкових величин
повністю задається одновимірною функцією розподілу), тобто

Г(х,/с)= р{Па, < х}= Г(х,к + А) (9)
Використовується
Теорема. Якщо для послідовності ковзного середнього

= Еаі71ц.кє2 (6)

ЇЇ білий шум є періодичним з періодом Ь, то ця послідовність буде
періодичною з цим же періодом Ь, тобто періодичною буде її багатовимірна функція
розподілу.

Оскільки доведення теореми порівняно складне, ми проведемо його,
обмежившись тільки одновимірною функцією розподілу ковзного середнього (6). При
цьому скористаємся відомим фактом, що періодичність функції розподілу випадкової
величини еквівалентна періодичності її характеристичної функції.

Спочатку розгляньмо характеристичну функцію випадкової величини т]*

періодичного білого шуму 3 урахуванням періодичності його функції
розподілу (9) характеристична функція, очевидно, також є періодичною:

А(«) = Ме^ = ]е>(х) = ]е'^+£(х)=Л+£(п).

-00 -00

Розгляньмо тепер характеристичну функцію ковзного середнього (6). Беручи до
уваги, що характеристична функція суми незалежних випадкових величин дорівнює
добуткові їх характеристичних функцій, можемо записати, що

іи ® ® х х
4(и)= Ме'и^ = Ме = П = ПЛ-/ («/“)=

;=-« >=-«=

тобто характеристична функція ковзного середнього (6) є періодичною.
Отриманий у роботі результат про періодичність ковзного середнього можна

успішно використати для розв’язування багатьох задач в електротехніці, акустиці,
біотехніці, пов’язаних з дослідженням стохастично періодичних дискретних сигналів.
Серед них слід виділити проблему обгрунтування моделей вказаних сигналів у вигляді 
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ковзного середнього (6). Важливими також с задачі оцінки періодичних ймовірнісних
характеристик послідовності (6) та оцінки її коефіцієнтів а;, а на основі цих оцінок -
розв’язок задач ідентифікації, розпізнавання. Чекає свого розв’язання і дослідження
властивостей ковзного середнього залежно від функції розподілу періодичного білого
шуму є/}, випадкові величніш якого можуть мати нормальний, пуасонівський,

Коші, рівномірний, експоненціальний та інші періодичні розподіли.

Л Лаз Ьесп зіюнт, іііаі і/ ІІіе 'л’ііііе поізе. іііаі із іпсіиііеіі іпіо ІІіе іта^е о/ зіісііп^ ауега^е, із
регіосіісаі, їЬеп, іп Ііііз сазе, ІІіе зіібіп^ ахіега^е іізеї/тії Ьерегіоііісаі (Ьу Зіискіу).
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ДИНАМІКА ЗАПУСКУ МАШИНИ ПРИ НАЯВНОСТІ
ПЕРЕДЗАПУСКОВИХ ЩАБЛІВ

Визначаються динамічні навантаження, що виникають у попередньо затягненій
пружній ланці при розгоні машини, обладнаної двигунам постійного струму незалежного
збудження. Рух двомасової системи з рівномірно розподіленою масою пружної ланки
описується хвильовим рівнянням, розв ’язок якого отримуємо за методом Фур ‘є. Враховується
рівняння е.р.с. в колі якоря двигуна.

У багатьох випадках при розгоні машин з електричним приводом
використовуються пускові реостати, обладнані передпусковими (попередніми,
проміжними) щаблями. На рис. 1 подане графічне зображення реостатного пуску при
наявності передпускових щаблів 1, 2 і 3.

Один із щаблів відповідає статичному моментові опору Мо, тобто моментові,
який повинен розвинути двигун при усталеному русі. На щаблях 1 та 3 момент двигуна
є менш або більш статичним. Щабель 1 забезпечує попередній натяг механізмів
маптини та вибір люфтів, щабель 3 використовується при рухові машини з малою
“плинною швидкістю”.

Як розрахункову схему використаймо двомасову систему з рівномірно
розподіленою масою пружної ланки (рис. 2).
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