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ОСОБЛИВОСТІ ПОЛІВ НАПРУЖЕНЬ ТА ДЕФОРМАЦІЙ У
ВЕРШИНІ П’ЄЗОКЕРАМІЧНОГО КЛИНА З ВЕКТОРОМ

ПОЛЯРИЗАЦІЇ В ПЛОЩИНІ ПЛАСТИНИ.

У роботі розглядається задача дослідження особливості фізичних полів у вершині
п'єзокерамічного клину з вектором поляризації в площині пластини. Приведено методику
зведення тривимірної системи рівнянь, що описує задачу, до матричного одновимірного
рівняння, яке вирішується чисельним методом Рунге- Кутта. Приведені графіки залежності
порядку особливості від кутів між сторонами клина та вектором поляризації.

- складові вектора електростатичного поля;

- електричний потенціал в матеріалі;

- тензор деформації;

(0

цн
- складові вектора електричного зміщення О;

- вектор переміщень;

- частота сигналу на електродах п’єзотрансформатора;

Є9

Умовні позначення:
Є Б Є Е Е ЕС 11, С 12, С із С зз, С 44, С бб - пружні жорсткості при постійному електростатичному

полі;
- п’езомодулі при постійному механічному напруженні в матеріалі;
- діелектричні проникливості при постійній деформації;
- тензор механічних напружень;

„б б
Є 31, Є зз ,Є 15

311, 333
біі
„ дФЕі = -—

дх,
Ф, ДФ

Р - питома маса матеріалу п’єзотрансформатора.

Промисловість має потребу в розробці та серійному виробництві економних,
малогабаритних, безобмоточних високовольтних блоків живлення. Одним із шляхів
задоволення вказаної потреби є застосування плоских п’єзокерамічних
трансформаторів, що мають вектор поляризації в площині пластини. Ефективному
використанню такого типу пристроїв перешкоджають труднощі, пов’язані з
недостатністю інформації про поведінку фізичних полів, необхідної при розрахунку
п’єзоелектричних перетворювачів.
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МАТЕМАТИЧНЕ МОДЕЛЮВАННЯ. МЕХАНІКА

О 0 е'л (1)
С||

Є22

Розглянемо клин з п’сзокераміки, сторони якого утворюють кути а і Р з
вектором поляризації, що розміщений в площині клина. Введемо прямокутні декартові
координати (рис. 1) так, щоб вісь Ох співпадала з вектором поляризації, вісь Оу була
перпендикулярна до площини пластини, а площина хОх, ділила пластинку клина
товщиною 2Ь, на дві рівні частини. Для цього випадку, рівняння, що описують стан
п’езокерамічного середовища, у відповідності з [1] можна записати у вигляді:

СТЦ

022 Н С"|2 С*'|| Со|3
Е Е 1ЬстззД Ь с із с із с

Г 0 0 еЕзі 11" Ех
Еу ;

-Езз- _ 0 0 СЕзз_ІІЕ2_

„Е „Е „Ео II С |2с ІЗ
„Е  „Е „Е

,Е . „В „Е33-1

де СЕп, СЕ12, СЕіз, СЕзз, СЕ44, СЕ6бЦ’ (СЕ||-СЕ12) - ПруЖНІ ЖОрСТКОСТІ; ебзі, ебзз, еб|5 -

п'єзомодулі; зц, ззз - діелектричні проникливості; Е, - складові вектора електростатич­
ного поля; Еу - складові тензора деформацій; Оі - складові вектора електричного
зміщення.

При симетрії граничних умов відносно площини хОх задача є симетричною.
Розкладаючи напруження в степеневий ряд по у і обмежуючись членами з степенями
меншими другого, прийдемо до висновку, що у цьому наближенні би, бзз та біз не
залежать, а 622, 612, 623 лінійно залежать від у. Завдяки тому, що при плоскому
напруженому стані зовнішні грані, паралельні площині хОх, вільні від навантаження
можна вважати, що 622=0, бі2=0, бгз=О по всій товщині пластинки. З врахуванням
зроблених допущень, запишемо наступні вирази для ненульових складових тензора
напружень:

СГц= Сц-Ец +С|3-Е13 - езі-Ег (4)
Ст|3= 2-С44-Е13 - Єі5‘Ех (5)
033= 013-Єц + Сзз-Еіз — езз-Ег (6)

Компоненти вектора електростатичної індукції набудуть вигляду:
Ох = ЗігЕх+2 е|5 єіз; (7)

Оу = 322-Еуі (8)
О2 = Ззз-Ег+ 2-езі-єц + 2-езз-єзз; (9)

де сц=сЕц- ^^-; Сіз=сЕіз-^С І2^; с3з=сЕзз- ^Е ; (10)

е ЄЄ31СЕ|2 є ЄС3|СБ|3 с
езі=е зі- рЬ , езз=е зз- 'И ; Зц=з ц;

^11 V 11
е , (^15>2 с , (ЄЄ31)2

322=311 + Х, ’ 3зз=3 зз+ X, •
V 44 V 11

В квазістатичному наближенні (коли швидкість розповсюдження
електромагнітних хвиль рівна нескінченності) вектор напруженості електромагнітного
поля представимо у вигляді градієнта скалярної величини - Т, що в покоординатній
формі запишеться:

_ 34' „ д'У
Е1=“ах- Е2=_ау’ Ез=_ах'
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(12)

(13)

(14)

арх ар, „
ах дт.

З врахуванням (7) і (9) рівняння 12 запишемо у формі:
авх ає)3 д-Еп а-си ає333,г ах 2е’5’ах +зи1Г+2-Єз1’а^+2-е”"^=0

В свою чергу, рівняння, що описують гармонійний рух з частотою <о плоского
пружного середовища представимо у вигляді:

дбп , 5біз 2,, п
а + = + раз СІ і — 0 ;ах ог г

Рівняння, що зв’язує компоненти вектора електростатичної індукції сііуВ = 0,
або в покоордипатній формі:

ар, ар¥ ар, „
Т^ + -^ + -^ = 0- (11)дх ду дт.

Через малу товщину пластинки фупкція-вектор папружснності електричного поля
набуде вигляду:

+ ри2П3 = 0. (15)8х Зг г
Враховуючи вирази (4), (5), (6) для ненульових компонентів тензора напружень
отримаємо рівняння:

Сіг^’+с,3’^7 + (е!5+езі)-|^ + 2С44-^ + р-сіДїі =0; (16)
ОХ ОХ 0X02 02

п аєв аєн аєзз а2^ №, 21І п
гсф,--^- + с33.—+ с,з--^+ е,5 -^2+е33--^-+ р ш П2 = 0. (17)

Підставляючи в (13), (16) і (17) вирази для компонентів тензора деформацій отримаємо
систему рівнянь:

с"‘+ (С1з+с44)-^+ (е,5+ез.) -^+ рЛі = о ; (18)

, а2ц1 а2ц3 а'Пз^ а^р 2<С1з+С44)^Й+С44'_а/+сзг аг2 +Є15ах2 +езгаг2 +р'“ из-0’ (19)

а2^ д2^. аЧьА
-3" а?’-3зз^+(еі5+езі) ахаг + еі5-ах2 + езі а22 - 0- (20)
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Ці рівняння матричній формі можуть бути подані у виді:

А’ дх2 + в дкдг + С' Зг2 + р Ш ° у " °

її/ сц 0 0 0 См + С|зС15 + е31‘
де У= ; а= 0 СД4 Єіі+Сзі ; в= Сф»+ Сіз 0 0

.т. . 0 Є15+Є31 -Зц . - С15+ Єзі 0 0 .
С«4 0 0 "1 00’ 0'

с= 0 Сзз Сзз ; 1> 0 1 0 0= 0
. 0 Є33-З33. .000. .0.

(21)

Для зручності розглянемо цю систему рівнянь в полярній системі координат
наступним чином: за відомими формулами переходу до полярної системи координат
переведемо тільки частинні похідні від величин по координатах х і г в нову систему
координат, а проекції вектора переміщень її будемо розглядати, як ізольовані скалярні
величини. Тоді останню систему після відповідних перетворень розглядатимемо у виді:

зу „ ау ^у „ ду д2^ , ,гА1 аГ + В1 • аф + ?’С1 • а? ’ рВ1&аф + А1’аф7+'у = ° <25)

де А|=А-ЗІП2(ф) - В-8ІП(Ф) СО8(Ф) + С-СО82(ф);
В(=2А-8Іп(Ф) с08(Ф) - В (8Іп2(ф) - соз2(ф)) + 2С-зіп(ф) соз(ф)) ;

С]=А-СО82(ф) + В-8Іп(Ф)-СО82(Ф) + С-8ІП2(ф);
Так як розглядається поведінка розв’язку для п’єзокерамічного середовища при

малих відстанях від початку координат г та малих частотах, ми знехтуємо членом з
г2рсо2У. Перейшовши до статики в деякому околі точки г=0 отримаємо розв’язок задачі
динаміки.

Тоді будемо шукати розв’язок відповідної задачі статики у виді
У(г,Ф) = £гп Пп(ф), (де Щф) - власна функція задачі), та отримаємо наступне 

матричне рівняння:
^ = (п-1) АГ1(ф) В1(ф)-^+ (п-Е+ АГ*(ф) -С,(ф)- п-(п-І))-

Розглянемо випадок, при якому потенціал та проекції вектора переміщення
скінченні при г=0, що відповідає фізичному змісту задачі, звідки при умові обмеженості
енергії фізичних полів в клині випливає, що 0<п<1.
У випадку жорсткого закріплення та короткозамкнутих електродів на бокових сторонах
п’єзокерамічного клина граничні умови можна сформулювати наступним чином:

ГОЛ Го"]
при ф=а ІІ(г, ф) = 0 ;

0
при ф=Р 1) (г, ф) 0

0
Для визначення ненульових значень власних чисел п та власних функцій замість

невідомих значень похідних по ф від У(г, ф) в початкових умовах скористаємось
наступними системами початкових умов:

ацп.1(Ф)|
т
0

ацп,2(Ф)
'0'

1 аЦп,3.(Ф).|
0'
0аф | ф~а .0.

’ 4ф | ф-а .0.
’ бф ф=а .1.

Тоді розв’язок, що відповідає граничним умовам, при врахуванні лінійністі
рівняннь, можна побудувати у вигляді Іїп(ф)=А-ІІп1(ф) + ВІІп2(ф) +С- ІІП3(Ф), де А, В, С -
деякі числа.

Якщо, при деякому п будуть існувати різні значення А, В, С, то це означає, що п
- власне число і, відповідно, Пп(ф) - власна функція задачі.
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Можна легко показати, що для визначення власних чисел потрібно побудувати
II І ГАЗ ІТ 2 ГАЗ ТІ З.ГАЗПп'ИФ) и/і(Ф) Оп3і(Ф)

детермінант Пп(ф) = ІЛп’гСФ) ^ЛСФ) ІіЛСФ)

іл.’з(ф) «Л(Ф) ілЛ(Ф)
де Ип'і(Ф) - І -тий елемент функції О„'(ф), що відповідає і - тій початковій умові. З іншого
боку побудова зворотньої функції Р(а, п) є простішою, ніж пряма задача, тому для
визначення власного числа п в залежності від кутів а і 0, можна побудувати систему
розв’язків для наперед заданого числа п і відповідної системи початкових умов та
знайти таке значення ф = 0, при якому функція Оп(ф) = 0.

Для побудови системи розв’язків ІІп'(ф) використаємо метод Руше-Кутга з

постійним кроком для визначеного значення кута а, на основі, яких ми будуємо графік
функції Оп(ф) і знаходимо значення кута ф=0, при якому Оп(ф)=0.

На основі наведенного алгоритму створена обчислювальна програма для
визначення функції 0(а, п) при будь-яких значеннях а і п. В результаті роботи
програми для п’єзокераміки Р2Т-4 з параметрами [1]: Зц=б.45-10’9 Ф/м ; ззз=5.62-10’9
Ф/м ; си=13.9-1010Н/м2; Сі2=7.785-1О10 Н/м2; сІз=7.43-1О10 Н/м2; Сзз=П.5-1О10 Н/м2;
С44=2.569-1О10 Н/м2; е3і=-5.2 Н/Кл ; ез3=15.1 Н/Кл ; е15=12.7 Н/Кл; були побудовані
графіки залежностей, власних чисел п< від кутів а, р (рие.2). З цих графіків видно, що
при зміні кута розходження клину від 0 до 180°, як і можна було очікувати, власні
числа на проміжку 0<п<1 відсутні, як і в ізотропному матеріалі без п’єзоефекту. Тобто
напруження не можуть прямувати до нескінченності при кінцевих переміщеннях. При
більшому куті розходження клину (від 180° до 360°) закон зміни власних чисел,
відхиляється від відповідної залежності для умови відсутності п’єзоефекту. При цьому
мінімальне значення кута 0-а, коли напруження скінчені, залишається рівним у
розглянутому випадку 180°.
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ВПЛИВ ФРИКЦІЙНОГО ЗМІЦНЕННЯ НА ТОВЩИНУ
ПОВЕРХНЕВОГО ШАРУ ЧАВУНУ

Дослідження показали, що при фрикційному зміцненні сірого чавуну з використанням як
технологічного середовища поверхневоактивної полімервмісної мастильно-охолоджувальної
рідини та диску з нарізаними поперечними пазами на робочій частині суттєво збільшується
товщина зміцненого шару порівняно із зміцненням у мінеральному мастилі.

Фрикційне зміцнення належить до технологій поверхневого зміцнення
висококонцентрованими потоками енергії. Висококонцентрований потік енергії
утворюється в зоні контакту при високошвидкісному терті металевого інструменту-
диску по оброблюваній деталі. При цьому відбувається одночасне швидкісне зсувне
деформування. Швидкість нагрівання сягає 105...106 К/с. Поверхневі шари металу
нагріваються до температур вищих від точки фазових перетворень (Асу) і
охолоджуються з великою швидкістю за рахунок тепловідпливу вглиб деталі. При
звичайному гартуванні фіксується певний нерівноважний стан металу і відповідна
структура, а при високошвидкісному охолодженні часу для формування таких структур
і фаз замало. У результаті такого охолодження фіксується стан, при якому із твердого
розчину ще не встигає виділитися окремі фази або це виділення не встигло повністю
завершитися. При високій швидкості охолодження вуглець не встигає виділитися у
вигляді цементитних утворень і залишається у розчині або частково переходить в
тетраедричні пори Ееа, в результаті чого утворюється мартенсит. Вміст вуглецю в
мартенситі значно більший відконцентрації, яка відповідає точці мартенситного
перетворення [І, 2]. При цьому в поверхневому шарі деталей машин формується
специфічний структурно-напружений стан металу - білий шар, структура якого є
високодисперсним мартенситом, залишковим аустенітом і дуже дисперсними
карбідами [3].

Фрикційне зміцнення плоских поверхонь виконували на модернізованому
плоскошліфувальному верстаті моделі 8РС-20а. Замість абразивного круга встановили
металевий диск, виготовлений із сталі 45 у нормалізованому стані, діаметром 200 мм, з
шириною робочої частини - 14-16 мм. Для зменшення биття і відповідно вібрації
шпиндельного вузла диск встановили на конусі шпинделя верстата. Робочу поверхню
диску заправляли абразивним каменем, а потім доводили її абразивним бруском (М20).
З обох боків робочої поверхні диску виводили радіуси 2-3 мм для поліпшення
заходженшо і виходові інструмента, а також зниження шорсткості оброблюваної
поверхні при зміцненні. Шорсткість робочої поверхні диску була не більшою, ніж Яо =
0,32 мкм, радіальне биття - до 0,03 мм.
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