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ПІДСУМОВУВАННЯ ОДНІЄЇ СІМ’Ї ФУНКЦІОНАЛЬНИХ
РЯДІВ МЕТОДОМ ГІБРИДНОГО ІНТЕГРАЛЬНОГО ПЕРЕ­

ТВОРЕННЯ ТИПУ ГАНКЕЛЯ 1-ГО РОДУ - (КОНТОРОВИЧА-
ЛЄБЄДЄВА) 2-ГО РОДУ - ЛЕЖАНДРА 2-ГО РОДУ

Методом порівняння розв'язків, побудованих на піввісі з двома точками спряження для
сепаратної системи модифікованих диференціальних рівнянь Бесселя і Лежандра метода» функцій
Коші і методом скінченного гібридного інтегрального перетворення підсумовано сім'ю
поліпараметричних функціональних рядів
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Підсумовування функціональних рядів за функціями Бесселя ау а(Ьг) та
на інтервалі (а,Ь) та на інтервалі (а,Ь) з однією й двома точками спряження 

здійснено в роботі [1], а на інтервалі (а.Ь) з п точками спряження - в роботі [2].
Підсумовування функціональних рядів за функціями Бесселя Са^ (Яг,Ь) та (Аг,д)
здійснено в роботах [2], [3]. Підсумовування функціональних рядів за приєднаними
функціями Лежандра знаходимо в роботі [2].

В даній статті здійснено підсумовування функціональних рядів за
суперпозицією функцій Бесселя та Лежандра на інтервалі з двома точками спряження.

Розглянемо крайову задачу про побудову обмеженого на множині І|2 =
= {г:гє(0,ЛІ)и(АІ>Л2)іі(Л2,Лз},Л3 <оо} розв'язку системи модифікованих
диференціальних рівнянь Бесселя і Лежандра

(ви.а, “?|2)“і(Н = -£1(Г). г є (О.Я,).

(в„2=-я2(г), гє(/?„Л2), (1)

(лд ~?з )"з(г) = ~Яз(г). г є (Л2^з)>

за крайовими умовами
1ІШ-^-(гС,-‘,И1(г))=0, ["«22+ мз(г) Іг=К-,= о Я (2)
г—»о аг \ аг )

і умовами спряження
[ак)\ — + Рр'і ик (г) ” [ а>2 ~Г + Р^і] ик+\ (г)
І аг ) \ аг )

\г=Кк = 0))к> уЛ = 1,2. (3)

«2

2а2 + 1>0> 2є(0,оо); , Ва
и аг г 4 5гг ■ . ' ' 2

диференціальні оператори Бесселя [4,5], Лр - диференціальний оператор Лежандра для
приєднаних функцій [6].

Фундаментальну систему розв'язків для рівняння Бесселя (в„а-<72)и = О 

г аг г
а і д2
г+4 Зк2г

(3) 9у>0, сікс2к>0, с)к=ак2]р^-а^-рк1]^\,2-

ва2 =г2 ~~г +(2а2+1)г-£- + аї-Л2г2,
2 2 аг аг

У рівностях (1)

„ а2 2а, +1 а у2 - а?

аг
а2
7 +

утворюють модифіковані функції Бесселя /у>а(<7г) та Куа(дг) [4], а для рівняння
Бесселя (в„-<72)у = 0 - функції 7^ (Аг) та Кда(Лг) [5]; фундаментальну систему

розв'язків для рівняння Лежандра (л^-д2)р = 0 утворюють приєднані функції

Лежандра Р^+ч(скг)і £^+д(сйг)[6].

Наявність фундаментальної системи розв'язків дає можливість побудувати
загальний розв'язок крайової задачі (1) - (3) методом функцій Коші [7,8]:

я,
«|(Н = ЛГу.а,^г) + ^(.Г.рУеМР^1

0
я2

и2(г = А2ІЧ2>а2(Яг) + В2Кдііаі(.Аг)+ [Е^р^р^р^-'ар, (4)
я.

Яз
и3(г) = И3Р^/ (сЛг) + В3А^+ (сЛг)+ \Е2{г,р)^р^крар.
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Тут Е^г,р) - функції Коші:

£/г>р) Іг=р+оІг=р-0=

^ГЕАГ'Р^ Іг=р+0 ~^ЕАг’р} \г-р-о= -[^(р)р'. (5)

^і(р) = Р2а,+І, <Р2ІР) = р2“2"'. ^(р) = ^р.

Визначимо функції:

Інші величини загальноприйняті [4,5].
Безпосередньо перевіряється, що за функції Коші можна взяти функції:

Е{г р)- в<г<р<Пь
Уу,ах-,\ і(?І^1) 4>,а1(?1Р)%\аІ;І1(?1Я|>01г). 0 < р < Г < Л(;

Е(г р)= < г < р < Л2,
2Г,Р Я, <р<г<К2,

с / ч *$я(?з)
£3(г,р) =----------- —.------------- -х

л-Л*«;і2(сАЛ2.»‘«2)

22(сЛЯ2,сЛр), Л2 < г < р < Л3,
Х В2<р<г<К3,

■Ш) = 2"' яг(х + ?3 - )“Хг(^ + д3 + р)Х'.

Умови спряження (3) і крайова умова в точці г = Л3 для визначення величин
(у = 1,з) і Вк (к = 2,3) дають алгебраїчну систему:

^,аі:7і(<71ЯіИ -0^2^82 = 8п{сп +ш21)+<5-уіфн,

^іа2^2)А2 + и”а2.;№2)в2 - х^9з. ,2(СЛЛ2)И3 - х^.^скк^ =

= 8+ со22)+8^\соп,

2^Чі^С^ + 2^ЧіЛ2^К^ 1-2‘
У системі (6) беруть участь символ Кронекера 8^ та функції
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71 Чі’-,---------------гз{р)зкрар.
^+Чі-\2^СкКї'СкК^

К\ о ^>'.«1 ;11V?! ) ^аг+1 Л( А(/2 ((ЯЛ,, ЯЛ2)

” я2»!*1 /л „ „(«і.ЛЯг/1 ' мі!й‘
Л2 ^2 >а2 »• * ' І’ а/ *■

Припустимо, що виконала умова однозначної розв'язності даної крайової задачі:
визначник алгебраїчної системи (6)

Ди,(а)(9) - Аи,(а);2(9)Д^+9зі12(сЛЛ2,сЛЛ3)- Аи (а);і(д)Д^+^ 22(сЛЛ2,сЛЛ3) =

= ^'аі;п(^Л1)Ва2,р;2(9)-С/і'аі:21(дІЛ1)Ва2іЛ.1(9) * 0. (7)

Тут прийняті позначення: (а) = (а},а2), Ч - (?і»92>9з)>

А,.(а);/9) = и"аіАч\^ У = 1.2;

Визначимо: 1) породжені крайовою умовою в точці г = Л3 функції Гріла

0Иі(а)(г,9) =

ЧР(а)Зз(г’<?) = тН7\[А‘'-(“^2(д)Г-Х+«з;'2^/'Л2’С^ Ап(а);1<?>7:^2+9з;22(сЛ;г2.^'-)];

2) породжені неоднорідністю системи (1) функції впливу

Л.а, (<7г)[Ва2,д;2(9)Ч/на1;11(?1ЛІ .?іР)-

^.а, (ЗіЛВа^гС?)^;! І (<7| Л1,9^)-

-Ва2,д;|(9)^’а,;21(?ІЛ1.91Р)1 0 < Г < р < 

- Ва2,д;і(9)Ч/и’а1;21(91Л1.9іг)1 0 < р < Г < Л,;

Нк,(а);І2(г> А?) = 2а2+1 7Тл,а2 (А?)і
К1 ^у,(ауЧ)

^,.а^,Ч) = ^Чі.22{сІіП^

а2а'
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с2\с22 •. 1

н*(а);21(г, а?) = Д;;,-.;1 біР)®,* (г.9); (9)
ЛІ ау,(а)'.9/

Нр Пі<г<Р<К2,
д,т(?)|0„<а,(А,)0м(,.,), я, <р<г<И2,

Н'йв,(г.А?) - '■ Л.>^,;„(^,.^)е>.м>(г^);

н'м.з2<г’А?) = ~£ф,
Л2 Ди,(<х)<?) 2

^у,{а^^Р^ = 8^У

Ди,(а)^)
^їаїлг^’ІЇ =

^(а);33^.?)^+9і;22(сЛЛ3.сЛр), Я2 < Г < р < Л3,

^(а)Зз(Р’9)Л^+9з;22(сЛЛ3.сЛг), Л2 < Р < Г < П3.

5ИЯ’3 (г а) =------- ——^і’ХаУ.и^’УУ х2аіК^2

3) породженні неоднорідністю умов спряження функції Гріна

Ау.іа)^) Ди,(«)^)

с (с/іК2, скК3 )
Ши,(а);12(Г>9) = л2аі^2а2+1 7ТГ

л К1 пи,(а)'«"/

_ Д*7 (скЯ^.скКу)-х

дД і/^. .,7(скК2,скЯ3)
^(а),12(г’9) =------ 2-~ —

^у,(а^Ч)

А-У+Ол-22(СИК^С,,К^
-------------------0^г,Ч),

А^ Г-^-“(СЛЛ2’СЛ
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аи,(а)'9/

= -^^^йД2(л2,<Лг)

^уХа)'Я'

У результаті однозначної розв'язності алгебраїчної системи (6) і підстановки
одержаних значень (у = 1,2) та Вк (Л = 2,3) у формули (4) маємо єдиний розв’язок
кранової задачі (1) - (3):

/?і к2
и^г) = ІН^а)і/І(г,р,9)Єі(р)д2а‘+,Вр+ /Н^(а).у2(г,р,д)^2(р)р2а’’1бїр +

о я.
Я|і 2 (10)

+ ї Ни.(а);7з(г-Р.9)5з(р)^/х/р + ХУ^(а).уз(г,9)гя + ^«^(г,^; =^-

К2 <Л=І

Побудуємо розв'язок крайової задачі (1) - (2) методом інтегрального
перетворення, породженого на множині їй гібридним диференціальним оператором

ми.(а) = -Нв^ + ^г-Л.НЯг-^В^ + вСг-Лг)^-^, (11)

де 0(х) - одинична функція Хевісайда [8].

Диференціальний оператор самоспряжений і не має жодної особливої
точки на множині І|2. Тому спектр його дійсний і дискретний.

З метою побудови спектра і відповідної йому спектральної вектор-функції
оператора розглянемо спектральну задачу Штурма - Ліувілля: побудувати
обмежений нснульовий розв'язок сепаратної системи диференціальних рівнянь Бесселя
та Лежандра для звичайних функцій

(В„>аі + Ь?) И^.Дг, Д) = 0, ге (0,В,),

К = 0. г є (*1.*2). (12)

(ля + Ь,2) ^(а).3(г,Д) = 0, г є (Л2,Я3),

за крайовими умовами

Ііш^.^.-^ (г>д))в0, ґа232^- + Д232І^(а)з(г.Д)Іг-Яз=0 <13>
г-іїаг \ аг }

і умовами спряження

'■‘=1’2-(,4)

Фундаментальну систему розв'язків для рівняння Бесселя (виа+62)у = 0

утворюють модифіковані функції Бесселя та /^у<а(Ьг) [4], а для рівняння 
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Бесселя (ва2+62)у = 0 - функції Са2(Лг,Ь) та Оа2(Лг,6) [2]. Фундаментальну

систему розв'язків для рівняння Лсжандра (а//+62)у = 0 утворюють функції

А-у+іЬ^ та В-уг^сЬг^ И-

Якщо покласти
^а^,Р) = А{^а^г\

^(а)і2М = А2Саг (Лг,ь2) + В2Оа2 (Лг.Ь),

= А^уг+іЬі + ЬВ-^Ьі

то умови спряження (14) і крайова умова в точці г = В3 дають алгебраїчну систему:

А)^2 -^;У2(^>АХ =0, у = 1,2

^л^2^2)а2 + х£д(М12'Ь)в2-Г і̂^і2{скК2)А3-УР^1^.2{скКг)В3 = 0, (15)

+ У-Х+Ч;22^^ = °-

Алгебраїчна система (15) має ненульовий розв'язок тоді й тільки тоді, коли
визначник системи

- ау.(а).2(.Р)В^у2+і^2(с,іВ2>с/,Вз)~ау,(а);1 (Р)3^+.^(скВ2,с/1П3)= 0. (16)

Тут беруть участь функції:

яи,(а);у(^) = “и,а|;1 \(ЗіВ1]Ва2.22(^],ЛЯ2,Ь2)-иІ'аі.2і(Ь1В1)За2.]^1Яі,АК2,Ь2\

Всі інші величини загальноприйняті [4,5,6].
Корені Рп трансцендентного рівняння 3^а^) = 0 утворюють дискретний

спектр [6]: дійсні, різні, симетричні відносно /7 = 0; їх модулі складають монотонно
зростаючу послідовність з єдиною граничною точкою р = со.

У результаті розв'язання алгебраїчної системи (15) при р = Рп маємо:

Кн(а);1(г’А)=

= ^М.2МГ^,ь,.^М2'^ (17>
У рівностях (17) беруть участь функції:
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№„)=~і сЛл*зп|г(Х+р+іЬзп Г;
Я

У-^іьія.л^^^У1+іьіп

Ь]п=(р2п+к^\ к2^0, 7= ІЗ.

Згідно з роботою [2] маємо твердження.
Теорема (про зображення). Будь-яка вектор-функція %(г) з області визначення

оператора ^зображається абсолютно і рівномірно збіжним рядом Фур'с за

системою власних вектор-функцій

іА-1 ) л = 1

00^3 уР (г Я )
Я(г) = £ \^РУу,{а^Р'Рп^Р}аР. У'(а ' ",г <18)

п=,° К%)О-./м
Ряд Фур'є (18) визначає пряме Н^(сГ) і обернене Н~^а) скінченне гібридне

інтегральне перетворення типу Ганкеля 1-го - (Конторовича - Лєбєдєва) 2-го роду -
Лежандра 2-го роду:

«з ’ З
Яи,(а)к(г)1= 1«<г)Кн(а)(Г’/?п)сг(г)^ в?п = О9)

О *=І

(20)

я,з
(21)

/Н = І я,

□О у Iі
V У^а'>д

а22

;%);з(^з.л)

Побудований за відомою логічною схемою [9] методом запровадженого
формулами (19), (20) інтегрального перетворення єдиний розв'язок крайової задачі (1) -
(3) мас структуру:

^а)ЛРПК(а^Рп)

Уу\а^Рп) , .
“ —------- « £(г).

у в* у> ^у'хауДг^Рп )^(а);](г’Рп) _ у> ^у'(а}\22^Рп ^у!(а);] ’ Рп )

І=1А* „=. (ргп+ч^м{г,рп^ 2к Л=І к+9і2Ьл«)(г>М2 / = 1,3,

Де ак =сгкКкС‘і+'> ^0=°, 2и,(а)и2^) = ^а'*2^ + ^2^л(а);Л+1(г’Аі)іг=Я* •

Порівнюючи розв'язки (10) і (21) в силу єдиності, маємо формули
підсумовування функціональних рядів:
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“ігк2*?! Кл«>(г’А)|2
'-1Д (22)

= — А?). Ь*-ІД (23)

(г;)і 4 = 1>2 у = а (24)

, (г4 = 1лу=а (25)

с11с12^1 2 ^ЛЯт ^12 5Й7?2 і 2 І 2 2 21ст>=—;■ 72^7Г-2^ї-ст2=—°з=1.?і ^ах^.^зі.
С21С22Л1 Л2 . С22^2

Основна теорема: Якщо вектор-функція /(г) = >в( кг('')ІлД£з(г)]} 

неперервна на множині Іи а вектор-функція %(г) задовольняє крайові умови (2) та
умови спряження (3) і виконується умова (7) однозначної розв'язності крайової задачі
(1) - (3), то справджуються формули (22)-(25) підсумовування поліпараметричних
функціо-нальних рядів за власними функціями оператора М^ау

Результати роботи поповнюють довідкову математичну літературу і можуть
бути використані при підсумовуванні функціональних рядів за власними функціями
гібридних диференціальних операторів, які появляються при моделюванні фізико-
технічних процесів в неоднорідних середовищах.

Пе /атіїу о/ роїурагатеігісаі /ипсЧопаї зедиепсез и’аг зиттагігед Ьу теапз о/ сотрагізоп о/
зоїиііопз, /иііі оп діє 1^'о-соп]и^а)іоп роіпіз зетіахіе /ог діє зерагаїе зузіет о/ ґЛе тодіДсаІеіІ ЗіДегепЧаІ
Веззеї апсі Ье^епдге едиаЧопз Ьу теапз о/КозИіег/ипсЧопз апсі діє тедихі о/поп- зизрепдед КуЬгід їпіе^гаІ
Ігапз/огтаЧоп.
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