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МАТЕМАТИЧНЕ МОДЕЛЮВАННЯ АДСОРБЦІЙНОГО 

МАСОПЕРЕНОСУ З СПЕКТРАЛЬНИМ ПАРАМЕТРОМ 

ДЛЯ НЕОДНОРІДНИХ n – ІНТЕРФЕЙСНИХ ЦИЛІНДРИЧНИХ 

ОБМЕЖЕНИХ МІКРОПОРИСТИХ СЕРЕДОВИЩ 

З ПОРОЖНИНОЮ 

Методами інтеґрального перетворення Лапласа і фундаментальних функцій Коші побудовано 

точний аналітичний розв’язок математичної моделі адсорбційного масопеносу для неоднорідного 

циліндричного обмеженого адсорбційного середовища зі симетричною порожниною і системою n 

інтерфейсних меж із заданими 2n+2 нестаціонарними режимами масопереносу на масообмінних 

межах. Розроблено нові рекурентні алґоритми та обчислювальні процедури для побудови матриць 

функцій впливу, породжених неоднорідностями системи, крайовими умовами та системою 

інтерфейсних умов. 

 

Умовні позначення 

 I (q r)  
k 
K

(qk r), k  1, n 1 - визначники, утворені з головного визначника 

системи  ( p) заміною 2k – го стовпчика стовпчиком правої частини системи та множенням 2k +1– го 
 

стовпчика на I (qk r) , K (qk r) k  1, n 1 ; 
 – визначник, утворений з визначника системи  ( p) шляхом викреслювання перших 2k 

1,2k 


рядків і стовпців (під номерами 1, 2k, k  1, n ); 

  
1,2k 

– визначник, утворений з визначника системи  ( p) шляхом викреслювання перших 
 

  

2k+1 рядків за винятком 2k–го (під номерами1, 2k 1, 2k 1; k  1, n ) і перших 2k стовпців (під 

номерами 1, 2k, k  1, n ); 

 – визначник, утворений з перших 2k рядків і стовпців (під номерами 1, 2k, k  1, n ) із 

визначника системи  ( p) ; 

  
1,2k 

– визначник, утворений з перших 2k+1 рядків за винятком 2k–го (під номерами 
 

    

1, 2k 1, 2k 1; k  1, n ) і перших 2k стовпців (під номерами 1, 2k, k  1, n ) із визначника системи. 

 

Вступ 

Розвиток сучасних нанотехнологій створення новітніх наноструктур і матеріалів 

ставить нові завдання до дослідження механізмів кінетики та інтенсифікації дифузійно- 

адсорбційного масопереносу в багатошарових неоднорідних і пористих середовищах 

(heterogeneous and porous multilayer medias) різної конфіґурації. Це потребує 

розробки нових методів моделювання масопереносу в неоднорідних і нанопористих 

середовищах, що дозволяють описувати складні механізми системи інтерфейсних 

взаємодій між складовими переносу, умови динамічної рівноваги та нестаціонарні 

режими масопереносу на масообмінних поверхнях. Проблеми математичного 

моделювання дифузійно-адсорбційного масопереносу в однорідних і неоднорідних 


k k 

 


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j 

пористих середовищах та методи побудови математичних розв’язків таких моделей 

розглянуті в роботах Ликова [6], Федоткіна [7], Fraissard, Springuel-Huet, N’Gokoli- 

Kekele Laurence, Conner [12-14], Barrer [8], Chen, Degan, Smith [9], Karger, Pfeier, 

Ruthven [10,11]. Для однорідних середовищ переносу застосовувлись методи 

інтeґральних перетворень Фур’є, Лапласа, Вебера, Ганкеля і Гільберта. 

Математична теорія інтеґральних перетворень та їх застосувань для задач 

масопереносу для неоднорідних і пористих середовищ з урахуванням системи 

механізмів інтерфейсних взаємодій між елементами переносу та нестаціонарних 

режимів масообміну на масообмінних поверхнях (врахування спектрального параметру 

в крайових умовах та системі умов інтерфейсу) авторами розроблена в [4]. В праці [2] 

нами розглянута математична модель адсорбційного масопереносу в неоднорідному 

напівобмеженому n-інтерфейсному нанопористому середовищі, побудований точний 

аналітичний розв’язок моделі та виписані компоненти матриць впливу (головних 

розв’язків) системи. Пропонована робота є логічним продовженням досліджень, 

поданих в [2]. 

Математичний опис проблеми. Розглядається адсорбційний масоперенос в 

неоднорідному обмеженому циліндричному n- інтерфейсному по координаті r 

адсорбційному середовищі, заповненому n адсорбентами з різними фізико-хімічними 

характеристиками. Математична модель такого переносу з урахуванням 

нестацінарності  масообміну  на  масообмінних  поверхнях  (крайових  поверхнях  і 

поверхнях контакту r  Rj1, j  1, n ) та фізичних припущень, поданих в [2-4], може 

бути описана у вигляді такої змішаної крайової задачі: побудувати обмежений в області 

 n1 
Dn  (t, r) : t  0, r   0, Rn1   розв’язок  системи  диференціальних 

 j 1 

рівнянь в частинних похідних 

Cj (t, r) 
 
aj (t, r) 

2
C 

 
 D B 

 
C 

 
  f 

 
(t, r) 

 
(1) 

 

  

t t 
aj 

  (C   a ) 
t 

j j j  j 

j j rj  j j j 

 

(2) 

за початковими умовами: 

Сj (t, r)t 0  C0 (r); aj (t, r)t 0  a0 (r); 

крайовими умовами та системою умов інтерфейсу по геометричній координаті r : 

 

(3) 

[( 0   0 
 

) 
 
 ( 0   0 

 
)]C (t, r)   (t); 

   

12 12 
t r 

12 12 
t 

1 r R0 
1 

   ; (4) 
[( n1   n1 )  ( n1   n1 )]C (t, r)   (t) 

t r t 
n1 r Rn1 

n1 


[( j   j 

 
) 
 
 ( j   j 

 
)]C (t, r) [( j   j 

 
) 
 
 ( j   j 

 
)]C (t, r)

 
 0; 

 
i1 i1 t r 

i1 i1 
t 

j i 2 i2 t r 
i 2 i 2 

t j 1 
r Rj 

(5) 

j  1, n;i  1, 2 
d 2 1 d 2 2 2 

Тут B  
dr

2 
 

r 
(2 j 1) 

dr 
 ( j  j )r - оператор Бесселя для n- інтерфейсного 

середовища ;  C j  , a j - масові концентрації адсорбтиву відповідно в рідинній фазі 

(міжчастинковий простір) та твердій фазі (в мікро - і нанопорах зерен адсорбенту) для 

j–го шару адсорбційного середовища , j  1, n 1 . 

Методолоґія побудови аналітичного розв’язку моделі та рекурентні 

алґоритми обчислень матриць головних розв’язків(функцій впливу) системи. В 

припущенні, що шукані вектор – функції C(t, r), a(t, r)  є ориґіналами за Лапласом, 


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(Rj 1, Rj ), R0 

r 

r 

j j 



E E 





j 

застосуємо до крайової задачі (1)-(5) інтеґральне перетворення Лапласа стосовно 
часової змінної t [ 5 ]. В результаті отримаємо крайову задачу: побудувати обмежений 

 n1 
на множині In  r : r   0, Rn1   розв’язок системи диференціальних 

 j 1 

рівнянь Бесселя для модифікованих функцій: 
B  q2 ( p) C*( p, r)  F ( p, r) (6) 
 j j  j j 

за крайовими умовами 

[ 0 
 
  0 

]C
* 
( p, r)  * 

( p) ;[ n1  
  n1 ]C* ( p, r)  * 

( p) ; (7) 
 

12 
r 

12 1 
r R0 

R0 

 

22  
r 

22 n1 
r Rn1 

Rn1 

та умовами інтерфейсу по координаті r : 

[( j 

d 
  j 

d 
)]C*( p, z)  ( k 

d 
  k 

d 
)]C* ( p, r)

 
  ; j  1, n;i  1, 2 . (8) 

 
 

 
i1 

dz 

 
  

i1 
dt 

j i 2 
dz 

 
 

i 2 
dt 

j 1  ij 

r Rj 

Тут F ( p, r)  
 1 

[ f ( p, r)  C (r)  
 j j 

a  (r)] ; (9) 
j 

D  
j oj 

j 

 

p   j j 

* ( p)  *( p)  

 0 

d 
  0 

 
C (R )  *( p)   ; 

R0 1  12 
dr 

12   01 0 1 1,1 

 

*  ( p)  * ( p)  

 n1 

d 
  n1  C (R )  * ( p)   ; (10) 

Rn1 n1  22  
dr 

22   0n1 n1 n1 n1,1 

 

  

 j 

d 
  j 

 
C (r) 


 j 

d 
  j 

 
C (r)

 
; (11) 

ij  i1 
dr 

i1   0i  i 2 
dr 

i 2   0 j1 

     r R 

q2 ( p)  
 1  


 p2  p  (1  )    2  ; (12) 

D  p   j j 
j j j  j j 

 j   j  j  p;  j   j  j  p; j 1, n;i, m 1, 2 . Тут р – комплексно значний 
im im im im im im 

спектральний параметр інтеґрального перетворення Лапласа, що присутній в крайових 

та умовах інтерфейсу (7), (8). При цьому 

a ( p, r) 
a0 j (r) 

p     
 j (r) 

p   




C ( p, r); j  1, n 1 . (13) 
j  j j  j 

Зафіксувавши вітку дволистої функції q j  ( p) , на якій Re q j  ( p)  0 , внаслідок 

властивостей функцій які утворюють фундаментальну систему розв’язків рівняння 

Бесселя (6), розв’язок неоднорідної крайової задачі (6)-(8) будуємо методом функцій 

Коші [4]: 
 

j j  j j j  j j 

Rj   j j 

C( p,r)  A  I (q r)  B  K (q r)  E ( p,r, )F ( p, )
2  j 1

d ; j 1,n 1; (14) 

Rj 1 

де E
j 

 
 

( p, r, ), j  1, n 1 - функції Коші: 

E
 ( p, r,  )  E


( p, r, )  0; 

  j r0  j r0 



 dr 


 j 

 

( p, r,  ) 
d 

r0 
 

dr 


 j 

 

( p, r,  ) 
 

r0 

 

 
2 j 1

. 

. (15) 

Функції Коші E
j 

 
 

( p, r, ), j  1, n 1 шукаємо у такому вигляді : 

d 

0 j 

j 

j 
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E 

1 2 2 k 

k 

 11 12 

 j 2 j  j j j 2 j  j j j j1 

E
 

 D I (q r)  E K (q r); R  r    R 

 
 ( p, r,  )  

 j 1j   j j j 1j  j j j j1 j , (16) 
j 


E
 

 D I (q r)  E  K (q r); R    r  R 

що задовольняють ще додаткові однорідні умови для : 

 j1 d 

  j1 E  0 (перша права умова j-1- го інтерфейсу – на межі r  R ), (17) 
 12 

dr 
12   j j 1 

  rRj1 


 j 

d 
  j 


E  0 (перша ліва умова j - го інтерфейсу – на межі r  R ). (18) 

 11 
dr 

11   j j 

  rlj 

Введемо в розгляд функції: 
 

U 
j1 (q R )  ( j 

d 
  j ) I (q r)  ( j 

 

 j  j   j )I (q R )   j R q2I (q R ) 
im 

 

 

s  j im 
dz 

im  j j s rRj 
im 

j 

im  j j s  j im  j s  j 1, j 1 s j 

 

U 
j 2 (q R )  ( j 

d 
  j ) K 

 
(q r)  ( j  

j  j 
  j )K (q R )   j R q2K (q R ) 

 
(19) 

im 

 
 

s  j im 
dr 

im  j j s rRj 
im 

j 

im  j j s  j im j s   j 1, j 1  s  j 

 j (q R ,q r)  U j1 (q R )  K (q r) U j2 (q R )  I (q r) . (20) 
im s  j s im s  j  j j s im s  j  j j s 

Для  визначення  сталих D 
k 

, E , D 
k k 

, E функцій Коші 
k 

 
 

E( p, r, ), k  1, n 
внаслідок їх властивостей, що визначаються умовами (19), (20), отримаємо алґебраїчну 

систему рівнянь : 

(D2   D1 )I  (qk )  (E2   E1 )K  (qk )  0 ; 
k k k k k k k k 

(D  D )
k  k 

I 
(q  )  R q2I (q ) 

 


2k 1k    
kk k k  k k 1,k 1 k 

 
; 

(E  E )
k  k K (q  )  R q2K (q ) 

 
  

1 

2k 1k    
kk k k  k k 1,k 1 k  

q   
2k 1 

  k 

D Uk1,1(q R )  E  Uk1,2(q R )  0 ; (21) 
1k 12 k  k 1 1k 12 k  k 1 

D Uk1 (q R )  E Uk,2 (q R )  0 . 
2k 11 k  k 2k 11 k  k 

Із системи (21) знаходимо : 
D  D  q 2k K (q ); E  E  q 2k I (q ). (22) Для 

2k 1k k kk k 2k 1k k kk k 

визначення сталих D 
n1 

, E 
n1 

, D 
n1 

, E 
n1 

функції Коші 


n1 ( p, z, ) при k  n 1 в 

останньому рівнянні (21) замість величин Uk,1 (q R ),Uk,2 (q R ) стоятимуть 

величини Un1,1(q R ),Un1,2(q R ) . 
11 k  k 11 k  k 

22 n1  n1 22 n1  n1 

В результаті однозначної розв’язности системи (21) функції 

Коші E( p, r, ); k  1, n  1 визначені і, внаслідок симетрії відносно діаґоналі r   , 
мають таку структуру: 

2k  
k q R ,q    

k 1 q R ,q r ,R  r    R 
E
 

( p,r , )  
q

k  11 k k  k 12 k k 1  k k 1 k . (23) 
k  q R ,q R   k k 1 

Тут 


11 k k 1  k k  q

k 
R

k 
,q

k 
r  q

k 
R

k 1 
,q

k 
 ,R

k 1 
   r  R

k 

1 

1 1 2 2 
E 

j 

R 

R 
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E 

j 







k k 

2 

k k k k 

  k B  



I 

  (q R , q R )  Uk1,1(q R )U k,2 (q R ) U k1,2(q R )U k,1  (q R ) 
im k  k 1 k  k ki 2 

k  k 1 km1 
k  k ki 2 

k  k 1 km1 
k  k 

. (24) 

k  2, n;i, m  1, 2 
 (q R , q R )  U n,1 (q R )U n1,2 (q R ) U n,2 (q R )U n1,1(q R ); 

i 2 

i  1, 2. 

n1 n n1 n1 i 2 n1  n 22 n1 n1 i 2 n1  n 22 n1 n1 

При відомих функціях Коші 


 j 
( p,r, ) крайові умови в точках r  R0  і 

r  Rn1 та умови інтерфейсу (7) для визначення невідомих коефіцієнтів 

Aj ,Bj , j  1,n  2 , що беруть участь у структурах (14) загального розв’язку крайової 

задачі (6)-(8) C( p,r ), дають алґебраїчну систему із 2n+2 - ох рівнянь : 

U 01 q R  A U 02 q R  B  

 
12 1 0 1 12 1 0 1 R0 

U11 q R  A U 12 q R  B U 11 q R  A U 12 q R  B  

 
11 1 1 1 11 1 1 1 12 2 1 2 12 2 1 2 11 

U11 q R  A U 12 q R  B U 11 q R  A U 12 q R  B    G
21 1 1 1 21 1 1 1 22 2 1 2 22 2 1 2 21 1 


   

U k1 q R  A U k2 q R  B U k1 q R  A U k2 q  R  B  
 11  

k1 
k  k k 11 

k 2 
k  k k 12 

k1 
k 1 k k 1 12 

k 2 
k 1 k k 1 1k ; (25) 



U qk Rk  Ak U qk Rk  Bk U qk1Rk  Ak1 U qk1Rk  Bk1  2  G 
21 21 22 22 k k 

   
U n,1 q R q l  A U n,2 q R  B U n,1 q  R  A U n,2 q  R  B  

 
11 n  n n n n 11 n  n n 12 n1 n n1 12 n1 n n1 1n 

U n,1 q R  A U n,2 q R  B U n,1 q R  A U n,2 q R  B    G

 
21 n  n n 21 n  n n 22 n1 n n1 22 n1 n n1 2n n 

U n1,1 q R  A U n1,2 q  R  B     p
 22 n1 n1 n1 22 n1 n1 n1 Rn1 

Тут G* 
j 

вирази, що містять інтеґрали від функцій Коші E
j 
( p,r, ) в (25) : 

c Rj  j1 (q R ,q ) c Rj1  j1 (q R ,q ) 
G*  

  1j  
12 

j  j1 j F 
 
( p, )

2 j 1
d  

 2 j  


ss 
j1 j1 j1 F  ( p, )2j11

d, 

j 
R

2 j 1   (q R ,q R ) j R
2 j11   (q R ,q R ) 

 

j1 . (26) 
j 

 

j 1,n 

Rj1 
ss 

j j1 j  j1 j Rj 
ss 

j1 j j1 j1 

Тут c 
 
 k   k k   k ; k  1, n; j  1, 2 ; s  

1 ;k 1,n 

jk 2 j 

 

 



1 j 1 j 

 

c 
k 

2 j 
 

 

 U k1 

 

 
(q R ) U k 2 



2 ;k n1 

(q R ) U k 2 (q R ) U k1 

 

 
(q R ); k  1, n; . 

 

 

q2k  R2k 1 11 k  k 21 k  k 11 k  k 22 k  k 

 
c 

k  U k1 (q R ) U k 2 (q R ) U k 2 (q R ) U k1 (q R ); k  1, n; 
 

 

q2k1  R2k1 1 12 k 1  k 22 k 1  k 12 k 1  k 22 k 1  k 

k 1 k 1 

 

Припустимо, що виконана умова однозначної розв’язності крайової задачі (6)- 

(8), тобто визначник алґебраїчної системи (25) відмінний від нуля: 
 ( p)  0 . (27) 

 

У результаті підстановки одержаних значень Ak , Bk , D1 , D2 E1 , E2 , k  1, n 1 в 

(14) та після низки перетворень шляхом розкриття визначників 


Ak k k 

(q r)   K 
k k k 

 
 

(qk r), k  1, n 1) отримуємо рекурентні вирази для обчислення 



1 




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k 



R 

k 





q R 

q R 

n1 



  
k 1 



j 





( p, r) 
 s  (q R ,q r) Ф (q R ,q r) ; k 











компонентів C ( p, r) вектор-функції C ( p, r) -  розв’язку  крайової  задачі  (6)-(8): 
n 

C ( p, r)  W  ( p, r)  ( p) W  ( p, r)   ( p)  R  ( p, r)    R  ( p, r)    
k k1 

 
R 

R0 kn1 Rn1  

j 1 

1k , j 1j 2k , j 2 j 
(28) 

n1  j  H  ( p, r, )  F ( p, ) 
2 j 1

d; k  1, n 1 


j 1 Rj1 

k , j j 

Головні розв’язки крайової задачі (6)-(8) є такими: 

Функції впливу лівої крайової умови  ( p) 
0 

на к–тий сеґмент адсорбційного 

середовища W  ( p, r) : 
1 

 
1  ____________ Ф1 (q R , q r)   Ф1 (q R , q r)   ; k  1 





 
 
 1 

 

 

 

 

k 1 

 ( p) 


c1 

21 

 

 

 

 



1 1  1 

 

 

 

k 1 

1,2 11 

 

 

 

 

 



1 1  1 

 

 

 

 

  
k 

1,2 


  






(29) 

k1 




( p) s1 
2s  2s 1 
s s 

21 k  k k 
 

1,2k 11 k  k k 
 

1,2k 

 




1 n c 
  

 1s  Фn1 (q r, q R )  k  n 1 
 

11 n1 n1 n1 

 
 

( p) s1 s

2s 

s

2s 1 

 

Функції впливу правої крайової умови 
R

n1 

 

( p) на к–тий сеґмент 

адсорбційного середовища W 
k 
( p,r) : 

  1  n  
 ( p) 

c 
s 

 

q2s1 R2s1 1 

 

0 
12 

(q1R0 , q1r) ; k  1 

  s1  s1 s 

   1  n W ( p, z) 

c 
s Ф

k 1 

(q R ,q r) Ф (q R ,q r)  ; k  1, n ; (30) 
kn1 

 
 ( p) q2s1 R2s1 1  22 k  k 1 k 

 
 1,2k 2 12 k  k 1 k 1,2k 2 

  sk  s1 s 

  1  
Фn (q r, q R )     Фn (q r, q R )      k  n 1 

 

 

( p)  
12 n1 n1 n 1,2n 22  n1 n1 n 1,2n 

Функції впливу j - го джерела  F ( p, ) на k-тий сеґмент адсорбційного 

середовища H ( p, r, ) : 
k , j  

 

- впливу j - го джерела ( j  1, n 1 ) на перший сеґмент адсорбційного 

середовища H
1 j 

( p, r, ): 

q2 0 (q R , q )  1 (q r, q R , )   1 (q r, q R )  , R    r  R 
H ( p, r, ) 

1 
1  12 1 0  1  11 1 1 1 1,2 21 1 1 1 1,2  ; (31) 

 
11 

 ( p) 
 

0  1 1  
  (q1R0 , q1r)   (q1, q1R1, )1,2 

  (q1, q1R1 )1,2 
, R0  r    R1 




j 1 2


12 

 
 

 

c2 

 11 21 

q j   s  

 

j 
q2s1 R2s1 1 

   
H ( p, r, )   s1  s1 s  0 (q R , q r)  j (q R , q )   j (q R , q ) ; (32) 

 
1 j 

 

j  2, n 

 ( p) 

 
n 

2

12 
 
 
 
 

 

c2 

1 0  1  11 j  j j 
 

 

1,2 j 21 j  j j 1,2 j 

q  n1   s  

n1  q2s1 R2s1 1 

H ( p, r, )   s1 s1 s  Ф0 (q R , q r)Фn1 (q , q R ) ; (33) 
1,n1  ( p) 

12 1  0 1 22 n1 n1 n1 



2 
Ф 

2 

0 1 





W Ф 1, n 




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 q R 

s j q R 






q R 





j 

 1  

H
n1 Фn1 (q ; q R ) Фk1 (q R , q r) Фk1(q R , q r)





q 
q2s R2s 1 



- впливу j - го джерела ( j  1, n 1 ) на k - й сеґмент ( k  2, n ) адсорбційного 

середовища: 
 q

21 k 1 c
1 0  k  k 

H ( p, r, )     1  
s Ф (q R , q )  


Ф (q R , q r)   Ф (q R , q r)   


. (34) 

k1  ( p) 

 
q

2



s1 

k 1 
j 

2s  2s 1 

s s 

c 
s 

12  1 0  1 21  k  k  k 
 

 

1,2k 11  k  k  k 
 

 

1,2k 

 

j 2s  2s 1  ( p, r, )    s s  k (q R , q r)  k (q R , q r)  
kj 


( p)   21 k  k k 

 
 

1,2k 11 k  k k 1,2k  ; (35) 

  j1 (q R , q  )    j1 (q R , q )    ; j  2, k 1; k  2, n 
  22 j  j 1 j 

 

 

2 j j 

 

 

 
j1 







1,2 j 2 

 

c 
s 2 1 2

12 

 

 

 

 1 

j  j 1 j 1,2 j 2 

H  ( p, r, )  sk q
s 

s R
s 

s1 k1 (q R , q r)  k1 (q R , q r)  
kj  ( p)  22 k  k 1 k 

 
 

1,2k 2 12 k  k 1 k 1,2k 2  ; (36) 

  j (q R , q )      j (q R , q )    ; j  k 1, n; k  2, n 
 21 j  j j 1,2 j 11 j  j j 1,2 j 

q2k [Фk1 (q R , q )   Фk1 (q R , q )   ]
H   ( p, r, )   k  


22 k  k 1 k 

 
 1,2k 2 12 k  k 1 k 1,2k 2 

 
kk 

 ( p) 
 

[Фk1 (q R , q r)   Фk1 (q R , q r)   ]
  22 k  k 1 k 

 
 

1,2k 2 12 k  k 1 k 1,2k 2 ; (37) 
[Фk (q R , q r)      Фk  (q R , q r)   ], R    r  R 

21 k  k k 1,2k 11 k  k k 
 

 

1,2k k 1 k 

[Фk (q R , q )      Фk  (q R , q )   ], R  r    R 
21 

 


k  k k  

 

q2n1 

1,2k 


11 

c2 

k  k k 
 

 

1,2k 

 


k 1 k 

 
 


k ,n1   p 

q2s1 R2s1 1 22 n1 n1 n1  22 k k 1 k 
 

 

1,2k 2 12 k k 1 k 1,2k 2 
 sk  s1 s 

 

- впливу j - го джерела ( j  1, n 1 ) джерела на n+1 - ий сеґмент адсорбційного 

середовища H
n1,1 

 


( p, r, ) : 

q21 n 

 

 c1 0 

 

 

 
n1 

H ( p, r, )   1    s  Ф  (q R , q ) Ф  (q  r, q  R  ) ; (39) 
n1,1  ( p) 

 
2  

n c
1 

s1 
2s  2s 1 

s s 

12 1  0 1 22 n 1 n 1  n 1 

j  s  

j 
H  ( p, r, )   s j s s  Фn1 (q r, q R )  j1 (q R , q )     j1 (q R , q )    , (40) 

n1, j 

 

j  2, n 

 ( p) 
22 n1 n1 n1  12 j  j1 j 1,2 j2 22 j  j1 j 1,2 j2 

q
2 Фn1 (q , q R ) n (q R , q r)   n (q R , q r)  , R    r  R 

n1,n1 ( p, r, ) 
n1 

n1 


22 n1 n1 n1  12 n1 n n1 1,2n 22 n1 n n1 1,2n  n n1 
; (41) 

 
( р) Фn1 (q r, q R ) n (q R , q )   n (q R , q )   , R  r    R 

 
 22  n1 n1 n1  12  n1 n  n1 1,2n 22  n1 n  n1 1,2n  n n1 

 

Функції впливу неоднорідностей першої умови j–го інтерфейсу 1 , j  1, n на 

к–тий сеґмент адсорбційного cередовища R  ( p, z); k  1, n 1; j  1, n : 
1k , j  

1 

H 

q 
2 



n 



H 

( p, r, )   s ; (38) 





 ВІСНИК ТЕРНОПІЛЬСЬКОГО ДЕРЖАВНОГО ТЕХНІЧНОГО УНІВЕРСИТЕТУ. 2004. Том 9. № 4  

154 

 

 

2 

q R 



2 

q R 

 
q R 

j 

 
2 

q R 

q R 

2 

12 

 Ф (q R , q r) Ф (q R , q r) ; j 2, k 
s j 1 s s 

 (q R , q R ) Ф (q  r, q  R  ) ; j  1 

s 





  1  



 


Ф0 

 
(q R , q r)


; j  1 

 12 1  0 1 1,2 

 1  j 1 c 
0 

; (42) 
R1  ( p, r)  

 ( p) 
 

q
2s1 R

2s1 1 
Ф12 

(q1R0 , q1r)
1,2 j 

; j  2, n 1 
  s1 

 n1 

s1 s 

c 
 

 2s  Ф0  (q R , q r) (q R , q R ) ; j  n 
 q2s1 R2s1 1 12 1  0 1 11 n1  n n1  n1 

 s1 s1 s 

 

k 1   c1  k   k 
  (q R , q R ) s Ф (q R , q r)  Ф (q R , q r)   ; j  1 

12  1 0  1 1  

s2 
2s  2s 1 
s s 

21  k k  k 1,2k 11  k k  k 
 

1,2k 

 k 1 

 c1  k    k    




 
1,2 j 

  q
2s R2s 1 21  k k  k 1,2k 11 k k k 

 
 

1,2k ;(43) 
R  ( p, r)   

  1   
 Фk1 (q R , q r)  Фk1 (q R , q r)  ; j  k 

 
1kj  ( p) 




1,2k 
 

22 k k 1 k 
 

 1,2k 2 
 

12 k k 1 k 
 

1,2k 2 

 
 j1 c 

s 

Фk1 (q R , q r)  Фk1 (q R , q r)  ; j  k 1, n 1 
 

 
 

 1,2 j  
q2s1 1R2s1 1 22  k k 1  k 1,2k 2 12  k k 1  k 1,2k 2 

 sk  s1 s1 
 (q R , q R 

n1 c 
) s 

Фk1 (q R , q r)  Фk2 (q R , q r)  ; j  n 
 22  n1 n  n1 n1  

q2s1 1R2s1 1 22  k k 1  k 1,2k 2 12  k k 1  k 1,2k 2 

 sk  s1 




s1 

 

 c1 

 

 

 

n1 

12 1  0 1 1 

s2 

 

2s  2s 1 
s s 

22 n 1 n 1  n 1 

R  ( p, z)   
 1  

   
n c 

 n1  
1 

 Ф (q r, q R ) ; j 2, n 1 ; (44) 
1n1, j  

( p) 
1,2 j  

s2 

 
 

2s  2s 1 
s s 

22 n1 n1 n1 

  Фn1 (q r, q R ) ; j  n 

 1,2n 



22 n1 n1 n1 

 
 

Функції впливу неоднорідностей другої умови j – го інтерфейсу 2 , 
j  1, n 

на к–тий сеґмент адсорбційного середовища R  ( p, z); k  1, n 1; j  1, n : 


Ф0 

 
(q R , q r)

2k , j   

 
; j  1 

 12 1  0 1 1,2 

j 1 c R ( p, r) s  0    
21 j  ( p) 

 
q2s1 R2s1 1 

Ф12 
(q1R0 , q1r) 

1,2 j ; j 2, n 1 (45) 
 s12 

 n1 

s1 s 

c 
 

 2s  Ф0 (q R , q r) (q R , q R ) ; j  n 
 q2s1 R2s1 1 12 1  0 1 21 n1  n n1  n1 

 s1 s1 


 

k 1 

s c
1 k  k 

  (q R , q R ) s Ф (q R , q r) Ф (q R , q r)   ; j  1 
11  1 0  1 1  

s2 

 

2s  2s 1 

s s 

21  k k  k 
 

1,2k 11  k k  k 
 

1,2k 

 k 1 



c
1 

 k  k 

  s Ф (q R , q r) Ф (q R , q r)   ; j  2, k 1 
 

1,2 j 
s j1 

2s  2s 1 
s s 

21  k k  k 1,2k 11  k k  k 1,2k ; (46) 
R  ( p, r)  

 1  
 Фk1 (q R , q r) Фk1 (q R , q r)  ; j  k 

 2kj  ( p) 



1,2k 
 

22 k k 1 k 
 

 1,2k 2 
 

12 k k 1 k 
 

1,2k 2 

  j1 c 
s 

Фk1 (q R , q r) Фk2(q R , q r)  ; j  k 1, n 1 
 

 
  1,2 j  

q2s11R2s11 22  k k 1  k 1,2k 2 12  k k 1  k 1,2k 2 

 sk  s1 s1 


  (q R , q R 

n1 c 
) s 

Фk1 (q R , q r) Фk2(q R , q r)  ; j  n 
  n1 n n1 n1  

q
2s1 1

R
2s1 1 22  k k 1  k 1,2k 2 12  k k 1  k 1,2k 2 

 

 sk  s1 s1 

1 j 

2 

n 

1 



2 

s 1 


s 



s 
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q R 

q R 

1  k   k 

k 

m 




 

1  1  

 (q R , q R ) Ф (q  r, q  R  ) ; j  1 

1 k k k 2 k k  k k k k k 



1 1 



 


 

c1 
 

n1 

11 1  0 1 1  

s2 
2s  2s 1 22 

s s 

n 1 n 1  n 1 

 1  n1 c1 n1 

R ( p, z)     s  Ф (q r, q R ) ; j  2, n 1 ; (47) 
2n1, j  

( p) 
1,2 j 

s2 
2s  2s 1 22 
s s 

n1 n1 n1 

 Фn1(q r, q R ) ; j  n 

 1,2n 22 



n1 n1 n1 

Перехід до ориґіналів. Особливими точками головних розв’язків крайової 
задачі (6) - (8) W 

 
( p, r),W 

  
( p, r), R 

 
( p, r), R 

 
( p, r), H 

 
( p, r, ) є точки галуження 

p   та p 

1k n1k 

  
1 
S  S   0; 

1kj 2kj k ,k1 

1,2 
2  

1 2 

S   (1  )  2; S  (    )2    (1 2 )  2 2   0 . (48) 

Отже, при переході до ориґіналів за Лапласом інтеґрал по контуру Бромвіча 
можна замінити інтеґралом по уявній осі [5]: 

1    i
  ipt  pt 

W (t, r)  L 
k 

W1 ( p, r) 
2 i  W1 ( p, r)  e dp  

2i  
W1k 

( p, r)  e dp 
 i i

1 
 


ist 1 

  ist 
 

2  
W1k 

(is, r)  e ds  
 

Re W1k 
(is, r)  e   ds; 



1  

0 

 
1 

 

  ist 
Wn1 (t, r)  L 

Wn1k 
( p, r)   Re Wn1k 

(is, r)  e 
0 

 ds; 

1    
1 

 

 
ist 

R (t, r)  L 
kj 

R mkj 
( p, r)

 
  Re 


R mkj 

(is, r)  e 
0 

 
ds, m  1, 2; (49) 

H  (t, r,  1     
1 

 

 
 ist 

k ,k1 
)  L 

Hk ,k1 
( p, r,  )   Re Hk ,k1 

(is, r,  )  e 
0 

 ds. 

У результаті однозначної розв’язності алґебраїчної системи (25), з врахуванням 

одержаних головних розв’язків задачі (6)-(8) та формул (49), отримуємо єдиний 

розв’язок вихідної крайової задачі (1)-(5): 
t t 

Ck (t, r)  W1k 
(t  , r) R

0 
(t)d  Wn1k 

(t  , r) R
n1 

(t)d 
0 0 

n  t 

R1k j  
(t  , r) 1

j 
( )  R 2kj 

(t  , r) 2
j 
( )d 

j 1 0 

t n1 
Rk1 

 
0 k1 1 Rk11 

 

 

 

Hk ,k1 

 

(t  ; r,  )   fk1 

 

( , )  C 
k1 

 

() 



( )  2ak1 dd 

(50) 

t n1 
Rk1 

 
0 k1 1 Rk11 

 k  k 
H 

D 
k1 

t 

 

 

k ,k1 
(t  ; r, ) ek1 

 k1 
 
 a 

1 

 

() 2ak1 dd ; 

ak (t, z)  k 
0 

e kk (t  )  C ( , z)d  ek kt  a (z). (51) 

Тут 

n 



0 

z 
0k 

0k 



s 



k 
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,  : 

   



11 21 

12 22 



 1,2n 

 ,  : 

1,2k 2 





11 

12 

12 22 

 (t)  L  ( p)   (t)  ( 0 
 d  
  0 ) C (r)  (t); 

1 1 0 11 
dz 

11 01 r R0 


 (t)  L   ( p)   (t)  ( n1 
d 
  n1) C (r)  (t); 

ln1  ln1 




n1 22  
dz 

22 0n1 r R0 


  

( j  

d 
  j )  C (z)  ( j 

d 
  j )C (r)

 
 (t); m  1, 2; j  1, n. 

 
 

mj  
m1 

dz 
m1 0 j 

 
 

m2 
dz 

m2 0 j1  

r Rj 

 

Рекурентні алґоритми обчислення визначника системи 

визначників 

 ( p) та 

 
 

1,2k 

1) визначників  ,   : 


1,2k 

 
 

1,2k 

  
1,2k 

 

1,2k 1 1,2k 1 

 

 
 

1,2 

01 

12 

11 

11 

U 01 

(q1R0 ) 

(q1R1 ) 

(q R ) 

02 

12 

12 

11 

U 02 

(q1R0 ) 

(q1R1 ) 

(q R ) 

  (q1R0 , q1R1 ); 

 

 

. (52) 


1,2 

12 

11 

21 

1  0 

(q1R1 ) 

12 

12 

21 

1  0 

(q1R1 ) 
  (q1R0 , q1R1 ); 

U k1,1(q R ) U k1,2 (q R ) U k1,1(q R ) U k1,2 (q R ) 
    



22 k  k 1 22 k  k 1     22 k  k 1 22 k  k 1  


1,2k 1,2k 2 U k1 (q R ) U k 2 (q R ) 1,2k 2 U k1 (q R ) U k 2 (q R ) 
11 k  k 11 k  k 11 k  k 11 k  k 

  (qk Rk 1, qk Rk )1,2k 2 
  (qk Rk 1, qk Rk )1,2k 2 

; 

U 
k 1,1 

(q R ) U 
k 1,2 

(q R ) U 
k 1,1 

(q R ) U 
k 1,2 

(q R ) 
    22 k  k 1 22 k  k 1     12 k  k 1 12 k  k 1  



1,2k 
 

1,2k 2 U 
k1 

(q R ) U 
k 2 

(q R ) 1,2k 2 U 
k1 

(q R ) U 
k 2 

(q R ) ; (53) 
21 k  k 21 k k 21 k  k 21 k  k 

 
 

   (qk Rk 1, qk Rk )1,2k 2 
  (qk Rk 1, qk Rk )1,2k 2 

; k  2, n 

 

2) визначника системи  ( p) : 

U n,1 (q R ) U n,2 (q R ) U n,1 (q R ) U n,2 (q R ) 
 ( p)    22 n1 n 22 n1 n     12 n1 n 12 n1 n 


 1,2n U n1,1 (q R ) V n1,2 (q R ) 1,2n U n1,1 (q R ) U n1,2 (q R ) , (54) 

22 n1 n1 22 n1 n1 22 n1 n1 22 n1 n1 

  (qn1Rn , qn1Rn1 )       (qn1Rn , qn1Rn1 ) 1,2n 

Тут  (q R , q R )  Uk1,1(q R ) Uk2 (q R ) Uk1,2(q R ) Uk1 (q R ) ; 
11 k  k 1 k  k 12 

k  k 1 11 k  k 12 
k  k 1 11 k  k 

 (q R , q R )  Uk1,1(q R ) Uk2 (q R ) Uk1,2(q R ) Uk1 (q R ) ; 
12 k  k 1 k  k 12 

k  k 1 21 k  k 12 
k  k 1 21 k  k 

  (q R , q R )  Uk1,1(q R ) Uk2 (q R ) Uk1,2(q R ) Uk1 (q R ) ; 
21 k  k 1 k  k 22 

k  k 1 11 k  k 22 
k  k 1 11 k  k 

  (q R , q R )  Uk1,1(q R ) Uk2 (q R ) Uk1,2 (q R ) Uk1 (q R ) ; 
22 k  k 1 k  k 22 

k  k 1 21 k  k 22 
k  k 1 21 k  k 

3) визначників   

1,2 j 

  
1,2 j 

U n1 (q R ) U n2 (q R ) 

  
22 n1  n 22 n1  n   (q R , q R ); 

 
 

1,2n 
U n1,1 (q R ) U n1,2 (q R ) 22 n1  n n1  n1 

22 n1  n1 22 n1  n1 

U n1 (q R ) U n2 (q R ) 
    12 n1  n 12 n1  n   (q R , q R ) . (55) 

1,2n U n1,1 (q R ) U n1,2 (q R ) 12 n1  n n1  n1 

22 n1  n1 22 n1  n1 

U k,1 (q R ) U k,2 (q R ) U k,1 (q R ) U k1,2 (q R ) 

   
22 k 1 k 22 k 1 k 

 

22 k 1 k 22 k 1 k    
1,2k U k 1,1 (q R ) U k 1,2 (q R ) 1,2k 2 V k 1,1 (q R ) U k 1,2 (q R ) 1,2k 2 

1111  k 1 k 1 11 k 1 k 1 21 k 1 k 1 21 k 1 k 1 

 
22 

(qk 1Rk ,qk 1Rk 1 )    (qk 1Rk ,qk 1Rk 1 )1,2k 2 
; 



 ,  , 

U 

U 

U 

U 


U U 



 21 



 МАТЕМАТИЧНЕ МОДЕЛЮВАННЯ. МАТЕМАТИКА. ФІЗИКА  

157 

 

 

12 11 




1,2k 



 

U k,1 (q R ) U k1,2 (q R ) U k1,1(q R ) U k1,2 (q R  ) 
  12 k 1 k 12 k 1 k  

 

12 k 1 k 12 k 2  k 1    
1,2k U k 1,1 (q R ) U k2,2 (q  R  ) 1,2k 2 U k 2,1 (q  R  ) U k,2 (q R ) 1,2k 2 (56) 

11 k 1 k 1 11 k 1 k 1 21 k 1 k 1 21 k 2  k 2 

 
 

   (qk 1Rk ,qk 1Rk 1 )1

,2k 2 

  (qk 1Rk ,qk 1Rk 1 )1,2k 2 
; k  n  2, 2 

Рекурентний алґоритм обчислення визначника системи 
 

( p) може бути 
 

побудований і з використанням системи визначників 
1,2k 

,   , k  2, n . 

 

Висновки 

Запропоновано математичну модель адсорбційного масопереносу в обмеженому 

циліндричному неоднорідному мікропористому середовищі з порожниною і отримано 

аналітичний розв’язок, що в узагальненому вигляді описують вплив цілого ряду 

важливих фізичних чинників внутрішньої кінетики переносу, головними серед яких є 

вплив нестаціонарних умов системи n - інтерфейсних взаємодій на масообмінних 

межах середовищ. Це дозволяє моделювати концентраційні профілі адсорбтиву в 

макро- та мікропорах, здійснювати комплексний аналіз внутрішньої кінетики 

масопереносу як на макрорівні, так і на рівні нанопорів частинок адсорбентів, 

проектувати оптимальні технологічні схеми адсорбційного масопереносу для 

багатоскладових середовищ з різними фізико-хімічними характеристиками. 

Аналітичний розв’язок моделі та ефективні рекурентні алґоритми побудови матриць 

функцій впливу крайової задачі масопереносу дозволяють формулювати та 

розв’язувати зворотні задачі масопереносу - визначення кінетичних параметрів за 

експериментальними розподілами. Це дає можливість здійснювати перевірки на 

адекватність параметрів моделювання і фізичного експерименту і є одним із 

визначальних і перспективних напрямків подальшого дослідження. 

The problem of mass transfer by diffusion in materials is described by systems of differential equations 

with boundary conditions and contact conditions. The exact analytical solution of adsorption mass transfer 

mathematical model for heterogeneous cylindrical adsorption media with symmetrical space end n-interface 

surfaces system end no stationary 2n+2-regims of mass exchange by the Fourier integral transforms and the 

method of Cauchy fundamental functions is executed. The new algorithms end calculation procedures for the 

fluid functions matrix construction of heterogeneous systems, of the boundary conditions end interface 

conditions system are introduced. 
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