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АНОТАЦIЯ

У конспектi лекцiй розглянуто основнi концепцiї та методи iдентифiкацiї
складних систем i об’єктiв. Викладено теоретичнi основи моделювання, ана-
лiзу та оцiнювання параметрiв динамiчних систем. Особливу увагу придiлено
сучасним пiдходам до iдентифiкацiї, таким як методи найменших квадратiв,
максимальної правдоподiбностi та нейромережевi технологiї.

Конспект лекцiй призначений для здобувачiв третього (освiтньо-
наукового) рiвня вищої освiти, якi навчаються за освiтньо-науковою програмою
«Iнженерiя програмного забезпечення». Вiн також буде корисним для аспiран-
тiв, науковцiв та iнженерiв, що спецiалiзуються в галузi системного аналiзу,
керування та обробки даних.

Ключовi слова: iдентифiкацiя систем, складнi системи, моделювання,
оцiнювання параметрiв, системний аналiз, нейроннi мережi.



ABSTRACT

The lecture notes cover the fundamental concepts and methods for the identi-
fication of complex systems and objects. The theoretical foundations of modeling,
analysis, and parameter estimation for dynamic systems are presented. Special attenti-
on is given to modern identification approaches, such as the least squares method,
maximum likelihood, and neural network technologies.

The lecture notes are intended for students of the third (educational and sci-
entific) level of higher education enrolled in the “Software Engineering” educational
and scientific program. It will also be useful for postgraduate students, researchers,
and engineers specializing in system analysis, control, and data processing.

Keywords: system identification, complex systems, modeling, parameter esti-
mation, system analysis, neural networks.
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Вступ

Цей курс присвячений вивченню методiв iдентифiкацiї складних систем та
об’єктiв. Iдентифiкацiя систем є ключовою дисциплiною в iнженерiї та нау-
кових дослiдженнях, що дозволяє створювати математичнi моделi динамiчних
процесiв на основi експериментальних даних.

Сучасний свiт характеризується стрiмким розвитком технологiй, зроста-
нням складностi технiчних, соцiальних, бiологiчних та екологiчних систем. Мо-
делювання та iдентифiкацiя систем є фундаментальними iнструментами для
аналiзу, синтезу та управлiння об’єктами рiзної природи. Особливу увагу при-
дiляється питанням побудови адекватних моделей, що вiдображають реальнi
процеси, а також методам отримання iнформацiї про структуру та параметри
системи на основi експериментальних даних.

Важливою особливiстю сучасних дослiджень є фокус на складних си-
стемах, якi мають велику кiлькiсть взаємодiючих елементiв, нелiнiйнi зв’язки,
самоорганiзацiю, емерджентнiсть та адаптивнiсть. Складнi системи— це такi, в
яких поведiнка цiлого не зводиться до властивостей окремих частин, а виникає
з їх взаємодiї. Прикладами складних систем є бiологiчнi органiзми, екосистеми,
соцiальнi мережi, економiчнi ринки, технiчнi комплекси.

Iдентифiкацiя складних систем вимагає використання сучасних матема-
тичних методiв, алгоритмiв машинного навчання, статистичних пiдходiв та
комп’ютерного моделювання. Особливу роль вiдiграють питання збору, обробки
та аналiзу великих обсягiв даних, а також розробка моделей, здатних врахову-
вати невизначенiсть, стохастичнiсть та багаторiвневу структуру об’єктiв.

Протягом курсу ми розглянемо:

• Основнi поняття теорiї систем та моделювання.

• Класичнi та сучаснi пiдходи до iдентифiкацiї.
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• Методи оцiнки параметрiв лiнiйних та нелiнiйних моделей.

• Практичнi аспекти планування експерименту та валiдацiї моделей.

• Особливостi моделювання та iдентифiкацiї складних систем.

• Приклади застосування методiв у рiзних галузях: технiка, бiологiя, еко-
номiка, соцiальнi науки.

Метою курсу є формування у здобувачiв PhD теоретичних знань та
практичних навичок, необхiдних для самостiйного проведення дослiджень,
пов’язаних з моделюванням та iдентифiкацiєю складних систем у рiзних пре-
дметних областях.

Слухачi отримають досвiд роботи з сучасними програмними засобами,
навчаться застосовувати математичнi та комп’ютернi методи для аналiзу реаль-
них об’єктiв, а також розвиватимуть навички критичного мислення, необхiднi
для вирiшення мiждисциплiнарних задач.

Завдяки iнтеграцiї теоретичних знань i практичних кейсiв, курс сприятиме
розвитку компетентностей у сферi системного аналiзу, моделювання, iдентифi-
кацiї та управлiння складними об’єктами.
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Роздiл 1

Предмет та задачi
iдентифiкацiї складних
систем

Мистецтво розшифровки реальностi

З чого все починається? Системи та моделi

Про що ми взагалi говоримо?

Уявiть, що ви натрапили на дивну чорну скриньку. Ви не знаєте, що в неї
всерединi, але у вас є кiлька кнопок, якi можна натискати, i екран, на якому
щось з’являється. Ви натискаєте червону кнопку (це ваш вхiд, або input) i
бачите, як на екранi з’являється цифра 5 (це вихiд, або output). Ви натискаєте
її знову — з’являється 10. Натискаєте синю кнопку — бачите 3. Що, в бiса,
вiдбувається всерединi?

Ось це i є фундаментальна гра, в яку грають наука та iнженерiя. Ми маємо
справу зi свiтом, повним таких «чорних скриньок». Деякi з них — це планети,
що обертаються навколо Сонця, iншi— хiмiчнi реактори, економiка країни, або
навiть звичайний тостер на вашiй кухнi.
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Об’єкт o

цеглинка реальностi

Система S

o1
o2

o3

вхiд u

вихiд y

Рис. 1.1: Схематичне зображення об’єкта та системи: взаємодiя елементiв, вхiд
та вихiд.

Коли ми говоримо про об’єкт, ми маємо на увазi якусь «рiч», яку ми
можемо спостерiгати. А коли кiлька таких речей взаємодiють разом, щоб робити
щось цiкаве, ми називаємо це системою. Автомобiль—це система. Його двигун
— це пiдсистема, а поршень у двигунi — це об’єкт. Система— це щось бiльше,
нiж просто сума її частин. Ви не можете зрозумiти, як працює автомобiль,
дивлячись лише на купу його деталей, розкладених на пiдлозi [1]. Див. рис.1.1.

Навiщо взагалi потрiбнi моделi? Або чому карти кориснi

Навiщо нам заглядати всередину чорної скриньки? Бо ми хочемо зрозумiти її
правила. Ми хочемо створити модель — свого роду карту, що описує, як ця
скринька працює. Карта — це не територiя, але вона страшенно корисна, якщо
ви хочете кудись дiстатися. Так само i з моделями. Вони не є самою реальнiстю,
але вони дозволяють нам робити дивовижнi речi [2, 3].

• Зазирнути в майбутнє (Прогнозування): Якщо я буду тримати важiль
тостера натиснутим 30 секунд, наскiльки темним буде мiй тост? Модель
може дати вiдповiдь.

• Стати ляльководом (Керування): Як менi спроєктувати тостер, щоб
вiн завжди робив iдеальнi тости, незалежно вiд типу хлiба? Для цього
потрiбна модель його поведiнки.

• Грати в «а що, як. . . » без ризику (Симуляцiя): А що, як я пiдключу
тостер до розетки з iншою напругою? Чи не вибухне вiн? Краще спершу
перевiрити це на моделi!

• Розповiсти iсторiю (Пояснення):Модель розповiдає нам iсторiю про те,
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як працює тостер: струм тече по дроту, дрiт нагрiвається, тепло пiдсмажує
хлiб. Це допомагає нам зрозумiти суть процесу.

Велика детективна гра: Iдентифiкацiя систем

Отже, як нам розшифрувати правила нашої чорної скриньки? Цей процес i є
iдентифiкацiєю систем. Це робота детектива. У нас є докази—данi про те, що
ми подавали на вхiд i що отримували на виходi, — i ми намагаємося вiдновити
картину «злочину», тобто зрозумiти внутрiшнi закони системи. Див. рис.1.2.

Формально, iдентифiкацiя системи—цепроцес побудовиматематичних
моделей динамiчних систем на основi експериментальних даних [4]. Це наукова
дiяльнiсть з виведення внутрiшнiх механiзмiв, зв’язкiв i принципiв функцiону-
вання системи, часто в умовах, коли все навколо шумить, заважає i намагається
нас заплутати.

Що ми
робимо
u(t)

Таємнича Система
(Справжнiй свiт)

Що ми
бачимо
y(t)

Наша Карта
(Математична

модель)

Докази (данi)

Наскiльки добра наша кар-
та?

Рис. 1.2: Процес iдентифiкацiї: як ми будуємо модель на основi даних про вхiд
та вихiд системи.

Наш детективний набiр: кроки iдентифiкацiї

Процес iдентифiкацiї — це не пряма дорога, а скорiше цикл, де ми постiй-
но повертаємося назад i вдосконалюємо свої iдеї. Ось основнi кроки нашого
розслiдування:
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1. Плануємо допит
(Планування експерименту)

2. Збираємо докази
(Збiр даних)

3. Вибираємо пiдозрюваного
(Вибiр структури моделi)

4. Допитуємо пiдозрюваного
(Оцiнка параметрiв)

Сходиться?

Справу розкрито!
(Модель готова)

Так

Нi, треба ще
подумати

Рис. 1.3: Етапи iдентифiкацiї системи: цикл планування, збору даних, вибору
моделi, оцiнки параметрiв та перевiрки.

Спектр знань: вiд «бiлої» до «чорної» скриньки

Коли ми вибираємо «пiдозрюваного» (структуру моделi), ми знаходимося десь
на спектрi мiж повним знанням i повним невiглаством.

• «Бiла скринька» (White-box):Ми— як годинникар, що знає, як працює
кожна шестерня. Ми знаємо всi фiзичнi закони, що керують системою
(наприклад, закони Ньютона для механiчної системи). Нам залишається
лише вимiряти точнi розмiри цих «шестерень» (параметри).

• «Чорна скринька» (Black-box):Ми поняття не маємо, що всерединi. Ми
простошукаємо будь-яку математичнуформулу, яка добре описує зв’язок
мiж входом i виходом. Це може бути полiном, нейронна мережа чи щось
iнше. Ми не питаємо «чому?», ми питаємо «що працює?».

• «Сiра скринька» (Grey-box): Це найцiкавiший i найпоширенiший випа-
док. У нас є певна iнсайдерська iнформацiя. Ми знаємо, що в тостерi є
нагрiвальний елемент i таймер, але ми не знаємо їхнiх точних характери-
стик. Це сумiш фiзики та детективної роботи з даними.
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Формулювання задачi

Давайте трохи формалiзуємо нашу детективну роботу.

1. Дано: У нас є докази — спостереження за входом u(t) та виходом y(t)

для моментiв часу t = 1, . . . , N .

2. Обрати клас моделей (пiдозрюваних): Наприклад, ми припускаємо, що
поточний вихiд залежить вiд попереднiх виходiв та входiв. Це модель
класу ARX (AutoRegressive with eXternal input):

y(t) + a1y(t− 1) + · · · = b1u(t− 1) + · · ·+ e(t) (1.1)

де e(t)— це непередбачуваний шум, «туман вiйни».

3. Визначити критерiй успiху: Як ми зрозумiємо, що наша модель добра?
Ми хочемо, щоб помилка мiж реальним виходом y(t) i тим, що прогнозує
наша модель ŷ(t|θ), була якомога меншою. Наприклад, мiнiмiзуємо суму
квадратiв помилок:

J(θ) =
N∑
t=1

(y(t)− ŷ(t|θ))2 → min
θ

(1.2)

4. Знайти найкращi параметри θ∗: Це i є «допит». Ми знаходимо такi
значення параметрiв θ = {a1, . . . , b1, . . . }, якi мiнiмiзують нашу функцiю
втрат.

Приклад даних для iдентифiкацiї

Осъ як можуть виглядати нашi «докази» — вхiдний сигнал, яким ми «штовхає-
мо» систему, i вихiдний, який ми спостерiгаємо.
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Рис. 1.4: Приклад експериментальних даних для iдентифiкацiї: вхiдний (суцiль-
на) та вихiдний (пунктирна) сигнали.

Коли все стає по-справжньому цiкавим:
свiт складних систем

Досi ми говорили про системи, якi, хоч i бувають заплутаними, але все ж по-
водяться бiльш-менш... пристойно. Годинник — складний, але не комплексний.
Це як швейцарський годинник: багато деталей, але їхня взаємодiя повнiстю пе-
редбачувана. Якщо ви знаєте, як працює кожна шестерня, ви знаєте, як працює
годинник.

Але що, як ми подивимося на зграю птахiв? Або на мурашник? Або на
фондовий ринок? Тут починається справжня магiя. Це — складнi системи
(complex systems). I вони грають за зовсiм iншими правилами [5].

Уявiть собi, що ви намагаєтеся змоделювати дорожнiй затор. Ви можете
iдеально описати кожен автомобiль: його швидкiсть, потужнiсть двигуна, час
реакцiї водiя. Але чи допоможе це вам передбачити, де i коли виникне затор?
Не зовсiм. Затор — це не властивiсть одного автомобiля. Це щось, що виникає
iз взаємодiї багатьох автомобiлiв.

Ключовi iдеї складних систем

Складнi системи мають кiлька дивовижних властивостей, якi змушують нас
думати iнакше.
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• Емерджентнiсть (Emergence): Це коли цiле стає чимось бiльшим, нiж
просто сума його частин. Жодна окрема мураха не знає, як побудувати
мурашник, але разом вони створюють дивовижнi архiтектурнi споруди.
Жоден окремий нейрон у вашому мозку не має свiдомостi, але разом
вони створюють... вас! Емерджентнiсть — це коли з простих локальних
правил народжується складна глобальна поведiнка. Це магiя, що виникає
з натовпу.

• Самоорганiзацiя (Self-organization): Хто керує зграєю птахiв? Хто каже
їм, куди повертати? Вiдповiдь: нiхто. Немає головного птаха-командира.
Порядок виникає сам по собi, iз простих правил, яких дотримується ко-
жен птах (наприклад: «не врiзайся в сусiда», «лети приблизно в тому ж
напрямку, що й сусiди»). Це i є самоорганiзацiя — порядок iз хаосу без
центрального контролю.

• Нелiнiйнiсть (Nonlinearity): У простих системах, якщо ви штовхнете
щось вдвiчi сильнiше, воно i поїде вдвiчi далi. У складних системах все
не так. Маленький поштовх може не викликати жодного ефекту... а може
спричинити лавину. Одна снiжинка може скотитися з гори без наслiдкiв,
а може запустити величезну лавину. Це ефект метелика. У таких систе-
мах причина i наслiдок не завжди пропорцiйнi, що робить довгострокове
прогнозування майже неможливим.

• Зворотнi зв’язки (Feedback Loops): Елементи в складнiй системi по-
стiйно впливають один на одного. Уявiть собi мiкрофон бiля динамiка.
Звук з динамiка потрапляє в мiкрофон, пiдсилюється, знову виходить з
динамiка, i так по колу, доки не почуєте оглушливий писк. Це позитивний
зворотний зв’язок — вiн пiдсилює сам себе. А є негативний зворотний
зв’язок, як у термостата: стало занадто спекотно — вiн вимкнув опален-
ня; стало холодно — увiмкнув. Вiн стабiлiзує систему. Складнi системи
сповненi таких петель, якi роблять їхню поведiнку ще бiльш заплутаною
та цiкавою.

Моделювання таких систем вимагає зовсiм iнших iнструментiв. Замiсть
того, щоб писати одне велике рiвняння для всiєї системи, ми часто створюємо
«агентiв» (наприклад, модель одного птаха чи автомобiля) i задаємо їм простi
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Непередбачувана
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Рис. 1.5: Рiзниця мiж простою (або ускладненою) та складною системою.

правила взаємодiї. А потiм ми запускаємо симуляцiю i з подивом спостерiга-
ємо, яка дивовижна поведiнка виникає з цього «цифрового мурашника». Це
називається агент-орiєнтованим моделюванням.

Пiдсумок: Чому складнiсть важлива?

Уявiть собi свiт, де все складається з безлiчi взаємодiючих частин— вiд клiтин
у вашому тiлi до людей у мiстi, вiд атомiв у хмарi до комп’ютерiв в iнтернетi.
Складнi системи — це саме такi свiти, де простi правила на локальному рiвнi
породжують дивовижну, несподiвану поведiнку на глобальному рiвнi [6].

Взаємодiї: У складних системах компоненти постiйно взаємодiють мiж
собою та з середовищем. Це як розмова у великiй компанiї — кожен впливає на
всiх, i навiть невелика змiна може породити нову хвилю подiй.

Емерджентнiсть: «Цiле — бiльше, нiж сума частин». Жодна окрема клi-
тина не знає, як виглядає органiзм, але разом вони створюють життя. Так само,
з простих взаємодiй виникають торнадо, свiдомiсть, економiчнi кризи.

Динамiка i хаос: Складнi системи змiнюються з часом, часто непередба-
чувано. Маленька змiна може призвести до великих наслiдкiв (ефект метелика).
Двi майже однаковi системи можуть швидко стати зовсiм рiзними.

Самоорганiзацiя: Порядок може виникати без диригента. Зграя птахiв,
мурашник, мiсто — все це приклади самоорганiзацiї, коли глобальна структура
виникає з локальних взаємодiй.

Адаптацiя: Складнi системи здатнi вчитися, змiнюватися, пристосовува-
тися до нових умов. Вони можуть бути стiйкими до змiн, а iнодi навiть ставати
кращими пiсля потрясiнь.
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Мiждисциплiнарнiсть:Складнiсть—це не лише про фiзику чи бiологiю.
Це про все: економiку, соцiальнi мережi, екологiю, технологiї. Скрiзь, де багато
взаємодiй, виникає складнiсть.

Методи: Щоб зрозумiти складнi системи, нам потрiбнi новi iнструменти
— моделювання, симуляцiї, аналiз даних. Комп’ютери допомагають нам бачити
те, що не видно неозброєним оком.

«В наступному столiттi наука про складнiсть стане ключовою»
— Stephen Hawking

Висновок: Складнiсть — це не проблема, а джерело краси, творчостi
та несподiванок у свiтi. Вивчаючи складнi системи, ми краще розумiємо себе,
природу i суспiльство.

Джерело: https://complexityexplained.github.io/

Контрольнi запитання

1. Що таке «система» та «об’єкт»? Наведiть приклад системи та пояснiть,
чому її не можна звести до суми її частин.

2. Пояснiть метафору «чорної скриньки». Чому вона є центральною для
iдентифiкацiї систем?

3. Назвiть та коротко опишiть чотири основнi причини, чому моделi є кори-
сними в науцi та iнженерiї.

4. Що таке iдентифiкацiя систем? Опишiть її як «детективну гру».

5. Перелiчiть та пояснiть основнi етапи циклу iдентифiкацiї системи. Чому
це iтеративний процес?

6. У чому полягає рiзниця мiжмоделями «бiлої», «сiрої» та «чорної» скринь-
ки? Наведiть приклад для кожного типу.

7. Якi ключовi елементи входять до формальної постановки задачi iденти-
фiкацiї?
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8. Чим вiдрiзняється складна (complex) система вiд ускладненої (compli-
cated)? Наведiть приклад обох.

9. Що таке емерджентнiсть? Наведiть приклад емерджентної поведiнки, що
виникає з простих локальних правил.

10. Пояснiть концепцiю самоорганiзацiї. Хто керує зграєюптахiв або колонiєю
мурах?

11. Що означає нелiнiйнiсть у контекстi складних систем? Як це пов’язано з
«ефектом метелика»?

12. Пояснiть роль позитивних та негативних зворотних зв’язкiв у системах.
Наведiть приклад для кожного типу.
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Роздiл 2

Принципи iдентифiкацiї та
пiдготовка даних

Мистецтво не обдурити себе: як обрати правильну модель?

Детектив у лабiринтi дзеркал:
проблема перенавчання

Уявiть, що ви — детектив, який розслiдує справу. Ви зiбрали купу доказiв:
вiдбитки пальцiв, свiдчення свiдкiв, записи з камер. Тепер вам потрiбно скласти
з цього цiлiсну картину. Чому ми взагалi цим займаємось? Як влучно зауважив
Джошуа Епштейн, ми будуємо моделi не лише для прогнозування, а й для того,
щоб пояснити свiт, структурувати наше мислення та зрозумiти, що ми знаємо,
а чого — нi [2].

Ви можете створити дуже просту теорiю. Наприклад: «Злочин скоїв дво-
рецький». Ця версiя проста, зрозумiла, але iгнорує купу доказiв, якi їй супе-
речать. Вона, скорiш за все, помилкова, бо надто спрощена. У нашому свiтi
це називається недонавчання (underfitting) або високе змiщення (bias). Ваша
модель настiльки упереджена своєю простотою, що не бачить реальностi.

Але є й iнша крайнiсть. Ви можете створити неймовiрно складну теорiю,
яка пояснює абсолютно кожну дрiбницю. «Дворецький — це лише прикриття
для мiжнародної змови за участю iлюмiнатiв, якi залишили на мiсцi злочину
таємне послання у виглядi пташиного послiду, а те, що свiдок чхнув о 14:32,
було насправдi секретним сигналом». Така теорiя iдеально «пасує» до всiх зi-
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браних фактiв, навiть до випадкових i неважливих. Але чи повiрите ви в неї? Чи
допоможе вона розкрити наступний злочин? Навряд чи.

Це i є перенавчання (overfitting). Ви настiльки сильно вчепилися в де-
талi наявних даних, що прийняли випадковий «шум» за закономiрнiсть. Ваша
модель iдеально описує минуле, але абсолютно безпорадна у прогнозуваннi май-
бутнього. Вона втратила зв’язок iз реальнiстю i живе у свiтi власних фантазiй.

Вхiд

Ви
хi
д

Приклад недонавчання, оптимальної моделi та перенавчання

Данi
Недонавчання (Underfitting)

Оптимальна модель
Перенавчання (Overfitting)

Рис. 2.1: Вiзуалiзацiя проблеми вибору моделi. Червона лiнiя — занадто про-
ста модель. Зелена — оптимальна. Помаранчева — iдеально проходить через
навчальнi точки, але, ймовiрно, покаже поганий результат на нових, невидимих
даних.

На iлюстрацiї 2.1 ми бачимо три спроби описати набiр даних. Пряма чер-
вона лiнiя — це приклад недонавчання. Вона занадто проста i не враховує
загальну тенденцiю в даних, тому її помилка буде великою. Помаранчева лi-
нiя, навпаки, є прикладом перенавчання. Вона iдеально проходить через кожну
точку даних, нiби намагаючись пояснити кожне випадкове вiдхилення. Така мо-
дель, ймовiрно, зазнає краху при спробi спрогнозувати новi данi, оскiльки вона
вивчила шум, а не справжню залежнiсть.

Зелена лiнiя представляє золоту середину. Вона вловлює основну стру-
ктуру даних, iгноруючи при цьому незначний шум. Це i є мета iдентифiкацiї
— знайти модель, яка не є анi надто простою, анi надто складною. Цей баланс
є ключовим для створення моделей, якi є не тiльки точними, але й надiйними,
тобто здатними до узагальнення.
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Цей танець мiж простотою та складнiстю—фундаментальна дилема, вiдо-
ма яккомпромiсмiж змiщеннямтадисперсiєю (Bias-VarianceTradeoff). Про-
ста модель має велике змiщення (вона систематично помиляється), але низьку
дисперсiю (вона стiйка до шуму в даних). Складна модель, навпаки, має низьке
змiщення, але високу дисперсiю — вона реагує на будь-який чих у даних, нiби
це важливий сигнал.

Складнiсть вашої теорiї (моделi)

П
ом

ил
ка

Компромiс мiж змiщенням та дисперсiєю

Помилка через змiщення (Bias)
Помилка через дисперсiю (Variance)

Загальна помилка

Рис. 2.2: Золота середина детектива: занадто проста модель iгнорує факти (ви-
сокий bias), занадто складна — вигадує їх (висока variance). Iстина десь посе-
рединi.

На графiку 2.2 показано, як цi двi помилки — через змiщення та через
дисперсiю — взаємодiють. Коли ми збiльшуємо складнiсть моделi, помилка че-
рез змiщення (червона лiнiя) падає, оскiльки модель стає гнучкiшою i краще
вiдповiдає даним. Однак, починаючи з певного моменту, помилка через диспер-
сiю (синя лiнiя) починає стрiмко зростати. Це означає, що модель стає занадто
чутливою до шуму в навчальних даних.

Загальна помилка (чорна лiнiя) є сумою цих двох помилок. Наше завдання
— знайти «долину» на цьому графiку, тобто оптимальну складнiсть моделi,
де загальна помилка є мiнiмальною. Це i є точка, де ми досягли найкращого
компромiсу мiж точнiстю опису наявних даних i здатнiстю до узагальнення для
майбутнiх, ще не бачених даних. Саме тут знаходиться модель, яка є «достатньо
хорошою», не будучи при цьому нi наївно простою, нi параноїдально складною.
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Отже, наша перша заповiдь:шукай найпростiше пояснення, яке все ще
працює. Це принцип, вiдомий як «лезо Оккама». Якщо у вас є двi теорiї, якi
однаково добре пояснюють факти, обирайте ту, що простiша. Чому? Бо простi
моделi легше зрозумiти, вони стiйкiшi i, що найголовнiше, краще узагальнюють
— тобто краще прогнозують майбутнє.

Як оцiнити «пiдозрюваного»? Критерiї якостi

Добре, ми хочемо просту, але точну модель. Але як нам вимiряти, наскiльки
вона «точна»? Нам потрiбен спосiб оцiнювати наших «пiдозрюваних» (моделi)
об’єктивно. Найпростiший спосiб—подивитися, наскiльки сильно наша модель
помиляється. Ми беремо реальнi данi про вихiд системи y(t) i порiвнюємо їх
з тим, що напрогнозувала наша модель ŷ(t). Рiзниця мiж ними — це помилка
e(t) = y(t)− ŷ(t).

y(k)

ŷ(k|θ)

e(k) = y(k)− ŷ(k|θ) J(θ)

Реальний вихiд

Вихiд моделi

Помилка Критерiй якостi

Рис. 2.3: Схема формування критерiю якостi моделi. Помилка e(k) є рiзницею
мiж реальним виходом системи y(k) та прогнозом моделi ŷ(k|θ). На основi цiєї
помилки розраховується критерiй якостi J(θ).

Ця схема на рис. 2.3 iлюструє фундаментальну iдею. Ми порiвнюємо те,
що система зробила насправдi (y(k)), з тим, що, за нашими розрахунками, вона
мала б зробити (ŷ(k|θ)). Рiзниця мiж цими двома величинами — це помилка,
або нев’язка, e(k). Ця помилка є мiрою нашого невiгластва. Якби наша модель
була iдеальною, ця помилка дорiвнювала б нулю.

Але одна помилка в один момент часу нам нi про що не говорить. Нам
потрiбна загальна оцiнка якостi моделi за весь час спостереження. Для цього
ми об’єднуємо всi цi маленькi помилки в один великий критерiй якостi J(θ).
Найпростiший i найпоширенiший спосiб зробити це — взяти середнє значення
квадратiв помилок.
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Щоб отримати загальну оцiнку, ми можемо взяти всi цi помилки, пiднести
кожну до квадрату (щоб позбутися знакiв мiнус i сильнiше «штрафувати» за
великi помилки) i усереднити. Це називається середньоквадратична помилка
(MSE —Mean Squared Error).

MSE =
1

N

N∑
t=1

(y(t)− ŷ(t))2 (2.1)

Здається, все просто: чим менша MSE, тим краща модель. Але тут є пастка!
Складна модель, яка вивчила весь шум, матиме дуже низьку MSE на тих даних,
на яких ми її «тренували». Це як студент, що визубрив вiдповiдi на екзамена-
цiйнi бiлети, але не зрозумiв предмету.

Тому розумнi люди придумали хитрiшi критерiї, якi враховують не ли-
ше помилку, а й складнiсть моделi. Найвiдомiшi з них — це iнформацiйний
критерiй Акаiке (AIC) та Байєсiвський iнформацiйний критерiй (BIC). Цi
пiдходи, детально описанi в класичних роботах з iдентифiкацiї систем [3, 4],
працюють за таким принципом:

extCriterion = (Model error) + (Penalty for complexity) (2.2)

AIC = N ln(MSE) + 2p (2.3)

BIC = N ln(MSE) + p ln(N) (2.4)

Тут p — це кiлькiсть параметрiв у вашiй моделi (тобто її «складнiсть»). Тепер,
якщо модель стає складнiшою (зростає p), вона отримує «штраф». Це змушує
нас шукати баланс: ми хочемо модель, яка добре пояснює данi, але не є надто
заплутаною. Це як обирати iнструмент: можна забити цвях мiкроскопом, але
молоток простiший i ефективнiший.

Пiдготовка допиту:
планування експерименту та данi

Найкраща модель у свiтi буде марною, якщо вона побудована на поганих даних.
Цефундаментальний принцип: «смiття на входi—смiття на виходi» (Garbage
In, Garbage Out). Тому, перш нiж кидатися в бiй, детектив повинен ретельно
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пiдготуватися.

Як «допитувати» систему?

Щоб зрозумiти, як працює чорна скринька, її треба правильно «поштовхати».
Сигнал, який ми подаємо на вхiд системи, має бути достатньо iнформативним.

• Ступiнчаста дiя (Step input): Це найпростiше — просто увiмкнути щось
i дивитися. Це як один раз натиснути на кнопку. Ми побачимо реакцiю,
але цього може бути недостатньо, щоб розкрити всi таємницi системи.

• Псевдовипадкова послiдовнiсть (PRBS): Це набагато цiкавiше. Уявiть,
що ви хаотично, але за певним планом, клацаєте перемикачем мiж «увi-
мкнено» i «вимкнено». Такий сигнал «торсає» систему на рiзних частотах
i змушує її розкрити набагато бiльше своїх секретiв. Це найпопулярнiший
iнструмент для «допиту» систем.

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
−A

A

Час, k

А
мп

лi
ту
да

Приклад псевдовипадкової бiнарної послiдовностi (PRBS)

Рис. 2.4: PRBS-сигнал, що перемикається мiж двома рiвнями (A та −A) у псев-
довипадковому порядку. Такий сигнал забезпечує хороше збудження системи у
широкому дiапазонi частот.

Правильно спланований експеримент є ключем до успiшної iдентифiкацiї.
Якщо ми хочемо зрозумiти, як система реагує на рiзнi впливи, ми повиннi
подати на її вхiд сигнал, який є достатньо «багатим» i «збуджуючим». Простий
ступiнчастий сигнал може розкрити лише базовi характеристики, такi як час
наростання та статичне пiдсилення. Однак для повного розумiння динамiки
системи цього недостатньо.
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Сигнал типу псевдовипадкової бiнарної послiдовностi (PRBS), показаний
на рис. 2.4, є набагато кращим iнструментом для «допиту» системи. Вiн ви-
падково перемикається мiж двома рiвнями, що дозволяє збуджувати систему
в широкому дiапазонi частот. Це схоже на те, як лiкар стукає молоточком по
рiзних частинах тiла, щоб перевiрити рефлекси. Кожен «удар» PRBS-сигналу
дає нам нову iнформацiю про внутрiшню будову нашої «чорної скриньки».

Прибирання на мiсцi злочину: обробка даних

Коли ми зiбрали данi, вони рiдко бувають iдеальними. Перш нiж будувати мо-
дель, їх треба «причесати».

• Подивiться на данi! Перший крок — завжди будувати графiки. Це допо-
може побачити дивнi речi: тренди, викиди, перiодичнi коливання.

• Видаленнятренду:Якщотемпература в кiмнатi повiльно зростала пiд час
експерименту, це може вплинути на вимiрювання. Цей повiльний дрейф,
або тренд, не є частиною динамiки системи, i його треба видалити.

• Обробка викидiв (outliers): Iнодi в даних з’являються абсолютно ди-
кi значення — наприклад, через збiй датчика. Такi «аномалiї» можуть
сильно спотворити нашу модель. Їх потрiбно знайти i акуратно обробити
(видалити або замiнити).

• Фiльтрацiя: Якщо данi дуже «шумнi», ми можемо трохи згладити їх за
допомогою фiльтра, щоб краще побачити основний сигнал. Але тут треба
бути обережним, щоб разом iз шумом не видалити i корисну iнформацiю.

Туман вiйни: що робити з шумом?

У реальному свiтi нашi вимiрювання нiколи не бувають iдеальними. Завжди є
якийсь «туман» — випадковi коливання, перешкоди, неточностi. Ми називаємо
цешумом. Iгнорувати його—все однощовести розслiдування в туманi, вдаючи,
що його не iснує.

Найпростiший вид шуму— це «бiлий шум». Уявiть собi тихий шиплячий
звук радiо, коли воно не налаштоване на жодну станцiю. Цей шум абсолютно
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випадковий i непередбачуваний. Його значення в будь-який момент часу не за-
лежить вiд попереднiх. Це найпростiший випадок, i багато методiв iдентифiкацiї
розрахованi саме на нього.

Але часто шум буває хитрiшим. Наприклад, вiн може бути корельова-
ним (кольоровим). Це якби в радiоефiрi, крiм шипiння, був присутнiй тихий,
монотонний гул. Цей гул має структуру. Його значення зараз залежить вiд того,
яким воно було секунду тому. Такий шум може виникати через iнерцiйнiсть
датчикiв, повiльнi змiни температури в лабораторiї або перiодичнi перешкоди
вiд електромережi.

Якщо ми проiгноруємо такий «кольоровий» шум i будемо вважати його
бiлим, наша модель може почати «вбирати» в себе структуру цьогошуму, вважа-
ючи його частиною поведiнки системи. Це призведе до спотворених, змiщених
оцiнок параметрiв. Щоб цього уникнути, нам потрiбно моделювати не лише са-
му систему, а й шум! Це призводить до бiльш просунутих моделей (ARMAX,
Box-Jenkins), якi мають окремий блок для опису «туману вiйни».

w(k) H(q) e(k)
Бiлий шум Корельований шум

Рис. 2.5: Модель корельованого шуму. Випадковий бiлий шум w(k) проходить
через деякий уявний фiльтр H(q) i перетворюється на корельований (кольоро-
вий) шум e(k), який i впливає на нашi вимiрювання.

Нарештi, ми повиннi поговорити про «туман вiйни»—шум.Жоднi реальнi
вимiрювання не є iдеальними. Завжди присутнi випадковi флуктуацiї, якi не є
частиною поведiнки самої системи. Найпростiший типшуму—це «бiлий шум»,
який є абсолютно непередбачуваним. Однак у багатьох випадках шум має певну
структуру, тобто є корельованим або «кольоровим».

На рис. 2.5 показано, як можна уявити собi такий корельований шум. Ми
можемо думати про нього як про результат проходження iдеального бiлого шу-
муw(k) через деякий невiдомий намфiльтрH(q). Цей фiльтр i надає шуму його
«колiр» та структуру. Iгнорування цiєї структури може призвести до системати-
чних помилок в оцiнках параметрiв моделi, оскiльки алгоритм може помилково
прийняти властивостi шуму за властивостi самої системи. Тому для отримання
точних результатiв часто необхiдно моделювати не тiльки динамiку системи,
але i властивостi шуму, що на неї дiє.
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Висновки: Заповiдi хорошого детектива

1. Не обманюй себе: Завжди пам’ятай про ризик перенавчання. Найскла-
днiша теорiя — не завжди найкраща. Шукай баланс мiж простотою i
точнiстю. (Лезо Оккама)

2. Використовуй об’єктивнi критерiї: Не довiряй лише iнтуїцiї. Викори-
стовуй критерiї, як-от AIC або BIC, щоб порiвнювати моделi, враховуючи
їхню складнiсть.

3. Поважай шум: Шум — це не просто перешкода, це частина реальностi.
Зрозумiй його природу, i ти отримаєш набагато кращi результати.

4. Данi — це все: Якiсть твоєї моделi нiколи не перевищить якостi твоїх
даних. Ретельно плануй експеримент i готуй данi.

I наостанок, пам’ятайте знамениту цитату статистика Джорджа Бокса:

«Всi моделi неправильнi, але деякi з них кориснi» [7].

Наша мета— не знайти абсолютну iстину, а створити корисну карту реальностi.
I мистецтво полягає в тому, щоб не заблукати, слiдуючи цiй картi.

Контрольнi запитання

1. Пояснiть на прикладi «детектива» рiзницю мiж недонавчанням (underfitti-
ng) та перенавчанням (overfitting).

2. Що таке компромiс мiж змiщенням та дисперсiєю (Bias-Variance Tradeoff)?
Як вiн пов’язаний зi складнiстю моделi?

3. Сформулюйте принцип «леза Оккама» в контекстi iдентифiкацiї систем.
Чому простiшi моделi часто є кращими?

4. Як розраховується середньоквадратична помилка (MSE)? Чому мiнiмiза-
цiя лише MSE може призвести до перенавчання?

5. Як iнформацiйнi критерiї, такi як AIC та BIC, допомагають уникнути
перенавчання? У чому їхня основна iдея?
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6. Чому планування експерименту є критично важливим для iдентифiкацiї?
Порiвняйте iнформативнiсть ступiнчастої дiї та PRBS-сигналу.

7. Назвiть та коротко опишiть три основнi етапи попередньої обробки даних
перед iдентифiкацiєю.

8. Що таке «смiття на входi — смiття на виходi» (Garbage In, Garbage Out) i
як цей принцип стосується збору даних?

9. У чому рiзниця мiж «бiлим» та «кольоровим» (корельованим) шумом?

10. Чому iгнорування корельованого шуму може призвести до змiщених (не-
правильних) оцiнок параметрiв моделi?

11. Пояснiть вiдомий вислiв Джорджа Бокса: «Всi моделi неправильнi, але
деякi з них кориснi».

12. Якi чотири «заповiдi хорошого детектива» можна вивести з принципiв
iдентифiкацiї систем?

28



Роздiл 3

Моделi динамiчних систем

Вiд класичних моделей до вiдкриття законiв: Iнструментарiй
iдентифiкацiї

Зоопарк моделей: Як класифiкувати те, що ми
бачимо?

Першнiж почати полювання, мисливець повинен знати, на якого звiра вiн полює.
Чи це швидкий i непередбачуваний гепард, чи повiльний, але могутнiй слон? У
свiтi iдентифiкацiї систем нашим «звiром» є модель, i їх iснує цiлий зоопарк.
Нерозумiння їхнiх вiдмiнностей — це прямий шлях до того, щоб намагатися
зловити метелика сiткою для ведмедiв. Давайте наведемо лад у цьому звiринцi.

Моделi можна класифiкувати за кiлькома ключовими ознаками, як пока-
зано на рис. 3.1.

Моделi
систем

За лiнiйнiстю

Лiнiйнi Нелiнiйнi

За часом

Неперервнi Дискретнi

Рис. 3.1: Основнi осi класифiкацiї динамiчних моделей.

• Лiнiйнi vs. Нелiнiйнi.Це, мабуть, найважливiший подiл.Лiнiйна модель
— це свiт, де все просто i пропорцiйно. Нелiнiйнi моделi — це реальний
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свiт у всiй його складностi.

• Неперервний час vs. Дискретний час. Оскiльки нашi комп’ютери пра-
цюють у дискретному часi, бiльшiсть сучасної iдентифiкацiї вiдбувається
саме в цьому свiтi.

• Стацiонарнi vs. Нестацiонарнi. Чи залишаються закони, що керують си-
стемою, незмiнними в часi?

• Параметричнi vs. Непараметричнi. У параметричних методах ми за-
здалегiдь обираємо структуру моделi. У непараметричних— не робимо
жорстких припущень.

У цьому курсi ми почнемо з лiнiйних стацiонарних (LTI) дискретних
моделей, бо це «золотий стандарт», що пропонує найкращий компромiс мiж
простотою та адекватнiстю для багатьох задач.

Робоча конячка iдентифiкацiї: Модель ARX

Серед усього розмаїття лiнiйних моделей є одна, що стоїть окремо завдяки своїй
простотi та фундаментальностi. Це модель ARX (AutoRegressive with eXternal
input).

Математично це записується так:

y(t) + a1y(t− 1) + · · ·+ ana
y(t− na) =

b1u(t− nk) + . . .

+ bnb
u(t− nk − nb + 1) + e(t)

(3.1)

де ai, bj —параметри, na, nb —порядки моделi, nk —запiзнення, а e(t)—бiлий
шум. Використовуючи оператор зсуву назад q−1, це можна записати компактно:

A(q)y(t) = B(q)u(t− nk) + e(t) (3.2)

Вся магiя ARX полягає в тому, що задача знаходження параметрiв θ =

[a1, . . . , b1, . . . ]
T зводиться до простої лiнiйної регресiї ŷ(t|θ) = φT (t)θ, яка

має швидкий та унiкальний розв’язок методом найменших квадратiв.

• Переваги: Простота, швидкiсть, гарантований глобальний оптимум.
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• Недолiки: Головний недолiк — припущення про бiлий шум. Якщо реаль-
ний шум корельований, модель ARX дає змiщенi оцiнки, оскiльки нама-
гається одним i тим же знаменником A(q) описати i динамiку системи, i
структуру шуму.

Але що робити, якщо система складна, нелiнiйна, або ми не хочемо обме-
жувати себе структурою ARX? Тут починається найцiкавiше.

Полювання за законами природи:
як змусити данi говорити?

У попереднiй бесiдi ми були детективами, що обирають мiж готовими версiями
злочину. Тепер ми пiдемо далi. Замiсть того, щоб обирати з кiлькох пiдозрюва-
них, ми змусимо самi докази — данi — розповiсти нам, що сталося.

Уявiть собi величезну «бiблiотеку» всiх можливих фiзичних законiв.
Це нескiнченнi стелажi з математичними термiнами: полiноми (x, x2, . . . ), три-
гонометричнi функцiї (sin(x), cos(x), . . . ), тощо. Iдея, що лежить в основi су-
часних методiв, таких як SINDy (Sparse Identification of Nonlinear Dynamics)
[8], полягає в тому, що закони природи, як правило, простi (рiдкiснi). Вони
використовують лише декiлька «слiв» з цiєї величезної бiблiотеки.

Наша стратегiя:

1. Створюємо «словник» кандидатiв. Ми беремо нашi данi x(t) i будуємо
з них матрицю Θ(x), де кожен стовпець — це один iз можливих термiнiв
з нашої бiблiотеки (x, x2, sin(x), . . . ).

2. Шукаємо «найрiдкiснiше» пояснення. Ми шукаємо таку комбiнацiю
стовпцiв, яка найкраще описує похiдну ẋ, але використовує якомога мен-
ше термiнiв.

Це зводиться до розв’язання рiвняння ẋ = Θ(x)Ξ, де Ξ — вектор ко-
ефiцiєнтiв. Але ми шукаємо не будь-який розв’язок, а рiдкiсний (sparse), де
бiльшiсть коефiцiєнтiв дорiвнюють нулю. Для цього використовують методи
рiдкiсної регресiї, такi як послiдовне породове вiдсiкання або LASSO.
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Похiднi
ẋ

=

Бiблiотека
Θ(x) Коефiцiєнти

Ξ

ξ1 ̸= 0

0
0

ξk ̸= 0

ξp ̸= 0

...

...

Рис. 3.2: Схематичне представлення рiвняння SINDy. Ми шукаємо рiдкiсний
вектор коефiцiєнтiв Ξ.

Мистецтво бачити головне: зменшення розмiрностi

А що робити, якщо даних дуже багато, як при описi руху косяка риб? Вiдсте-
жувати кожну рибу — безглуздо. Потрiбно знайти головнi патерни руху. Це i є
iдея зменшення розмiрностi.

Найпотужнiшим iнструментом для цього є сингулярний розклад ма-
триць (SVD). SVD — це як рентген для даних. Вiн розкладає матрицю даних
X на три:X = UΣVT .

• U мiстить просторовi патерни (моди).

• Σ — дiагональна матриця з сингулярними числами, що показують «ва-
жливiсть» кожної моди.

• V описує, як цi моди змiнюються в часi.

Дуже часто виявляється, що лише кiлька перших сингулярних чисел є
великими, а решта — крихiтнi. Це означає, що вся складна динамiка може бути
описана лише кiлькома головними модами. Ми можемо вiдкинути решту (шум)
i працювати у просторi значно меншої розмiрностi.

Отже, наш сучасний робочий процес:

1. Збираємо данi зi складної системи.

2. Застосовуємо SVD, щоб знайти прихований простiр низької розмiрностi.
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3. Проектуємо данi на цей простий пiдпростiр.

4. Тiльки тепер застосовуємо SINDy, щоб знайти рiвняння в цих нових,
спрощених координатах.

Висновки: Вiд пiдгонки до вiдкриття

Ми пройшли шлях вiд класичних методiв до сучасних пiдходiв, що змiнюють
правила гри.

1. ARX — надiйний початок. Для багатьох лiнiйних систем модель ARX є
чудовою вiдправною точкою завдяки своїй простотi та швидкостi.

2. SINDy — крок до вiдкриття. Коли ми стикаємося з нелiнiйнiстю або
не хочемо обмежувати себе фiксованою структурою, методи на кшталт
SINDy дозволяють нам не просто пiдганяти параметри, а вiдкривати саму
структуру рiвнянь з даних.

3. SVD — наш мiкроскоп. Для складних, багатовимiрних систем SVD до-
зволяє вiдфiльтрувати шум i побачити приховану низькорозмiрну дина-
мiку, роблячи нерозв’язнi задачi доступними для аналiзу.

Це i є сучасне мистецтво iдентифiкацiї — володiти як класичними iн-
струментами для стандартних задач, так i потужними новими методами для
дослiдження незвiданих територiй складних систем.

Контрольнi запитання

1. Назвiть чотири основнi осi класифiкацiї динамiчних моделей.

2. Пояснiть структуру моделi ARX. Що означають компоненти AR та X у її
назвi?

3. Яка головна перевага моделi ARX, що робить її «робочою конячкою»
iдентифiкацiї?

4. У якiй ситуацiї модель ARX дає змiщенi (некоректнi) оцiнки параметрiв i
чому?
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5. Яка фундаментальна iдея лежить в основi методу SINDy? Пояснiть мета-
фору «бiблiотеки законiв» та принципу «рiдкiсностi».

6. Чим пiдхiд SINDy до моделювання вiдрiзняється вiд класичних параме-
тричних методiв, як-от ARX?

7. Для чого використовується метод сингулярного розкладу матриць (SVD)
при аналiзi складних систем?

8. Що представляють собою матрицi U, Σ та VT у розкладi SVD? Який
фiзичний сенс мають сингулярнi числа?

9. Як за допомогою сингулярних чисел можна вiдокремити значущу динамi-
ку системи вiд шуму?

10. Опишiть сучасний пiдхiд до iдентифiкацiї нелiнiйних систем, що поєднує
SVD та SINDy. З яких крокiв вiн складається?

11. Порiвняйте SINDy та ARX: який метод ви б обрали для простої лiнiйної
системи, а який — для дослiдження невiдомої нелiнiйної динамiки?

12. Пояснiть перехiд вiд «пiдгонки параметрiв» до «вiдкриття законiв» у су-
часнiй iдентифiкацiї систем.

34



Роздiл 4

Непараметрична
iдентифiкацiя

Полювання без карти: Як знайти структуру в хаосi даних

Коли структура невiдома: Навiгацiя за даними

Упопереднiй лекцiї ми озброїлися моделлюARX—надiйною, якшвейцарський
нiж, але все ж таки обмеженою у своїх можливостях. Ми припускали, що знаємо
структуру системи, i нам залишалося лише знайти параметри. Але що робити,
коли ми опинилися в диких джунглях, де правила невiдомi? Що, якщо система
нелiнiйна, її порядок незрозумiлий, а шум поводиться не так, як ми очiкували?

Намагатися пiдiгнати просту модель пiд складну систему — це все одно,
що намагатися пояснити квантову фiзику за допомогою законiв Ньютона. Ре-
зультат буде не просто неточним, а фундаментально хибним. Тут на сцену вихо-
дить непараметрична iдентифiкацiя — мистецтво слухати данi та дозволяти
їм самим розповiсти свою iсторiю, не нав’язуючи їм наших упереджень. Це не
пошук конкретних параметрiв, а скорiше розвiдка, що має на метi отримати
карту мiсцевостi перед тим, як планувати маршрут.

Основна iдея полягає в тому, щоб отримати вiзуальнi, графiчнi характе-
ристики системи, якi допоможуть нам зрозумiти її ключовi властивостi без
необхiдностi записувати єдине рiвняння.
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Перший погляд: Аналiз перехiдної характеристики

Найпростiший спосiб “пнути” систему i подивитися, що станеться — це пода-
ти на неї одиничний ступiнчастий сигнал (step input). Це еквiвалентно тому,
щоб раптово увiмкнути рубильник. Реакцiя системи на такий вплив називає-
ться перехiдною характеристикою (step response). Це один iз найпотужнiших
iнструментiв експрес-дiагностики.

K
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Tr
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90%
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Mp

t (час)

y
(t
)
(в
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Рис. 4.1: Аналiз типової перехiдної характеристики.

Дивлячись на графiк перехiдної характеристики (рис. 4.1), ми можемо
миттєво оцiнити:

• Статичний коефiцiєнт передачi (K): Це усталене значення виходу. Вiн
показує, наскiльки сильно вихiд реагує на вхiд у довгостроковiй перспе-
ктивi.

• Час запiзнення (τd): Скiльки часу проходить, перш нiж система взагалi
почне реагувати.

• Час наростання (Tr):Якшвидко система рухається вiд 10% до 90% свого
фiнального значення. Це показник її жвавостi.

• Час усталення (Ts): Час, пiсля якого вихiд залишається в межах невели-
кого вiдсотка (зазвичай 2-5%) вiд свого фiнального значення.

• Перерегулювання (Mp): Наскiльки сильно вихiд "проскакує"фiнальне
значення. Велике перерегулювання часто вказує на коливальну природу
системи та потенцiйну близькiсть до нестабiльностi.
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Аналiз перехiдної характеристики — це дешево, швидко i неймовiрно
iнформативно. Вiн не дасть нам точної моделi, але допоможе вiдповiсти на
ключовi питання: система швидка чи повiльна? Коливальна чи аперiодична? Чи
є значне запiзнення? Це перший крок до розумiння її "характеру".

Пошук зв’язкiв у часi: Кореляцiйний аналiз

Якщо перехiдна характеристика— це активний експеримент, то кореляцiйний
аналiз — це пасивне спостереження. Ми просто слухаємо вхiднi та вихiднi
сигнали i намагаємося знайти в них прихованi закономiрностi.

Взаємна кореляцiйна функцiя (ВКФ) мiж входом u(t) та виходом y(t)

показує, наскiльки вони схожi, якщо зсунути один вiдносно одного на час τ .

Ruy(τ) = E[u(t)y(t+ τ)] (4.1)

Ключова iдея полягає в тому, що якщо система має затримку τd, то вихiд буде
максимально схожий на вхiд, що був τd секунд тому. Тому пiк ВКФ часто вказує
на час затримки в системi.

−4 3 8

Максимум

Затримка
τd ≈ 3

Вхiд
u(t)

Вихiд
y(t)

τ (зсув)

Ruy(τ)

Рис. 4.2: Використання взаємної кореляцiйної функцiї для оцiнки затримки.

Крiм того, форма ВКФ може багато розповiсти про динамiку системи.
Якщо вона швидко згасає, система має коротку "пам’ять". Якщо вона коливає-
ться, це вказує на резонанснi частоти.
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Погляд крiзь призму частот: Спектральний аналiз

Часовий аналiз — це лише один бiк медалi. Iнший, не менш важливий — це
частотний аналiз. Iдея полягає в тому, щоб розкласти складнi сигнали на суму
простих синусоїд i подивитися, як система реагує на кожну з них. Це дозволяє
отримати амплiтудну та фазову частотнi характеристики (АЧХ та ФЧХ).

• АЧХ показує, як система пiдсилює або послаблює коливання на рiзних
частотах. Наприклад, автомобiльна пiдвiска повинна добре послаблювати
швидкi коливання (вiд нерiвностей дороги), але пропускати повiльнi (вiд
поворотiв).

• ФЧХ показує, наскiльки вихiдний сигнал запiзнюється вiдносно вхiдного
на кожнiй частотi.

Цi характеристики можна отримати за допомогою швидкого перетворе-
ння Фур’є (FFT) для вхiдного та вихiдного сигналiв:

Ĝ(jω) =
Y (jω)

U(jω)
(4.2)

де Y (jω) та U(jω)— це перетворення Фур’є вiд виходу та входу вiдповiдно.
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Рис. 4.3: Приклад дiаграми Боде (АЧХ та ФЧХ), що показує резонансний пiк.
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Спектральний аналiз особливо корисний для:

• Виявлення резонансiв:Пiки на АЧХ вказують на частоти, на яких систе-
ма особливо "любить"коливатися.

• Визначення смуги пропускання: Дiапазон частот, у якому система ефе-
ктивно працює.

• Оцiнки порядку системи: Швидкiсть спаду АЧХ на високих частотах
часто пов’язана з вiдносним порядком системи.

Вiдкриття законiв з даних: Sparse Identification of
Nonlinear Dynamics (SINDy)

Непараметричнi методи дають нам чудову картину "що вiдбувається але не "чо-
му". Вони не дають нам рiвнянь. А що, якби ми могли змусити данi самих
написати цi рiвняння?

Це здається фантастикою, але саме цю iдею реалiзує метод SINDy (Sparse
Identification of Nonlinear Dynamics), запропонований Стiвеном Брантоном та
Нейтаном Кутцем. Це революцiйний пiдхiд, що поєднує iдеї машинного навча-
ння та класичної динамiки.

Iдея генiальна у своїй простотi. Припустимо, ми маємо систему, що опи-
сується диференцiальним рiвнянням:

ẋ = f(x) (4.3)

Ми не знаємо, що таке f(x), але ми можемо вимiряти стан системи x(t) та його
похiдну ẋ(t) (наприклад, чисельно).

Далi ми робимо смiливе припущення: функцiя f(x) є розрiдженою
(sparse) у бiблiотецi можливих функцiй-кандидатiв. Тобто, вона складається
з дуже невеликої кiлькостi елементiв. Наприклад, рiвняння маятника θ̈ =

− g
L sin(θ) є розрiдженим у бiблiотецi {θ, θ2, θ3, sin(θ), cos(θ), . . . }.

Алгоритм SINDy виглядає так:

1. Збiр даних: Вимiрюємо часовi ряди стану системи x(t) та обчислюємо
похiднi ẋ(t).
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2. Побудова бiблiотеки: Створюємо величезну матрицю Θ(x) з функцiй-
кандидатiв. Це можуть бути полiноми, тригонометричнi функцiї, або будь-
що iнше, що пiдказує нам фiзична iнтуїцiя. Наприклад, для системи з
двома змiнними x1, x2, бiблiотека може виглядати так:

Θ(x) =
[
1 x1 x2 x21 x1x2 x22 sin(x1) . . .

]
(4.4)

3. Розв’язання регресiї: Тепер наша задача зводиться до лiнiйної системи:

Ẋ = Θ(X)Ξ (4.5)

де Ξ — матриця коефiцiєнтiв, що визначають, якi члени бiблiотеки вхо-
дять до рiвняння.

4. Магiя розрiдження: Замiсть звичайного методу найменших квадра-
тiв, ми використовуємо розрiджену регресiю (наприклад, LASSO), яка
"обнуляє"бiльшiсть коефiцiєнтiв у Ξ, залишаючи лише найважливiшi.

В результатi ми отримуємо не просто "чорну скриньку а просту, iнтерпре-
товану модель у виглядi диференцiального рiвняння, яке можна аналiзувати,
узагальнювати та використовувати для передбачення. SINDy автоматично зна-
ходить баланс мiж точнiстю та складнiстю, вiдкриваючи закони, що керують
системою, прямо з даних.

Це потужний зсув парадигми: вiд ручного моделювання, заснованого на
перших принципах, до автоматизованого вiдкриття моделей, керованого дани-
ми. I це саме те, що потрiбно для навiгацiї у свiтi складних систем, де нашi
iнтуїтивнi уявлення часто виявляються безсилими.

Контрольнi запитання

1. У чому полягає головна вiдмiннiсть непараметричної iдентифiкацiї вiд
параметричної? В якiй ситуацiї доцiльно використовувати непараметричнi
методи?

2. Що таке перехiдна характеристика системи i як її експериментально отри-
мати?
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3. Назвiть та пояснiтьщонайменше чотири ключовi показники, якi можна ви-
значити з аналiзу перехiдної характеристики (наприклад, час наростання,
перерегулювання).

4. Для чого використовується кореляцiйний аналiз в iдентифiкацiї систем?
Що може показати пiк взаємної кореляцiйної функцiї мiж входом та ви-
ходом?

5. Що таке амплiтудна (АЧХ) та фазова (ФЧХ) частотнi характеристики?
Яку iнформацiю про поведiнку системи вони надають?

6. Як за допомогою спектрального аналiзу (дiаграми Боде) можна виявити
резонанси в системi та визначити її смугу пропускання?

7. Яка основна iдея лежить в основi методу SINDy? Пояснiть поняття «роз-
рiдженостi» (sparsity) в контекстi диференцiальних рiвнянь.

8. Опишiть основнi кроки алгоритму SINDy. Яку роль у ньому вiдiграє «бi-
блiотека функцiй-кандидатiв»?

9. Чим розв’язання задачi регресiї в SINDy (з використанням, наприклад,
LASSO) вiдрiзняється вiд класичного методу найменших квадратiв i чому
це принципово важливо?

10. Який зсув парадигми в моделюваннi пропонує SINDy порiвняно з тради-
цiйними пiдходами, заснованими на перших принципах?

11. Порiвняйте iнформативнiсть аналiзу перехiдної характеристики та спе-
ктрального аналiзу. Чи доповнюють вони один одного?

12. Уявiть, що ви отримали данi з невiдомої системи. В якiй послiдовностi ви б
застосували непараметричнi методи, описанi в лекцiї, для її дослiдження?

41



Роздiл 5

Параметрична iдентифiкацiя
лiнiйних систем

Побудова моделей за допомогою регресiї та вибору

Вiд феноменологiї до механiзму: Пошук
фундаментальних законiв

У попереднiй лекцiї ми дiяли як натуралiсти, спостерiгаючи за поведiнкою си-
стеми здалеку. Ми каталогiзували її реакцiї, вимiрювали кореляцiї та аналiзува-
ли частотний спектр. Це був етапфеноменологiї — опису явищ. Ми отримали
вiдповiдь на питання "що вiдбувається?". Тепер наше завдання — здiйснити
стрибок вiд опису до пояснення, вiд феноменологiї до механiзму. Ми прагнемо
вiдповiсти на питання "чому це вiдбувається так, а не iнакше?".

Цей перехiд вимагає вiд нас побудови параметричної моделi — мате-
матичного апарату, що iнкапсулює гiпотезу про внутрiшню структуру системи.
Якщо непараметричнi методи давали нам карту мiсцевостi, то параметрична мо-
дель — це закони фiзики, що керують рухом на цiй мiсцевостi. Ми переходимо
вiд споглядання до конструювання.

Нарiжним каменем цього процесу є регресiя — потужний математичний
iнструмент для знаходження залежностей у даних. Iдея, що лежить в основi ме-
тоду SINDy, полягає в тому, що динамiку будь-якої системи, хоч би якою скла-
дною вона була, можна представити як лiнiйну комбiнацiю невеликої кiлькостi
базисних функцiй. Це припущення про розрiдженiсть (sparsity) є ключовим.
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Наше завдання — не просто знайти параметри, а знайти найпростiшу, найеко-
номнiшу модель, що адекватно описує данi. Це є втiленням принципу бритви
Оккама: "Не слiд множити сутностi без необхiдностi".

Лiнiйна регресiя: Абетка побудови моделей

Розглянемо фундаментальну задачу. Ми маємо набiр даних, що складається
з вхiдних векторiв (регресорiв) xk ∈ Rn та вiдповiдних їм вихiдних значень
(вiдгукiв) yk ∈ R. Ми хочемо знайти таку модель, яка б найкращим чином
пов’язувала входи з виходом. Найпростiша гiпотеза — це лiнiйна залежнiсть:

yk ≈ β1xk1 + β2xk2 + · · ·+ βnxkn (5.1)

де βj — невiдомi параметри, що визначають "вагу"кожного вхiдного фактора.
Для всього набору даних, що складається з m спостережень, цю систему

можна записати у матричнiй формi, яка є мовою сучасної науки про данi:

y = Xβ + ϵ (5.2)

де:

• y ∈ Rm — вектор-стовпець вимiряних виходiв.

• X ∈ Rm×n —матриця регресорiв (або матриця даних), де кожен рядок —
це окремий експеримент, а кожен стовпець— окремий фактор (регресор).

• β ∈ Rn — вектор невiдомих параметрiв, якi ми прагнемо знайти.

• ϵ ∈ Rm — вектор завад або похибок моделi, що вiдображає все, що наша
модель не враховує.

Це рiвняння є центральним. У контекстi iдентифiкацiї систем, матрицяX
може мiстити минулi значення входiв та виходiв (як у моделi ARX), а у контекстi
SINDy— значення нелiнiйних функцiй-кандидатiв. Задача залишається тiєю ж:
знайти вектор параметрiв β.
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Метод найменших квадратiв (МНК)

Як визначити "найкращий"вектор β? Класичний пiдхiд, запропонований Гаус-
сом, полягає у мiнiмiзацiї енергiї похибки, тобто суми квадратiв вiдхилень про-
гнозiв моделi вiд реальних даних. Ми шукаємо такий β, що мiнiмiзує норму-2
вектора похибок:

J(β) = ||ϵ||22 = ||y −Xβ||22 → min
β

(5.3)

Це задача опуклої оптимiзацiї, i її розв’язок, на щастя, має елегантну аналiти-
чну форму. Щоб його знайти, потрiбно взяти градiєнт функцiоналу J по β i
прирiвняти його до нуля:

∇βJ = −2XT (y −Xβ) = 0 (5.4)

Звiдси ми отримуємо систему так званих нормальних рiвнянь:

(XTX)β = XTy (5.5)

Якщо матриця XTX є невиродженою (тобто її стовпцi лiнiйно незалежнi), то
iснує єдиний розв’язок, який називається оцiнкою МНК:

β̂LS = (XTX)−1XTy (5.6)

Вираз X† = (XTX)−1XT називається псевдооберненою матрицею Мура-
Пенроуза. Геометрично, розв’язок МНК — це проєкцiя вектора даних y на
простiр, що натягнутий на стовпцi матрицiX.

Обмеження та виклики

Класичний МНК є потужним, але не всемогутнiм. Його ефективнiсть залежить
вiд низки припущень, якi в реальному свiтi часто порушуються:

1. Погано обумовленi матрицi. Якщо стовпцi матрицi X є майже лiнiйно
залежними (мультиколiнеарнiсть), матриця XTX стає погано обумовле-
ною. Це означає, що навiть невеликi шуми в даних y можуть призвести до
величезних змiн в оцiнцi β̂. Модель стає надзвичайно чутливою до шуму.

2. Надмiрна кiлькiсть регресорiв (n > m).Якщо кiлькiсть потенцiйних ре-
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гресорiв (наприклад, функцiй-кандидатiв у SINDy) перевищує кiлькiсть
спостережень, система (5.2) стає недовизначеною. Iснує нескiнченна кiль-
кiсть точних розв’язкiв, i МНК не може обрати один з них.

3. Вiдсутнiсть розрiдженостi.МНК знаходить "щiльний"розв’язок, де май-
же всi коефiцiєнти βj є ненульовими. Це суперечить нашому бажанню
знайти просту, iнтерпретовану модель. Ми отримуємо точнiсть за раху-
нок складностi та втрачаємо здатнiсть до узагальнення.

Цi проблеми особливо гостро постають при iдентифiкацiї складних нелiнiйних
систем, де ми створюємо величезнi бiблiотеки функцiй-кандидатiв. Нам потрi-
бнi iнструменти, що можуть впоратися з цими викликами.

Регуляризацiя: Введення апрiорних знань для
боротьби з перенавчанням

Iдея регуляризацiї полягає у модифiкацiї критерiю оптимiзацiї, додаючи до
нього штрафний член, який обмежує "складнiсть"моделi. Замiсть того, щоб
мiнiмiзувати лише помилку, ми мiнiмiзуємо комбiнацiю помилки та штрафу:

Jreg(β) = ||y −Xβ||22 + λP (β) (5.7)

де P (β)— це штрафна функцiя (регуляризатор), а λ ≥ 0— гiперпараметр, що
контролює баланс мiж точнiстю на даних та складнiстю моделi. Вибiр λ — це
мистецтво, що вимагає компромiсу.

Гребенева регресiя (Ridge, L2-регуляризацiя)

Один з найпоширенiших пiдходiв — це гребенева регресiя, яка використовує
L2-норму вектора параметрiв як штраф:

Jridge(β) = ||y −Xβ||22 + λ||β||22 (5.8)

45



Цей штраф не любить великих значень коефiцiєнтiв βj. Вiн "стягує"їх до нуля.
Розв’язок цiєї задачi також має аналiтичну форму:

β̂ridge = (XTX+ λI)−1XTy (5.9)

Додавання дiагонального члена λI робить матрицю гарантовано оберненою, на-
вiть якщоXTX була виродженою. Це вирiшує проблему поганої обумовленостi.
Однак, гребенева регресiя не обнуляє коефiцiєнти, а лише зменшує їх. Вона не
сприяє розрiдженостi.

LASSO (L1-регуляризацiя)

Щоб отримати розрiдженi моделi, нам потрiбен iнший тип штрафу. LASSO
(Least Absolute Shrinkage and Selection Operator) використовує L1-норму:

JLASSO(β) = ||y −Xβ||22 + λ||β||1 (5.10)

де ||β||1 =
∑

j |βj|. Через наявнiсть модуля, L1-норма не є диференцiйовною
в нулi, що створює "гострi кути"в поверхнi вартостi. Саме цi кути i змушують
оптимiзатор обнуляти багато коефiцiєнтiв βj. LASSO одночасно виконує двi
функцiї: регуляризацiю та вiдбiр ознак (feature selection).
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Гребенева регресiя (L2)

β1

β2

β̂LS

||β||22 ≤ t

β̂ridge

Розв’язок
на межi

LASSO (L1)

β1

β2

β̂LS

||β||1 ≤ t

β̂LASSO

Розв’язок у
кутi
(β1 = 0)

Рис. 5.1: Геометрична iнтерпретацiя регуляризацiї. Елiпси— це лiнiї рiвня фун-
кцiоналу помилки МНК. Областi, обмеженi синiм, — це областi обмежень для
L2 (коло) та L1 (ромб). Оптимальний розв’язок знаходиться в точцi дотику.
Для L1-регуляризацiї дотик часто вiдбувається на осi, що вiдповiдає обнуленню
одного з коефiцiєнтiв.

На вiдмiну вiд МНК та Ridge, LASSO не має простого аналiтичного
розв’язку i вимагає iтерацiйних алгоритмiв оптимiзацiї (наприклад, коорди-
натного спуску).

Алгоритми розрiдженої регресiї: Пошук голки в
копицi сiна

Саме здатнiсть LASSO до вiдбору ознак робить його iдеальним кандидатом
для реалiзацiї iдеї SINDy. Однак, LASSO має свої недолiки. Наприклад, вiн
може бути нестабiльним при високiй кореляцiї регресорiв. Тому були розробленi
бiльш просунутi алгоритми.

Один з найефективнiших пiдходiв для SINDy— це порогова послiдовна
регресiя (Sequentially Thresholded Least-Squares). Алгоритм працює iтератив-
но:

1. Крок 1: Оцiнка. Розв’язати звичайну задачу МНК для знаходження пов-
ного вектора коефiцiєнтiв β.
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2. Крок 2: Порiг. Визначити невеликi коефiцiєнти, якi, ймовiрно, є шумом.
Всi коефiцiєнти |βj|, що меншi за певний порiг λ, примусово обнуляються.

3. Крок 3: Повторення. Створити нову, зменшену задачу регресiї, викори-
стовуючи лише тi стовпцi матрицiX, що вiдповiдають ненульовим коефi-
цiєнтам. Повернутися до кроку 1 з цiєю новою задачею.

Цей процес повторюється, доки набiр активних коефiцiєнтiв не перестане змi-
нюватися. Цей алгоритм є жадiбним, але на практицi вiн демонструє надзви-
чайну ефективнiсть у знаходженнi розрiджених розв’язкiв, що лежать в основi
складних систем.

Вибiр моделi: Компромiс мiж точнiстю та
складнiстю

Ми зiткнулися з фундаментальною дилемою: як обрати правильну модель? Або,
в термiнах регуляризацiї, як обрати оптимальне значення гiперпараметра λ?

• Мале λ: Модель буде дуже точною на навчальних даних, але складною i,
ймовiрно, перенавченою. Вона добре пояснить минуле, але погано перед-
бачить майбутнє.

• Велике λ: Модель буде дуже простою (багато нульових коефiцiєнтiв),
але може бути недостатньо точною, втрачаючи важливi аспекти динамiки
(недонавчання).

Це класичний компромiс мiж змiщенням та дисперсiєю (bias-variance
tradeoff). Простi моделi мають високе змiщення (систематичну помилку), але
низьку дисперсiю (стабiльнiсть). Складнi моделi — навпаки.
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Оптимальна складнiсть

Недонавчання
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Дисперсiя (Variance)
Загальна помилка

Рис. 5.2: Компромiс мiж змiщенням та дисперсiєю. Сумарна помилка на нових
даних є мiнiмальною при оптимальнiй складностi моделi.

Для вирiшення цiєї дилеми iснують два основних пiдходи:

Перехресна валiдацiя (Cross-Validation)

Iдея перехресної валiдацiї проста i потужна: ми не повиннi оцiнювати якiсть
моделi на тих самих даних, на яких ми її навчали. Натомiсть, ми розбиваємо
нашi данi на двi частини: навчальну (training set) та тестову (validation/test set).

1. Для кожного можливого значення λ ми навчаємо модель на навчальнiй
вибiрцi.

2. Потiм ми оцiнюємо помилку цiєї моделi на тестовiй вибiрцi, яку модель
"не бачила".

3. Ми обираємо те значенняλ, яке дає найменшу помилку на тестових даних.

Цей пiдхiд iмiтує здатнiсть моделi до узагальнення на нових, невiдомих даних.

Iнформацiйнi критерiї

Альтернативний пiдхiд полягає у використаннi iнформацiйних критерiїв, якi
модифiкують функцiонал помилки, явно штрафуючи за кiлькiсть параметрiв у
моделi. Найвiдомiшi з них:

49



• Iнформацiйний критерiй Акаiке (AIC):

AIC = 2k − 2 ln(L̂) (5.11)

де k — кiлькiсть параметрiв, а L̂ — максимальне значення функцiї прав-
доподiбностi.

• Байєсiвський iнформацiйний критерiй (BIC):

BIC = k ln(m)− 2 ln(L̂) (5.12)

деm—кiлькiсть спостережень. BIC штрафує за складнiсть сильнiше, нiж
AIC, i має тенденцiю обирати простiшi моделi.

Ми обираємо модель, що мiнiмiзує значення вiдповiдного критерiю.

Висновки

Параметрична iдентифiкацiя — це не просто механiчне застосування формули
МНК. Це мистецтво побудови та вибору моделей. Ми перейшли вiд простої
iдеї пiдгонки параметрiв до значно бiльш потужної концепцiї: пошуку найбiльш
економного, розрiдженого опису реальностi, що прихований у даних.

Методи регуляризацiї, такi як LASSO, та алгоритми розрiдженої регресiї
дають нам iнструменти для автоматизацiї цього пошуку, реалiзуючи принцип
бритви Оккама в алгоритмiчнiй формi. Перехресна валiдацiя та iнформацiйнi
критерiї слугують нам компасом у цьому пошуку, допомагаючи знайти опти-
мальний баланс мiж точнiстю та простотою.

Озброївшись цими iнструментами, ми готовi перейти до аналiзу бiльш
складних систем, де структура не є очевидною, а шум є невiд’ємною части-
ною процесу. Ми навчилися не просто апроксимувати данi, а видобувати з них
знання.

Контрольнi запитання

1. У чому полягає перехiд вiд феноменологiчного до механiстичного моде-
лювання? Яку роль у цьому вiдiграє параметрична iдентифiкацiя?
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2. Пояснiть принцип “бритви Оккама” та концепцiю розрiдженостi (sparsity)
при побудовi моделей. Чому простi моделi часто є кращими?

3. Запишiть загальне рiвняння лiнiйної регресiї у матричнiй формi та по-
яснiть, що представляють собою вектор виходiв y, матриця регресорiв X
та вектор параметрiв β.

4. Який критерiй мiнiмiзує метод найменших квадратiв (МНК)? Виведiть
нормальнi рiвняння та їх розв’язок для оцiнки параметрiв.

5. Назвiть щонайменше двi проблеми, що виникають при застосуваннi кла-
сичного МНК до складних задач iдентифiкацiї (наприклад, з великою
кiлькiстю регресорiв).

6. Що таке регуляризацiя i яку фундаментальну проблему вона допомагає
вирiшити?

7. Порiвняйте гребеневу регресiю (Ridge, L2) та LASSO (L1). Який тип ре-
гуляризацiї сприяє розрiдженостi моделi i чому?

8. Пояснiть геометричну iнтерпретацiюL1 та L2 регуляризацiї. ЧомуLASSO
схильне обнуляти коефiцiєнти?

9. Опишiть кроки алгоритму порогової послiдовної регресiї (Sequentially
Thresholded Least-Squares).

10. Пояснiть суть компромiсу мiж змiщенням та дисперсiєю (bias-variance
tradeoff) у контекстi вибору складностi моделi.

11. Як працює метод перехресної валiдацiї (cross-validation) для вибору опти-
мального гiперпараметра регуляризацiї λ?

12. Яка роль iнформацiйних критерiїв (AIC, BIC) у виборi моделi? Чим вiдрi-
зняється “штраф” за складнiсть у BIC порiвняно з AIC?
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Роздiл 6

Iдентифiкацiя нелiнiйних
динамiчних систем з даних

Алгоритмiчний пiдхiд до пошуку законiв природи

Вiд регресiї до вiдкриття: Нова парадигма

У попереднiй лекцiї ми збудували мiцний фундамент. Ми засвоїли, що задача
параметричної iдентифiкацiї зводиться до лiнiйної регресiї, i навчилися керува-
ти складнiстю моделi за допомогою регуляризацiї та перехресної валiдацiї. Ми
озброїлися "бритвою Оккама"в алгоритмiчнiй формi — методами розрiдженої
регресiї, такими як LASSO та порогова iтеративна згортка, що дозволяють зна-
ходити найпростiшi пояснення для складних даних. Це був перехiд вiд простої
апроксимацiї до осмисленого вибору моделi.

Тепер ми готовi зробити наступний, вирiшальний крок. Ми перейдемо вiд
iдентифiкацiї моделей iз заданою структурою (як-от ARX) до амбiтної мети
вiдкриття фундаментальних законiв, що керують системою, безпосередньо з
експериментальних даних. Якщо ранiше ми питали "якi параметри найкраще
описують мою модель? то тепер наше питання звучить так: "Яка модель (яке
диференцiальне рiвняння) найкраще описує мої данi?".

Ми прагнемо автоматизувати процес, який протягом столiть виконували
вченi, вiд Кеплера до Ньютона: спостерiгати за рухом, вимiрювати данi та ви-
водити з них математичнi закони. Сучаснi обчислювальнi потужностi та методи
розрiдженої регресiї дозволяють нам реалiзувати цю мрiю для широкого класу
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нелiнiйних систем.

SINDy: Sparse Identification of
Nonlinear Dynamics

Центральною iдеєю цiєї лекцiї є алгоритм SINDy (Sparse Identification of Nonli-
near Dynamics). Його фiлософiя елегантна i потужна: динамiка бiльшостi фiзи-
чних систем, хоч i може здаватися складною, насправдi визначається невеликою
кiлькiстю ключових взаємодiй. Це означає, що правi частини диференцiальних
рiвнянь, що описують систему, є розрiдженими у просторi можливих функцiй.

Розглянемо загальну нелiнiйну динамiчну систему у просторi станiв:

d

dt
x(t) = f(x(t)) (6.1)

деx(t) = [x1(t), x2(t), . . . , xn(t)]
T —вектор стану системи. Наша мета— знайти

аналiтичний вигляд невiдомої векторної функцiї f(x).
Алгоритм SINDy розв’язує цю задачу за три кроки.

Крок 1: Збiр даних та обчислення похiдних

Перш за все, нам потрiбнi данi. Ми маємо вимiряти часовi ряди для всiх змiнних
стану системи. Результатом є матриця даних iсторiї станiв:

X =


x(t1)

T

x(t2)
T

...
x(tm)

T

 =


x1(t1) x2(t1) . . . xn(t1)

x1(t2) x2(t2) . . . xn(t2)
... ... . . . ...

x1(tm) x2(tm) . . . xn(tm)

 (6.2)

Далi, нам потрiбно оцiнити похiднi за часом для кожної змiнної стану, ẋ(t).
Це критично важливий i чутливий до шуму етап. Якщо данi зашумленi, просте
використання скiнченних рiзниць може дати катастрофiчнi результати, оскiль-
ки диференцiювання пiдсилює високочастотний шум. Iснують бiльш надiйнi
методи:

• Полiномiальна iнтерполяцiя (фiльтри Савицького-Голея): Данi у ков-
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зному вiкнi апроксимуються полiномом, похiдна якого потiм обчислює-
ться аналiтично.

• Регресiя з використанням сплайнiв або гауссових процесiв.

• Диференцiювання у частотнiй областi з використанням перетворення
Фур’є та вiдповiдних фiльтрiв.

Пiсля цього кроку ми маємо матрицю похiдних Ẋ, що має таку ж розмiрнiсть,
як iX.

Крок 2: Побудова бiблiотеки функцiй-кандидатiв

Це ключовий крок, де ми iнкапсулюємо нашi апрiорнi знання про систему. Ми
припускаємо, що кожна компонента векторної функцiї f(x) є лiнiйною комбi-
нацiєю функцiй з деякої бiблiотекиΘ(X). Ця бiблiотека може мiстити будь-якi
функцiї, якi, на нашу думку, можуть брати участь у динамiцi. Для прикладу, для
двовимiрної системи x = [x1, x2]

T , бiблiотека може включати:

• Константний член: 1

• Лiнiйнi члени: x1, x2

• Полiномiальнi члени: x21, x1x2, x22, x31, . . .

• Тригонометричнi функцiї: sin(x1), cos(x1), sin(x2), . . .

• Iншi нелiнiйностi, специфiчнi для задачi.

Застосувавши цi функцiї до кожного рядка матрицi данихX, ми будуємо вели-
чезну матрицю регресорiвΘ(X):

Θ(X) =

 | | |
1 X XP2

. . .

| | |


=

1 x1(t1) x2(t1) x21(t1) x1(t1)x2(t1) . . .

1 x1(t2) x2(t2) x21(t2) x1(t2)x2(t2) . . .
... ... ... ... ... . . .


(6.3)
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Тепер наша задача iдентифiкацiї (6.1) перетворюється на знайому нам з минулої
лекцiї лiнiйну регресiйну задачу для кожного стовпця матрицi Ẋ:

Ẋ ≈ Θ(X)Ξ (6.4)

де Ξ = [ξ1, ξ2, . . . , ξn] — матриця невiдомих коефiцiєнтiв. Кожен стовпець
ξk мiстить коефiцiєнти, що визначають праву частину рiвняння для ẋk. Наше
припущення про розрiдженiсть динамiки означає, що кожен вектор ξk має бути
розрiдженим, тобто мiстити лише кiлька ненульових елементiв.

Крок 3: Розрiджена регресiя

Мимаємо справу з класичною задачею, яку розглядали ранiше: знайти розрiдже-
ний розв’язок для системи лiнiйних рiвнянь (6.4). Оскiльки задача є однаковою
для кожної змiнної стану, розглянемо її для однiєї компоненти ẋk:

ẋk ≈ Θ(X)ξk (6.5)

Тут ẋk — k-й стовпець матрицi Ẋ. Ми можемо застосувати будь-який з алгори-
тмiв розрiдженої регресiї, якi ми вивчили:

• LASSO:
ξk = argmin

ξ
||ẋk −Θ(X)ξ||22 + λ||ξ||1 (6.6)

• Порогова послiдовна регресiя (Sequentially Thresholded Least-Squares,
STLSQ): Цей алгоритм, як правило, показує кращi результати для задач
SINDy. Вiн iтеративно застосовує МНК та жорсткий порiг для обнулення
малих коефiцiєнтiв.

1. Iнiцiалiзувати ξk за допомогою МНК: ξk = Θ(X)†ẋk.

2. Цикл до збiжностi:

(а) Знайти iндекси малих коефiцiєнтiв: Ismall = {j : |ξkj| < λ}.
(б) Обнулити малi коефiцiєнти: ξkj = 0 для всiх j ∈ Ismall.
(в) Створити нову, зменшену матрицю Θbig, що мiстить лише стов-

пцi, якi вiдповiдають великим коефiцiєнтам.
(г) Розв’язати МНК на зменшенiй задачi: ξbig = Θ†

bigẋk.
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(д) Оновити вiдповiднi елементи в ξk.

Пiсля виконання цiєї процедури для всiх змiнних стану k = 1, . . . , n, ми отри-
муємо розрiджену матрицю коефiцiєнтiв Ξ. Ненульовi елементи цiєї матрицi i
визначають знайдену модель динамiчної системи.

Приклад: Вiдкриття рiвнянь осцилятора
Лотки-Вольтерри

Розглянемо класичну модель "хижак-жертва":

ẋ = αx− βxy (жертви) (6.7)

ẏ = δxy − γy (хижаки) (6.8)

Припустимо, ми не знаємо цих рiвнянь, але маємо данi часових рядiв x(t) та
y(t).

1. Данi: Збираємо данi x(ti), y(ti) та чисельно обчислюємо ẋ(ti), ẏ(ti).

2. Бiблiотека: Будуємо полiномiальну бiблiотеку до 3-го ступеня: Θ =

[1, x, y, x2, xy, y2, x3, . . . ].

3. Регресiя: Формуємо лiнiйну систему:

[
ẋ ẏ

]
≈

[
1 x y x2 xy y2 . . .

]


ξ11 ξ12

ξ21 ξ22

ξ31 ξ32

ξ41 ξ42

ξ51 ξ52

ξ61 ξ62
... ...


(6.9)

4. Результат: Застосовуючи розрiджену регресiю, ми очiкуємо отримати
розрiджену матрицю коефiцiєнтiв Ξ, де ненульовими будуть лише еле-
менти, що вiдповiдають членам x та xy для рiвняння ẋ, i членам xy та y
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для рiвняння ẏ. Наприклад:

Ξ ≈



0 0

α 0

0 −γ

0 0

−β δ

0 0
... ...


(6.10)

Таким чином, SINDy автоматично "вiдкриває"правильну структуру рiвнянь з
даних.

Практичнi аспекти та виклики

Вибiр гiперпараметра λ

Вибiр порогу λ є критичним i втiлює компромiс мiж точнiстю та складнiстю,
який ми обговорювали.

• Мале λ: Призводить до менш розрiджених, бiльш складних моделей, якi
можуть бути точнiшими на навчальних даних, але ризикують перенавчи-
тися.

• Велике λ: Створює дуже розрiдженi, простi моделi, якi можуть втратити
важливi, але слабкi динамiчнi ефекти (недонавчання).

Оптимальне значення λ часто шукають за допомогою перехресної валiдацiї
або скануючи дiапазон значень i аналiзуючи отриманi моделi за допомогою iн-
формацiйних критерiїв (AIC/BIC). Часто будують так званi Pareto-дiаграми,
що показують залежнiсть мiж помилкою моделi та кiлькiстю активних членiв.

Побудова бiблiотеки

Ефективнiсть SINDy сильно залежить вiд того, чи мiстить бiблiотека Θ "пра-
вильнi"функцiї. Якщо ключовий терм вiдсутнiй у бiблiотецi, алгоритм не зможе
його знайти.
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• Масштабування:Полiномiальнi члени рiзних степенiв можуть мати дуже
рiзнi масштаби (x vs x5). Це створює погану обумовленiсть матрицi Θ.
Важливо нормалiзувати стовпцi бiблiотеки перед регресiєю.

• Експертнi знання: Якщо є фiзичнi мiркування (наприклад, закони збере-
ження), їх можна i треба використовувати для конструювання бiблiотеки.

• Автоматизованi бiблiотеки: Iснують пiдходи, що намагаються автома-
тично генерувати складнi функцiї, наприклад, за допомогою генетичного
програмування.

Робастнiсть до шуму

Шум у даних є головним ворогом iдентифiкацiї. Як зазначалося, диференцiю-
вання пiдсилює шум. Крiм робастних методiв диференцiювання, iснують моди-
фiкацiї самого алгоритму SINDy:

• Ensemble SINDy:Алгоритм запускається багато разiв на рiзних пiдвибiр-
ках даних (бутстрепiнг). Обираються тi члени моделi, якi з’являються у
бiльшостi реалiзацiй.

• Iнтегральна форма SINDy: Замiсть диференцiювання даних, рiвняння
(6.4) iнтегрується за часом. Це перетворює чутливу операцiю диферен-
цiювання на стабiлiзуючу операцiю iнтегрування, що значно пiдвищує
робастнiсть до шуму.

Висновки

Ми здiйснили подорож вiд фундаментальних iдей регресiї до потужної методо-
логiї автоматизованого наукового вiдкриття. SINDy та подiбнi до нього пiдходи,
що базуються на розрiдженостi, змiнюють наш погляд на моделювання. Вони
дозволяють нам ставити машинi запитання не лише про параметри, а й про саму
структуру законiв природи.

Ключовi iдеї, якi слiд винести з цiєї лекцiї:

1. Принцип розрiдженостi: Складнi системи часто керуються простими
законами, що виражаються через невелику кiлькiсть взаємодiй.
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2. Переформулювання задачi: Проблема iдентифiкацiї нелiнiйної динамi-
ки може бути точно переформульована як задача розрiдженої лiнiйної
регресiї.

3. Бiблiотекафункцiй:Нашi апрiорнi знання та гiпотези про свiт кодуються
у виглядi бiблiотеки функцiй-кандидатiв.

4. Алгоритмiчний iнструментарiй: Методи розрiдженої регресiї (LASSO,
STLSQ) є обчислювальним ядром, що дозволяє знаходити розрiдженi мо-
делi.

Звiсно, цей пiдхiд не є "срiбною кулею". Його успiх залежить вiд якостi да-
них, вдалого вибору бiблiотеки та правильного налаштування гiперпараметрiв.
Проте, вiн вiдкриває захоплюючi перспективи для аналiзу складних систем у
фiзицi, бiологiї, економiцi та iнженерiї, дозволяючи нам видобувати простi, iн-
терпретованi та узагальнюючi моделi з потокiв даних.

Контрольнi запитання

1. Якийфундаментальний зсув парадигми вiдбувається при переходi вiд кла-
сичної параметричної iдентифiкацiї до пiдходiв на кшталт SINDy?

2. Сформулюйте ключове припущення про розрiдженiсть (sparsity), на якому
базується алгоритм SINDy. Чому це припущення є обґрунтованим для
багатьох фiзичних систем?

3. Опишiть три основнi етапи алгоритму SINDy.

4. Чому крок обчислення похiдних з експериментальних даних є настiльки
критичним i чутливим до шуму? Назвiть один надiйний метод для чисель-
ного диференцiювання.

5. Яку роль вiдiграє бiблiотека функцiй-кандидатiвΘ(X)? Якi апрiорнi зна-
ння вона втiлює?

6. Пояснiть, як задача iдентифiкацiї нелiнiйної системи ẋ = f(x) перетво-
рюється на задачу лiнiйної регресiї Ẋ ≈ Θ(X)Ξ.
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7. Чому звичайнийметод найменших квадратiв не пiдходить для розв’язання
фiнального рiвняння в SINDy? Який тип регресiї використовується нато-
мiсть?

8. Опишiть iтеративний процес роботи алгоритму порогової послiдовної ре-
гресiї (STLSQ).

9. На прикладi системи Лотки-Вольтерри пояснiть, як розрiджена матриця
коефiцiєнтiв Ξ дозволяє вiдновити структуру вихiдних диференцiальних
рiвнянь.

10. Яку роль вiдiграє гiперпараметр (порiг) λ в алгоритмах розрiдженої регре-
сiї?Що станеться, якщо обрати занадто мале або занадто велике значення
λ?

11. Назвiть два пiдходи до вибору оптимального значення гiперпараметра λ.

12. Якi практичнi проблеми можуть виникнути при побудовi бiблiотеки фун-
кцiй? Як погане масштабування стовпцiв може вплинути на результат?

13. Назвiть один iз методiв пiдвищення стiйкостi SINDy до шуму в даних.
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Роздiл 7

Валiдацiя та аналiз якостi
моделей

Про мистецтво вибору — як вiдрiзнити корисну модель вiд химери в
океанi даних

Вiд достатку до вибору: нова проблема

У попереднiй лекцiї ми озброїлися потужним iнструментом — алгоритмом SI-
NDy, що дозволяє нам, подiбно до сучасних алхiмiкiв, перетворювати сирi данi
на золото математичних рiвнянь. Ми навчилися будувати бiблiотеки потенцiй-
них законiв природи та, за допомогою розрiдженої регресiї, виокремлювати з
них тi, що найiмовiрнiше керують системою. Проте, цей успiх породжує нову,
не менш складну проблему. Змiнюючи гiперпараметр розрiдження λ, ми може-
мо згенерувати цiле сiмейство моделей — вiд найпростiших, що мiстять лише
один-два члени, до надзвичайно складних, що намагаються врахувати кожну
флуктуацiю в даних.

Ми стоїмо перед фундаментальною дилемою, яку влучно сформулював
статистик Джордж Бокс: «Всi моделi є невiрними, але деякi є корисними». На-
ша задача — не знайти мiфiчну "iстинну"модель, бо данi завжди зашумленi, а
вимiрювання неповнi. Наша мета — обрати найкориснiшу модель: ту, що най-
краще балансує мiж точнiстю опису, простотою iнтерпретацiї та здатнiстю до
узагальнення.

Ця лекцiя присвячена методологiї та фiлософiї валiдацiї — мистецтву та
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науцi вибору моделi. Ми перейдемо вiд процесу "вiдкриття"до процесу "пере-
вiрки що є не менш важливим етапом у циклi наукового пiзнання.

Фундаментальний iнструментарiй валiдацiї

Роздiлення даних: нарiжний камiнь чесної оцiнки

Найперший i найважливiший принцип валiдацiї — нiколи не оцiнювати якiсть
моделi на тих самих даних, на яких вона навчалася. Це було б самообманом.
Модель, що iдеально вiдтворює навчальнi данi, може виявитися абсолютно без-
порадною при зiткненнi з новою iнформацiєю. Це явище називається перена-
вчанням (overfitting).

Щоб уникнути цього, ми роздiляємо наявний набiр даних щонайменше на
двi незалежнi частини:

• Навчальна вибiрка (Training set): Використовується виключно для iден-
тифiкацiї моделi — тобто для запуску алгоритму SINDy та знаходження
коефiцiєнтiв Ξ.

• Тестова (валiдацiйна) вибiрка (Test set): Ця частина даних "ховає-
ться"вiд алгоритму на етапi навчання. Вона служить для незалежної, не-
упередженої перевiрки якостi отриманої моделi.

Типове спiввiдношення для роздiлення — 70-80% для навчання та 20-30% для
тестування.
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Повний набiр даних

Навчальна вибiрка (70-80%) Тестова вибiрка (20-30%)

A) Просте роздiлення

B) K-блокова перехресна валiдацiя (K=5)

Блок 1 Блок 2 Блок 3 Блок 4 Блок 5

Iтерацiя 1:

Iтерацiя 2:
...

Iтерацiя 5:

Рис. 7.1: Вiзуалiзацiя методiв роздiлення даних. (A) Просте роздiлення на на-
вчальну та тестову вибiрки. (B) 5-блокова перехресна валiдацiя, де на кожнiй
iтерацiї один блок використовується для тестування (червоний), а решта— для
навчання (синiй).

Перехресна валiдацiя: максимум iнформацiї з обмежених
даних

Часто даних буває недостатньо, щоб дозволити собi розкiш вiдкласти значну
частину для тестування. У таких випадках застосовують бiльш складний пiдхiд
— перехресну валiдацiю (Cross-Validation). Найпоширенiшим її варiантом є
k-fold Cross-Validation:

1. Весь набiр даних випадковим чином розбивається на k рiвних частин
(наприклад, k = 5 або k = 10).

2. Процес навчання та валiдацiї повторюється k разiв.

3. На кожнiй iтерацiї одна з k частин використовується як тестова вибiрка, а
решта k − 1 частин — як навчальна.

4. Метрики якостi (про них нижче) обчислюються для кожної з k iтерацiй, а
потiм усереднюються.
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Цей пiдхiд дає значно надiйнiшу оцiнку якостi моделi, оскiльки кожна частина
даних встигає побувати i в ролi навчальної, i в ролi тестової вибiрки.

Кiлькiсна оцiнка: Метрики якостi

Щоб порiвнювати моделi, нам потрiбнi об’єктивнi критерiї. Основний спосiб
перевiрки — це симуляцiя. Ми беремо iдентифiковану модель (систему ди-
ференцiальних рiвнянь), задаємо їй початковi умови з тестової вибiрки (x(t0))
i iнтегруємо її в часi, отримуючи модельний прогноз x̂(t). Потiм цей прогноз
порiвнюється з реальними даними x(t) з тестової вибiрки.

Коефiцiєнт вiдповiдностi (Fit Percent)

Це одна з найпростiших метрик, що

Iнформацiйнi критерiї: елегантнiсть та
ощадливiсть

Як формалiзувати компромiс мiж складнiстю та точнiстю? Iнформацiйнi крите-
рiї пропонують елегантний спосiб зробити це, штрафуючи модель за кiлькiсть
параметрiв.

Iнформацiйний критерiй Акаiке (AIC)

AIC = 2p− 2 ln(L)

де p — кiлькiсть параметрiв у моделi (ненульових коефiцiєнтiв у матрицi Ξ), а
L— максимальне значення функцiї правдоподiбностi для моделi. Для випадку
гауссового шуму AIC можна записати як:

AIC ≈ m ln(MSE) + 2p

деm— кiлькiсть точок даних.
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Байєсiвський iнформацiйний критерiй (BIC)

BIC = p ln(m)− 2 ln(L) ≈ m ln(MSE) + p ln(m)

BIC накладає бiльший штраф на складнiсть моделi, нiж AIC, особливо для
великих наборiв даних (коли ln(m) > 2). Тому BIC схильний обирати простiшi
(бiльш розрiдженi) моделi.

При використаннi цих критерiїв ми обчислюємо їх значення для кожної
моделi з нашого сiмейства (отриманого для рiзних λ) i обираємо ту, для якої
значення AIC або BIC є мiнiмальним.

Парето-фронт: карта компромiсiв

Замiсть того, щоб покладатися на один-єдиний критерiй, надзвичайно корисно
вiзуалiзувати компромiс мiж складнiстю та точнiстю. Для цього будують так
звану Парето-дiаграму.

• По осi X вiдкладається складнiсть моделi (кiлькiсть активних членiв у
бiблiотецi).

• По осi Y вiдкладається помилка моделi (наприклад, MSE на тестовiй ви-
бiрцi).

Кожна точка на графiку вiдповiдає однiймоделi, отриманiй за допомогоюSINDy
з певним порогом λ. Сукупнiсть цих точок утворює хмару. Нас цiкавить її нижня
межа, так званий Парето-фронт.
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Складнiсть моделi (кiлькiсть членiв)

Помилка моделi (MSE)

A

B

C
D E

Парето-фронт

Компромiс: значне
ускладнення для
малого виграшу

Простi моделi
(Недонавчання)

Складнi моделi
(Перенавчання)

Оптимальна
модель
("колiно")

Рис. 7.2: Парето-фронт для вибору моделi. Дiаграма iлюструє компромiс мiж
помилкою моделi та її складнiстю. Моделi на фронтi (A-E) є оптимальними.
Вибiр часто падає на "колiно"кривої (модель C), де досягається найкращий
баланс мiж точнiстю та простотою.

Моделi, що лежать на цьому фронтi, є "оптимальними"в тому сенсi, що
неможливо покращити їхню точнiсть без збiльшення складностi, i неможливо
зменшити їхню складнiсть без втрати точностi. Вибiр конкретної моделi на
цьому фронтi — це вже стратегiчне рiшення дослiдника, що залежить вiд мети.
Часто шукають "колiно"на цьому графiку — точку, де подальше ускладнення
моделi дає лише незначне зменшення помилки.

Стiйкiсть та узагальнення

Стiйкiсть до шуму

Реальнi данi завжди зашумленi. Хороша модель повинна бути стiйкою— тобто,
її структура не повинна кардинально змiнюватися при невеликих змiнах у даних.
Один зi способiв це перевiрити — бутстрепiнг (bootstrapping):

1. Багато разiв (сотнi, тисячi) створювати новi навчальнi вибiрки шляхом
випадкового вибору з початкового набору даних (з поверненням).

2. На кожнiй такiй вибiрцi запускати SINDy.

3. Аналiзувати, якi члени бiблiотеки обираються найчастiше.
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Якщо певний терм (наприклад, x2) з’являється у 99% реалiзацiй, ми можемо
бути впевненi в його важливостi. Якщо iнший терм з’являється лише у 10%
випадкiв, ймовiрно, вiн є артефактом шуму.

Здатнiсть до прогнозування

Найсуворiший тест для будь-якої динамiчної моделi — це її здатнiсть прогно-
зувати майбутнє. Модель може добре вiдтворювати данi на короткому iнтервалi
часу, але її помилки можуть експоненцiйно зростати при довгостроковому про-
гнозуваннi. Тому критично важливою є перевiрка моделi на її прогнозуючiй
здатностi на даних, якi вона нiколи не бачила, i на часових горизонтах, що
значно перевищують тi, на яких вона навчалася.

Висновки

Валiдацiя — це не формальний останнiй крок, а невiд’ємна, iтеративна частина
процесу моделювання. Вона перетворює "полювання"за рiвняннями на строгий
науковий процес. Ми не просто знаходимо модель, ми ретельно дослiджуємо її
властивостi, сильнi та слабкi сторони.

Ключовi iдеї, якi слiд винести з цiєї лекцiї:

1. Чеснiсть оцiнки: Завжди використовуйте незалежнi тестовi данi.

2. Баланс: Якiсть моделi — це компромiс мiж точнiстю та складнiстю.
Парето-фронт є найкращим iнструментом для вiзуалiзацiї цього компро-
мiсу.

3. Дiагностика: Аналiз залишкiв дозволяє зазирнути "пiд капот"моделi та
зрозумiти, що саме вона не змогла пояснити.

4. Формалiзацiя простоти: Iнформацiйнi критерiї (AIC, BIC) дають кiлькi-
сну оцiнку принципу "бритви Оккама".

5. Стiйкiсть: Надiйна модель повинна бути стiйкю до шуму та зберiгати
свою структуру при варiацiях даних.

Озброївшись методами iдентифiкацiї з попередньої лекцiї та методами
валiдацiї з цiєї, ми завершуємо цикл побудови моделi з даних: вiд вимiрювань
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до вибору остаточного, корисного та iнтерпретованого рiвняння, що описує
свiт.

Контрольнi запитання

1. Чому, згiдно з цитатою Джорджа Бокса, ми шукаємо «корисну», а не
«iстинну» модель?

2. Пояснiть фундаментальний принцип валiдацiї щодо роздiлення даних.Що
таке перенавчання (overfitting) i як роздiлення на навчальну та тестову
вибiрки допомагає його уникнути?

3. У яких випадках доцiльно використовувати k-блокову перехресну валiда-
цiю замiсть простого роздiлення даних? Опишiть її алгоритм.

4. Що таке iнформацiйнi критерiї AIC та BIC? Пояснiть, як вони допомага-
ють формалiзувати компромiс мiж точнiстю та складнiстю моделi.

5. Чим вiдрiзняється штраф за складнiсть в критерiях AIC та BIC? Який з
них схильний обирати простiшi моделi i чому?

6. Що таке Парето-фронт у контекстi вибору моделi? Якi осi використовую-
ться для його побудови i що представляють точки на цьому фронтi?

7. Що означає знайти «колiно» на Парето-фронтi i чому це часто є хорошою
стратегiєю для вибору моделi?

8. Пояснiть метод бутстрепiнгу (bootstrapping) для оцiнки стiйкостi моделi
до шуму. Як частота появи термiв у рiвняннi вказує на їхню важливiсть?

9. Чому здатнiсть до довгострокового прогнозування вважається найсуворi-
шим тестом для динамiчної моделi?

10. Назвiть п’ять ключових iдей, якi слiд винести з лекцiї про валiдацiю мо-
делей.

11. Уявiть, що за допомогою SINDy ви згенерували 10 рiзних моделей для
одного набору даних. Опишiть ваш покроковий план дiй для вибору най-
кращої з них, використовуючи методи з цiєї лекцiї.
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12. Чи може модель з мiнiмальним значенням AIC/BIC не бути найкращою з
точки зору прогнозування на довгостроковому горизонтi? Пояснiть свою
думку.
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Словник ключової
термiнологiї

Адаптивнiсть (Adaptivity) Здатнiсть системи змiнювати свою поведiнку у вiд-
повiдь на зовнiшнi впливи.

Бритва Оккама (Occam’s Razor) Принцип, що рекомендує обирати найпро-
стiшу модель, яка пояснює данi.

Валiдацiя (Validation) Перевiрка якостi моделi на незалежних даних.

Взаємодiя (Interaction) Вплив елементiв системи один на одного.

Вихiд (Output) Реакцiя системи на вхiдний сигнал.

Вхiд (Input) Зовнiшнiй сигнал або дiя, що подається на систему.

Динамiчний процес (Dynamic Process) Процес, що змiнюється у часi.

Дискретний час (Discrete Time) Представлення процесу у виглядi послiдов-
ностi моментiв часу.

Диференцiальне рiвняння (Differential Equation) Математичне рiвняння,
що описує змiну змiнної у часi.

Експериментальнi данi (Experimental Data) Данi, отриманi шляхом спосте-
реження або експерименту.

Емерджентнiсть (Emergence) Властивiсть системи, коли цiле має характери-
стики, що не властивi окремим елементам.

Змiщення (Bias) Систематична помилка моделi, що виникає через її спроще-
ння.
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Зворотний зв’язок (Feedback) Механiзм, за якого вихiд системи впливає на її
подальшу поведiнку.

Iдентифiкацiя системи (System Identification) Процес побудови математи-
чної моделi системи на основi експериментальних даних.

Критерiй якостi (Quality Criterion) Математичнафункцiя,що оцiнює ступiнь
вiдповiдностi моделi реальним даним.

Лiнiйна модель (Linear Model) Модель, у якiй вихiд є лiнiйноюфункцiєю вхо-
ду.

Лiнiйна регресiя (Linear Regression) Метод знаходження
залежностi мiж змiнними шляхом пiдбору лiнiйної функцiї.

LASSO Метод розрiдженої регресiї для вибору важливих ознак у моделi.

Механiзм (Mechanism) Причинно-наслiдковий зв’язок,що пояснює поведiнку
системи.

Модель (Model) Формалiзоване представлення системи, що дозволяє аналiзу-
вати, прогнозувати або керувати її поведiнкою.

Недонавчання (Underfitting) Ситуацiя, коли модель недостатньо складна для
опису даних.

Нелiнiйнiсть (Nonlinearity) Властивiсть системи, коли змiна виходу не про-
порцiйна змiнi входу.

Непараметричний (Nonparametric) Метод, що не передбачає фiксованої
структури моделi.

Непараметрична iдентифiкацiя (Nonparametric Identification) Визначення
властивостей системи без фiксованої структури моделi.

Об’єкт (Object) Окрема частина реальностi, яку можна спостерiгати або до-
слiджувати.

Оцiнка параметрiв (Parameter Estimation) Визначення числових значень па-
раметрiв моделi.
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Перехiдна характеристика (Step Response) Реакцiя системи на одиничний
стрибок входу.

Пiдсистема (Subsystem) Частина системи, що виконує окрему функцiю.

Порогова згортка (Thresholding) Метод вибору значущих параметрiв у моде-
лi.

Параметрична iдентифiкацiя (Parametric Identification) Визначення
параметрiв моделi iз заданою структурою.

Параметричний (Parametric) Метод, що передбачає фiксовану структуру мо-
делi.

Параметр моделi (Model Parameter) Кiлькiсна характеристикамоделi,що ви-
значає її поведiнку.

Регресор (Regressor) Змiнна, що використовується для прогнозування виходу
моделi.

Регуляризацiя (Regularization) Метод запобiгання перенавчанню шляхом
обмеження складностi моделi.

Розрiдженiсть (Sparsity) Властивiсть моделi, коли бiльшiсть параметрiв дорiв-
нюють нулю.

Самоорганiзацiя (Self-organization) Процес виникнення впорядкованої стру-
ктури без зовнiшнього керування.

SINDy Алгоритм розрiдженої iдентифiкацiї нелiнiйної динамiки.

Стацiонарнiсть (Stationarity) Властивiсть системи, коли її характеристики не
змiнюються у часi.

Стохастичнiсть (Stochasticity) Властивiсть системи, коли її поведiнка мiстить
випадковi елементи.

Структура (Structure) Органiзацiя елементiв системи та їх зв’язкiв.

Система (System) Сукупнiсть взаємодiючих елементiв, що утворюють єдине
цiле для досягнення певної мети.
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Тестова вибiрка (Test Set) Частина даних, що використовується для перевiрки
якостi моделi.

Узагальнення (Generalization) Здатнiсть моделi коректно працювати на но-
вих, невiдомих даних.

Феноменологiя (Phenomenology) Опис явищ без пояснення їх причин.

Хаос (Chaos) Нелiнiйна поведiнка системи, що призводить до непередбачува-
них результатiв.

Шум (Noise) Випадковi або неконтрольованi впливи, що спотворюють вимiрю-
вання.

Якiсть моделi (Model Quality) Ступiнь вiдповiдностi моделi реальним даним
та її здатнiсть до узагальнення.
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