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ПЕРІОДИЧНІСТЬ ЗМІШАНИХ ВИЩИХ МОМЕНТНИХ ФУНКЦІЙ 
СТОХАСТИЧНОГО ФУНКЦІОНАЛЬНОГО ПОЛІНОМУ 

ВОЛЬТЕРРА ДРУГОГО ПОРЯДКУ НЕЛІНЇЙНОСТІ
В роботі доведено теорему про стохастичну періодичність функціонального часоінваріантного 

поліному Вольтерра другого порядку нелінійності відносно його змішаних вищих (к>2) моментних 
функцій за умови періодичності його породжуючого процесу. На основі доведеної теореми обгрунтовано 
методи статистичного оцінювання змішаних моментних функцій вихідного процесу нелінійної 
динамічної системи, якщо на її вхід діє періодичний білий шум.

1. Вступ
Нелінійні системи становлять широкий клас реальних систем [1, 2]. Результати 

нелінійних перетворень випадкових процесів опубліковані в ряді робіт, зокрема, 
Бойка І., Дена Р., Вінера Н., Левіна Б., Мармареліса П., Мармареліса В., Малахова А., 
Марченка Б. [2-7]. Проте більшість із них розглядали лише випадки, коли вхідний 
сигнал нелінійної системи є стаціонарним випадковим процесом, тому актуальною 
науково-технічною проблемою є дослідження проходження нестаціонарних, зокрема, 
стохастично періодичних випадкових процесів через нелінійні динамічні системи.

Задачі аналізу перетворень стохастично періодичних процесів розв’язані в 
основному лише для випадку лінійної динамічної системи, зокрема, в роботах [8, 9, 10]. 
В роботах [11, 12] досліджено властивості вихідного процесу нелінійної динамічної 
системи другого порядку, зокрема, було доведено періодичність початкових та 
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центральних моментних функцій та кореляційної функції стохастичного функціоналу 
Вольтерра другого порядку, за умови періодичності породжуючого випадкового 
процесу - періодичного білого шуму.

Метою даної роботи є розширення та узагальнення результатів попередніх праць 
шляхом доведення періодичності змішаних вищих моментних функцій стохастичного 
нелінійного функціоналу Вольтерра другого порядку, якщо його породжуючий процес 
є періодичним білим шумом.

2. Основна частина
Будемо вважати, що вихідний процес нелінійної стаціонарної (часоінваріантної) 

системи, коли на її вхід діє періодичний білий шум, може бути поданий у вигляді 
стохастичного функціонального поліному Вольтерра другого порядку

00 со 00

у{со,і)-(р^ + |^2(ґ-Г1,/~Г2)б??7(бД,Т|)£/77(<У,Г2), ГєК, (1)
—ОО —00-00

де {^0, (і - т), <р2 (і - т}, і - т2,)} - множина дійсних невипадкових інтегровних з 
квадратом функцій, що називаються ядрами Вольтерра, т;(бУ,г) - стохастично 
неперервний сепарабельний випадковий процес з незалежними Т -періодичними 
приростами [13], б» є П - елементарна випадкова подія. Стохастичний функціональний 
поліном (1) є математичною моделлю вихідного процесу нелінійної динамічної системи 
другого порядку, коли на її вхід діє Т -періодичний білий шум що є
узагальненою похідною від процесу із незалежними Т -періодичними приростами 
7(бв,т).

Враховуючи взаємозв’язок через оператор узагальненої похідної між білим 
шумом який ще називають породжуючим процесом, та процесом із
незалежними приростами , вираз (1) можна подати так:

у(а),і) = (рй + р,(<-тК(<»,гХт+ | |^2(ї-г1,г-г2Х'(<и,тІ)<(й>,т2)гіг-1с?т1. (2)
—ОО —оо—оо

Відмітимо, що, згідно з [14], для випадкового процесу з незалежними 
Т -періодичними приростами має місце така властивість: моментні функції приростів 
процесу з незалежними Т -періодичними приростами Т -періодичні, тобто

М{^77(бУ,тІ)...б/77(бУ,тл)} = М{с?77(й>,гї +Т)...(1ті(а),тп + Т)}- (3)

Сформулюємо і доведемо теорему.
Теорема 1. Якщо для стохастичного функціонального поліному (1) другого 

порядку нелініності його породжуючий процес є Т -періодичним білим шумом, то 
змішані моментні функції вищого порядку поліному (1) також будуть періодичними за 
сукупністю аргументів з цим же періодом Т.

Доведення. Для зручності та спрощення подальших викладок змінну м є £1 
будемо опускати, а поліном (1) перепишемо у вигляді

= +*.{'}+ ЛГ2{'}. (4)

де ЛГ,{/}= ЛГ2{/}= ]^(р2(і~т„і-т2)ат](а>,т^аг)(<о,т2). (5)
-03 -00-00

Я1

Для (1) його змішана моментна функція порядку , ш є N:
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м{у‘- а, > ■ Ук> а2) •... • Ук- (іт )}=м| п к+к}+н2 к })*' 1. (6)
І 1=1 1

Застосувавши формулу бінома Ньютона до кожного із співмножників, 
отримаємо

м{/чоУчг,)•...• 7”ои)}=м-к + -(ЛШ)*'41■ (7)
/=1 /,=0 ]

Застосувавши ще раз формулу бінома Ньютона, отримаємо

£с;;-р0МлШ)НЇ-

Проведемо наступні перетворення останнього виразу.

[ /=1 /;=0Г?=О ]

=мі£-£Ь£п(сі -ч л' уму-' -(лшг )1-
[/о=О /м=1го=о гж«Ог,| ]

=1 -■■££• ї>{п(ч ч •*’ ('и)И-
/0=о г,„=о и=і )

^0 ^яі ^0 І т т І■£-її їм ПЧ у ПМЧГЧ^НИ-
!0=0 гш=0 І <=1 І=1 )

Оскільки випадкові елементи згруповані в другому операторі множення, то 
оператор математичного сподівання застосуємо лише до другого оператора множення:

м{/(/,) /Ч'г)
А0 т ( т 1

і її ї:і і< ■ ч м пмчг • 
^0=0 /ИІ=1го=О и=І )

Врахуємо в останньому виразі позначення для {/•} та Л^2к) > згідно з (5). При
цьому змішана моментна функція буде мати вигляд:

ґ 1 ^-0 І/» тм\ук-(іг) у^(іг)-... ук’(і^'^...^...ХТ[сіі-с;‘■
/о=0 /т=1го=О гт=0 і=1

т

|(2 *,-2 /,) Ш^2 V/ “ ТІі-гі+2]~1 ~ ТІі-г,+2_і ) П .І /
— 00 — 00./—7=^—/'г+І )
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Внісши оператор математичного сподівання під знак інтегралу, маємо

м{/'(г,)-Я ^г‘ •

/о=О іт=їго=^ гт=0 М

Е‘Н,- ґ

п <?* і І - Т т ,Іі ~Т т • м<

7=1 /»1

Врахувавши вираз (3), остання рівність буде мати вигляд

м{/чо /’(м --/-(оЬ£• ••££• -Ж-с'. -<рог' ■
№ 4,-1 гО=0 Л,.=0«=І

ОО 00 £2-*,-а-':
и , л’п^.-гД'п <Рг

-оо[2-2<-,/-гИ-оо 7=1 7=1
Ґ; -г„

£/,-,•+2,-1 £/,-<-, + 2/
< 7^ М )

м П^,+7’)
7=1

В останньому виразі зробимо заміни + Т = ту, у = 1, £ 2 • кі - /. - т; .

{ 'І ^0 к/и 4 4, Нім{/'(о-/г(^)---/"ам)}=х-£х-іпс*‘-я ■

4=о 4=’ о>=о г=і

Порівнюючи початок та кінець цього виразу, видно, що змішані моментні 
функції скінченного порядку стохастичного функціонального поліному (1) періодичні. 
Отже, теорему доведено.

Отримані результати можуть бути поширені і на випадки, коли вхідний процес 
нелінійної безінерційної системи другого порядку в загальному випадку не є білим 
шумом, а є корельованим випадковим процесом, тобто випадковим процесом із 
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довільною, не обов’язково (5*-подібною кореляційною функцією. Проте такий вхідний 
випадковий процес повинен бути Т -періодичним.

Покажемо, що зображення вихідного процесу нелінійної безінерційної системи 
у випадку, коли на її вхід діє корельований випадковий процес, який подамо у вигляді 
лінійного Т -періодичного випадкового процесу, буде аналогічне зображенню (1).

Як відомо, лінійним випадковим процесом є стохастичний інтеграл [5]
00

ш є О, і є [0, оо), (8)

де (р(і -г)єЬ2 - невипадкова числова функція, яка для кожного 1є[0,оо) приймає 
скінченні значення рівномірно по т ; г;(й),т)- стохастично неперервний сепарабельний 
випадковий процес з незалежними приростами, який задовольняє умови 
Р{7?(бУ,г) = -??(бУ,-т)} = 1 і Р{т/(бУ,О) = 0} = 1. В роботах [8, 9, 10] показано, що даний 
процес буде стохастично Т -періодичним, якщо його породжуючий процес є 
узагальненою похідною від процесу із незалежними Т -періодичними приростами, 
тобто Т -періодичним білим шумом.

Нехай нелінійна безінерційна система другого порядку перетворює лінійний 
випадковий процес (8) згідно з співвідношенням, що описується поліномом

8(х)=^сл-х" , (9)
л=0

де {с0, с}, с2 є К.} - множина деяких числових коефіцієнтів.
Формування лінійного Т -періодичного випадкового процесу можна 

інтерпретувати як перетворення лінійною часоінваріантною динамічною системою 
періодичного білого шуму. Формування ж вихідного процесу нелінійної динамічної 
системи у такому разі можна інтерпретувати як перетворення послідовно з’єднаних 
лінійної динамічної ланки та нелінійної безінерційної ланки періодичного білого шуму. 
Отже, нелінійну динамічну систему подамо у вигляді послідовно з’єднаних лінійної 
інерційної (динамічної) ланки та нелінійної безінерційної (статичної) ланки, як 
показано на рисунку 1

Рис. 1. Структура нелінійної динамічної системи

* Я<м)

Відгук на виході такої нелінійної динамічної системи можна подати так: 

у(^,/)=М[ь(^,0)], (10)

де Ь{ } - лінійний оператор, що описує лінійну ланку з імпульсною реакцією <р{і ~ г);
} - нелінійний оператор, який описується поліномом #(х).

Розписавши оператори Ь{-} та ІЧ{ }, відгук (10) запишемо у вигляді: 

або в більш розгорнутому вигляді:
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ИО = с0 + Сі£(ам)+ с2^2(ф,і) =
<х> ґ <х>

= с0 +С] ^(і-т)сі^(іо,т)+с2і = (12)

= с0+с, ^<р{і-т)<1т]((»,-с)+с1 І
— Х> —00—00

Введемо позначення:

«’о=Со> (Р^-т)=сі<р{і-т\ ^Д/-Т|,Г-т^=с2^(г-гІХ/-г,). (13)

Як бачимо, з врахуванням вище наведених позначень (13), ряд (12) є 
стохастичним функціональним поліномом Вольтерра другого порядку (1).

На основі доведеної теореми можливо розробити статистичні методи обробки та 
аналізу випадкового процесу, що спостерігається на виході нелінійної динамічної 
системи другого порядку, коли на її вхід діє Т -періодичний білий шум або коли неї вхід 
нелінійної безінерційної системи другого порядку діє лінійний Т -періодичний 
випадковий процес (18).

Для стохастично Т -періодичних процесів у вузькому розумінні характерна така 
властивість: відліки процесу, взяті через період Т утворюють стаціонарні та 
стаціонарно пов’язані у вузькому розумінні випадкові послідовності. Іншими словами, 
задана на гратці з кроком Т і будь-якою початковою фазою ер є [0, Т] вкладена 
послідовність

Ш + ЛТ), ієї] (14)

є стаціонарною, а будь-які дві такі послідовності з різними початковими фазами є 
стаціонарно пов’язаними у вузькому розумінні. Саму послідовність (14) в [8] названо 
$9-серією. Стаціонарність та стаціонарна пов’язаність (р -серій означає наступне.

Нехай крок дискретизації стохастично періодичного у вузькому розумінні 
процесу визначається як

й = _, £>0, (16)
Ь

де Б - кількість відліків продискретизованого процесу у(бУ,ґ), що припадає на період 
Т, а початкова фаза рівна = у ■ й, у = 0, Ь -1. Тоді для кожної з <р] -серій

У] (0 = + іЬк\> і = 0,2, -1, і є , (17)

к -вимірна інтегральна функція розподілу не залежить від будь-якого зсуву 5 за 
сукупністю аргументів

(х1,...,^;уЛ + і}Ьк,...,]к + ікЬк) =
/ \ (18)Рік(хі,...іхк;)к + і}Ьк + 5Ьк,...,}к + ікЬк + зЬк\ 5 = 0,1,2,3...

Взаємна к + т -вимірна інтегральна функція розподілу для (р- і (рр -серій також 
не залежить від будь-якого зсуву з за сукупністю аргументів

= р^..’-’Ут+ і^тЬк + 8Ьк\ іуЄ2., 8 = 0,1,2,3,...

Якщо існують змішані моментні функції стохастичного Т -періодичного 
випадкового процесу, то вони є Т -періодичні, тобто сам процес є стохастично 
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Т -періодичним відносно змішаних моментних функцій скінченного порядку за 
сукупністю аргументів.

Розглянуті вище властивості <р. -серій стохастично Т -періодичних випадкових 
процесів дають можливість розробити статистичні методи їх обробки з метою 
оцінювання змішаних моментних функцій таких процесів.

Розглянемо питання статистичного оцінювання змішаних моментних функцій 
стохастичного функціонального поліному (1).

Нехай маємо реалізацію ), е К, і ~ 1, N| стохастично Т -періодичного 

дискретного випадкового процесу, який спостерігається на виході нелінійної 
динамічної часоінваріантної системи другого порядку, на вхід якої діє періодичний 
білий шум. Оскільки випадковий процес є стохастично Т -періодичним, то оцінки його 
імовірнісних характеристик отримуються шляхом усереднення відліків реалізації 
випадкового процесу, взятих через період Т. Отже, оцінка змішаних моментних

т
функцій порядку к ’ т е N рівна 

7-І
а 4 (і. -Л ) = | • ХИ 0. + 7' Т) •... • хк- (/, + у • Ь . 

7=0 Ь □
(20)

де 2 - рівне цілій частині від ділення ; Т - оцінка періоду Т досліджуваного 

процесу. При імітаційному моделюванні стохастично Т -періодичного процесу його 

період є відомим, заданим, тому у такому випадку в (20) оцінка Т приймається рівною

Т. У випадку, коли тп - 2 та к = 2 , Л2(^,г2)- є оцінкою коваріаційної функції.

3. Висновок
В роботі доведено теорему про стохастичну періодичність функціонального 

поліному Вольтерра другого порядку нелінійності відносно його змішаних моментних 
функцій скінченного порядку за умови, що його породжуючий процес є періодичним 
білим шумом. Теорема узагальнює результати попередніх праць, де встановлено 
періодичність лише початкових, центральних моментних функцій та кореляційної 
функції стохастичного функціоналу Вольтерра другого порядку, за умови 
періодичності його породжуючого випадкового процесу. Отримані результати дають 
підстави застосовувати статистичні методи обробки і аналізу стохастично періодичних 
сигналів, які мають місце в нелінійних системах в рамках вищих змішаних моментних 
функцій випадкових процесів, а також дозволяють проводити імітаційне моделювання 
на ЕОМ перетворень стохастично періодичних процесів в нелінійних динамічних 
системах.

Тке ікеогетп о/ зіосказіїс регіосіісііу о/ /ипсііопаї іїте-іпуагіапі Уоііега роїіпот о/ песо ги! огсіег 
попііпеагіїу іп геїаііоп Ю іії тіхесі кі^кег (к>2) тотепіпз/ипсііопз іп сопсіііїоп о/регіосіісііу о/На &епегаііуе 
ргосезз із ргочесі іп ікіз рарег. Оп іке Ьазіз о/іке ргочесі ікеогет іке теікосіз о/зіаііхіісаі еуаіиаііоп о/іке 
тіхесі тотепіз/ипсііопз о/оиіриі ргосезз о/іке попііпеаг сіупатіс зузіет іп сопсіііїоп о/іприі регіосііс уукііе 
поізе аге зиЬзіапііаіесІ
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