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МОДЕЛЮВАННЯ РОСТУ ТРІЩИН ЗА ЗМІННОЇ АМПЛІТУДИ
НАВАНТАЖЕННЯ В СПЛАВІ Д16ЧТ

На основі поєднання детерміністичного та ймовірнісного підходів запропоновано методику
прогнозування росту втомної тріщини (РВТ) за випадкового змінного навантаження. РВТ моделюється
методам лінійного підсумовування приросту тріщини за цикл з використанням детерміністичних
моделей Уокера та НАВОКО, параметри якій визначаються як випадкові змінні.
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МООЕЕЬЇІЧС ОЕ ЕАТІСШЕ СКАСК СВОХУТН ІЛЧОЕК УАКІАВЬЕ
АМРІЛТІЮЕ ЬОАПШС Ж ПІбсйТ АЬПМИЧЛМ АЬЬОУ

Оп іИе Ьазіз о/сотЬіпаїіоп о/сіеіегтіпізііс апсі ргоЬаЬНізГіс арргоасИез ійе Іесйпіцие о//аііріе сгаск
^гончії ргора^аііоп (РСО) ипсіег Vа^іаЬ^е атріііисіе Іоасііп^ іп ОібсіїТ аіитіпит аііоу із о^егесі. РСО із
ргора^аіесі Ьу теап о/ сусІе-Ьу-сусіе ііпеаг саісиїаііоп изіп% ІРаІкег апсі КАВОВО тосіеїз. Рагатеіегз о/
ІІіезе тосіеїз я/еге іакеп іпіо ассоипі аз гапсіот яагіаЬІез.

Вступ
Більшість тримких елементів конструкцій за час їхньої експлуатації піддаються дії

випадкових експлуатаційних навантажень змінної амплітуди. Методи аналітичної
оцінки надійності та живучості елементів конструкцій, зокрема, їх імовірнісний аналіз,
часто застосовуються у випадках коли с мало випробувань або взагалі відсутні
повномасштабні випробування; при масовому виробництві деталей, коли затрати на
гарантійне обслуговування є обмеженими або неприйнятними; у випадках масового
виробництва, коли незначні зміни у технології виробництва призводять до значної
економії коштів.

Для оцінки втомної довговічності та прогнозування росту втомної тріщини (РВТ)
необхідно враховувати ймовірнісний розкид параметрів навантаження та властивостей
матеріалу, що є досить складною задачею. Для детерміністичного опису швидкості
втомної тріщини відомо багато різних підходів. В переважній більшості моделей
швидкість РВТ є функцією від коефіцієнта інтенсивності напружень (КІН) [1-5].

За останні ЗО років запропоновано багато моделей, які описують швидкість РВТ,
наприклад [1,2]. Ці моделі переважно ґрунтуються на підходах лінійної механіки
руйнування і їх можна записати у загальній формі

^- = /(АК,Ктт,К,атт,а), (1)
оту

де /(ДК ,Ктах> К, атМ1 а) - невід’ємна функція; N - кількість циклів навантаження;
а - довжина тріщини як функція від IV; ЛК=Ктах-Ктіп - розмах КІН; КтІЛ, Ктах —
мінімальний і максимальний КІН; В^Кпщ/Кма - коефіцієнт асиметрії циклу
навантаження; сгтах — максимальне напруження.

Для прогнозування швидкості росту втомної тріщини на середньоамплітудній
ділянці кінетичної діаграми втомного руйнування (КДВР) найбільш використовуваним
є рівняння Періса-Ердогана [2]

-^ = С(ДК)Л, (2)

та рівняння Уокера [3], яке враховує асиметрію циклу навантаження
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<3)

де С. ті п- сталі, визначені з експерименту.
Недоліком моделі Уокера с те, що вона не враховує низькоамплітудну та

високоамплітудні ділянки діаграми втомного руйнування (ДВР). Для прогнозування
РВ1 за змінного навантаження широкого застосування набула модель Формана [5]

^ = (с^"И('-яХКл-«»)] (-»)

котра задовільно описує ссредньоамплітудну та високоамплітудну ділянки ДВР.
Для опису всіх ділянок ДВР широко використовується модель КА86К.О, яка

записується у вигляді рівняння [6]: 

|  шах

де Сі, Л|, т, р, д — сталі, які визначаються з експерименту; Кдс — критичний КІН за
статичного навантаження, який визначають через критичний У/с-інтеграл; К/с — в’язкість
руйнування при циклічному навантаженні; АК,Л - пороговий КІН; ДКе^Ктах-Кпр -
ефективний розмах КІН; КІН розкриття тріщини.

Слід зауважити, що всі описані вище моделі є детермінованими і не відображають
фізичної суті процесів, які відбуваються у вістрі втомної тріщини при поширенні
тріщин. Крім того, експериментально визначені сталі у цих залежностях можуть
змінюватись у залежності від багатьох випадкових факторів - атмосферних умов
випробувань, розкиду параметрів прикладеного навантаження, термомеханічної
обробки, виплавки, допустимого розкиду компонентів хімічної композиції тощо.
Очевидно, що для адекватної оцінки РВТ треба враховувати випадковий розкид
детерміністичних параметрів, що описують РВТ. Зокрема, для врахування
статистичного розкиду швидкості РВТ, Уапц запропонував рівняння у наступному
вигляді [7]

= *(/)/( АК,^, Я, а, а), (6)
аі

де додатковий множник Х(і) - невід’ємний стаціонарний процес із середнім рівним
одиниці. Таким чином, детермінована функція /(АК,Ктах,К,<у,а) описує середню
швидкість РВТ, а випадковий процес Х(і) враховує її статистичний розкид.

Стохастична модель РВТ, яка отримується при розв’язанні рівняння Фокера-
Планка, що відповідає Марківському процесу для віднайдення статистичних
параметрів росту тріщини запропонована Ьіп [8,9]. Теорія Марківських ланцюгів для
аналізу проблем зародження та росту тріщин була застосована в [10]. Були також
запропоновані декілька моделей росту тріщини, які містять у собі дискретні та
випадкові процеси [11]. Слід відзначити пращо [12], де була застосована апроксимація
другого порядку дія опису стохастичного росту тріщини.

Проте, незважаючи на значну кількість наукових праць у даному напрямку,
актуальною є задача комплексного поєднання ймовірнісного та детерміністичного
підходів дія оцінки РВТ.

Методика експериментальних досліджень
Швидкість РВТ досліджували на електрогідравлічній машині СТМ-100 на

плоских прямокутних зразках з центральною тріщиною, виготовлених з алюмінієвого
сплаву ДІбчТ. Умовна границя текучості за кімнатної температури од? - 300 МПа,
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границя міцності ац= 430 МПа. Конструкція зразків розроблена згідно
з ГОСТ 25.506-85 [13]. Товщина пластини Ь = 4 мм, ширина (У = 100 ми, діаметр
центрального отвору - 5 млі. Детально методика дослідження циклічної
тріщи пості й кості описана в [14].

Коефіцієнт інтенсивності напруження обчислювали за формулою [16]
^=<^хГ, (7)

я/
'5ЄС----+ 0,06| ——(іР/2У= 1-0,025| —— (8)

де У - поправочна функція; І-а/2 - половина довжини тріщини; ГИ- ширина зразка.

Швидкість РВТ за сталої амплітуди навантаження
Експериментальні залежності швидкості РВТ в сплаві ДІбчТ від розмаху КІН за

різної асиметрії циклу навантаження взяті з праці [14].
Для апроксимації експериментальних даних використовували модель Уокера (3)

та модель МЛ86КО (5). На рис 1а). подано експериментальні та розрахункові
залежності швидкості РВТ від розмаху ДК, обчислені за моделлю Уокера.

Відомо, що в ефективних координатах швидкість росту втомної тріщини не
залежить від коефіцієнта асиметрії циклу навантаження. Ефективні КІН з урахуванням
асиметрії циклу навантаження обчислювали за формулою . Для сплаву
ДІбчТ величину ІУ обчислювали за формулою Елбера для сплаву 2024-ТЗ, який є
аналогом ДІбчТ [15].

її = 0,5 + 0,4Я-0,1Яг, (9)
Вказане рівняння справедливе для діапазону -0,1<К<0,7

Діаграма втомного руйнування сплаву ДІбчТ в ефективних координатах
зображена на рис. 16). Рівняння (9) задовільно описує експериментальні дані на
середньоамплітудній і високоамплітудній ділянках діаграми, за винятком даних при
К=0,7. Проте швидкість РВТ на припороговій ділянці в ефективних координатах не є
інваріантною до асиметрії циклу навантаження. Дані по швидкості РВТ при різних
асиметріях циклу навантаження були апроксимовані рівнянням ИА8ОКО (5) з
урахуванням (9).
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І 100 І

Рисунок І - Діаграми втомного руйнування сплаву ДІбчТ при 20°С: а) апроксимація за Уокером,
б) апроксимація за КА5ОВ.О.

Статистичний опис розкиду властивостей матеріалу
Для того, щоб побудувати функції розподілу параметра С, використовували

наступну схему. Випадковим чином за допомогою генератора псевдовипадкових чисел
вибирали число А, 5<к<20, к належить множині натуральних чисел. Далі випадковим
чином вибирали із середньоамплітудної ділянки ДВР к точок. Параметр п рівняння (2) 
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фіксували. Його значення л=3,578 визначили методом найменших квадратів для точок,
котрі входять у серсдньоамплітудну ділянку кінетичної діаграми втомного руйнування
сплаву ДІбчТ при Я=0. Для фіксованого значення п по к точках, методом найменших
квадратів визначали значення С. Описану процедуру повторювали 100 разів. У
результаті отриманий масив значень використовували як вхід програми для оцінки
значень найбільш поширених типів розподілів.

На рис 2. представлено кумулятивні функції розподілу коефіцієнта 18С рівняння
Періса (2) для сплаву ДІбчТ. Для врахування розкиду властивостей матеріалу параметр
С рівняння (2) розглядався як випадкова змінна

Для опису параметра 18С сплаву ДІбчТ використовувалися функції розподілу:

нормальну

логарифмічно-нормальну

Г(18С) = 1 |ехр

/*'(18С) = Ф

та Всйбулівську

У?(18С) = 1-ехр

(Ю)

(И)

(12)

де Ф- нормальна функція розподілу із середнім рівним 0 і стандартним відхиленням
рівним 1.

Параметри розподілу 18С, отримані внаслідок розрахунків, представлені в табл.1.

Припущення щодо
типів розподілу перевіряли
за критерієм Андерсона-
Дарлінга (А-Д). Цей
критерій використовується
для перевірки гіпотези про
те, що дані вибірки отримані
із генеральної сукупності із
певним типом розподілу. Це
є модифікація критерію
Колмогорова-Смірнова (К-
С), яка надає більше ваги
хвостам розподілу, аніж це
робить критерій К-С.
Критерій К-С не залежить
від розподілу в тому сенсі,
що критичні значення не
залежать від конкретного
розподілу, гіпотеза про який
перевіряється. У А-Д
критерії для конкретного
розподілу обчислюються
свої критичне значення.
Перевагою цього є 

Таблиця 1 - Параметри функцій розподілу 18С
Тип розподілу Параметри розподілу
нормальний Д а

8,014 0,0179
логарифмічно-
нормальний

Хо т аг
9,3202 1,3063 0,01371

Вейбулівський хо р П
8,2165 12,758 2,0996

Рисунок 2 - Кумулятивні функції розподілу І£ С на
ссредньоамплітудній ділянці КДВР сплаву ДІбчТ
при /?-0, п=3,578.

28



МЕХАНІКА ТА МАТЕРІАЛОЗНАВСТВО

можливість більш чутливого тестування, а недоліком той факт, що критичні значення
потрібно обчислювати для кожного розподілу.

Критерій А-Д є альтернативою критеріям та К-С.
Статистичне значення критерію Андсрсопа-Дарлінга визначається за формулою

** о/ _ 1ло=-м - £{адад)+іп(і - г0[2(ЛГ.Ж)і)}. (із)

де /го - кумулятивна функція розподілу, що тестується, із відповідними параметрами;
2(І) - і-тс сортоване, стандартизоване значення вибірки; Л/ - кількість елементів
вибірки. Зокрема, для нормального розподілу стандартизація здійснюється наступним
чином

а
(14)

Гіпотеза щодо розподілу із вказаними параметрами відкидається при певному
рівні значущості а (зазвичай а=0.05) для вибірки розміру М, якщо статистичне
значення Л-Д критерія більше, аніж критичне значення (СУ), тобто АВ>СУ. Критичні
значення також залежать від рівня значущості а.

А-Д критерій виконується для усіх трьох функцій розподілу. Статистичні та
критичні значення А-Д критерію подані в табл. 2.

Як випливає з рис. 2, дані функції досить добре описують експеримен тальні дані.
Для подальшого моделювання
використовували трьохпараметричну
Всйбулівську функцію розподілу.

Таблиця 2 - Статистичні та критичні
значення критерія А-Д

Параметр місцезнаходження цієї Тип розподілу АО СУ
функції дає змогу уникнути генерації нормальний 0,4256 0,754
значень, що відповідає фізичній суті логарифмічно-нормальний 0,4801 0,754
випадкової змінної ІцС. Вейбулівський 0,5093 0,757

Моделювання спектру навантаження
Пластини з шириною робочої ділянки 100 мм і товщиною 4 мм із центральною

тріщиною були піддані циклічному навантаженню. Для симуляції використовувався
стандартизований спектр навантаження типу Т\УІ8Т. Рівень напружень відповідав
напруженням, які виникають в
кореневому перерізі нижньої кромки
крила транспортного літака типу АН-140.
Типовий спектр навантаження
представлено на рис.З. При моделюванні
не бралися до уваги стискаючі
напруження. В табл.З приведено
розрахункові значення експлуатаційних
напружень (брутто) циклів, визначених
на основі спектру випадкових
навантажень у найбільш навантаженому
перерізі нижньої кореневої частини
крила транспортного літака АН-140, що

Таблиця 3 - Розрахункові напружен
ня циклів спектру експлуатаційного
навантаження крила транспортного літака
АН-140

ОТпах-» МІ Із с^лііпї МІІа
І 161,20 -14.05(0)
II 145,42 1,43
III 120,47 26,68
IV 103,55 43,31
V 91,79 55,36

виникають внаслідок турбулентності атмосфери при крейсерському польоті.
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Рисунок 3 - Фрагмент випадкової послідовності навантаження крила транспортного літака.

Імовірнісне моделювання росту втомних тріщин
Для імовірнісного прогнозування росту втомної тріщини використовували

рівняння Уоксра (3) та рівняння КА86КО (5). Коефіцієнти вказаних рівнянь для сплаву
ДІбчТ представлені в табл.4.

Коефіцієнти С та Сі рівнянь (3) та (5) розглядалися як випадкові змінні. Отримані
за допомогою методу Левенберга-Марквардта значення параметрів розподілів їв С
закладалися в програму об'їислення росту втомної тріщини. Для імовірнісного
обчислення кінцевої довжини тріщини за блок навантажень проводили 100 випадкових
симуляцій росту ВТОМНОЇ тріщини. В І-ТІЙ симуляції генерувалося випадкове ЧИСЛО Рі
(0<р, < 1, / = 1,2,...,100), по якому обчислювалися значення С, за формулою

С, = 10' де Г'^!) - обернена функція до

Навантаження вибиралося випадковим чином

Г(1%С). Отримане значення С/ закладали в Таблиця 4 - Коефіцієнти рів-
рівняння (3). Аналогічну процедуру здійснювали і нянь Уокера (3) та Т4А8ОКО (5)
тоді, коли моделювали ріст тріщини за рівнянням п Л| Р _2___
(5). 3,578 3,7627 0,25 0,25

із стандартизованого спектру навантаження типу Т5УІ8Т. В результаті відпрацювання
заданої кількості циклів навантаження на виході програми отримували текстовий файл
із значеннями кінцевої довжини тріщини. Далі значення кінцевої довжини тріщини
описувалися різними типами розподілів. На рис. 8 та 9 зображені залежності довжини
тріщин від кількості циклів навантаження. Як видно із цих рисунків, при моделювання
як за рівнянням Уоксра (3), так і за рівнянням ИА8СК.О (5) отримуються приблизно

Рисунок 5 - Кумулятивні функції розподілу
кінцевих довжин тріщин, моделювання за
Уокером.

Рисунок 4 - Густини розподілів кінцевих
довжин тріщин, моделювання за Уокером.
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МЕХАНІКА ТА МАТЕРІАЛОЗНАВСТВО

Функції густим розподілів та кумулятивні функції розподілів при моделюванні за
Уокером представлені на рис 4. та 5. Як видно із рис. 4, густини розподілу є майже
симетричні. Максимальне значення функцій густин розподілу (мода), досягається при
а=20,7 мм і вона співпадає із медіаною, тобто, значенням, на якому кумулятивна
функція розподілу досягає значення 0,5. Випадкова змінна визначається як функціонал
із імовірнісного простору (простору випадкових подій) на якийсь н-вимірний простір
(зазвичай на простір дійсних чисел). Цей и-вимірний простір є простором можливих
значень змінної, які є часто нічим іншим, як дійсними числами. Цс мається на увазі
далі, якщо не вказане щось інше.

Випадкова змінна повністю описується густиною ймовірності або кумулятивною
функцією розподілу. Функцією густини імовірності /(х) випадкової змінної X є
неперервна функція, що задовольняє умови:

Р(а<х<Ь) = \/{х)<іх

/(х) £ 0, Ух є Я
для двох дійсних чисел а і Ь, де а<Ь.

Таким чином, імовірність, що випадкова змінна X приймає значення з інтервалу
[а, £>] є площа під функцією густини від а до Ь.

Кумулятивна функція Р(х) є функцією випадкової змінної X, і визначається для х
як

Г(х') = Р(Х < х) = }/(ґ)Л (15)

Тобто, для заданої величини х, Г(х) є ймовірність того, що значення X буде менше
чи рівне за х. Наприклад, для величини а=20,6 мм ймовірність того, що довжина
тріщини буде менша чи рівна за 20,6 мм становить приблизно 0,35. Ймовірність того,
що розмір тріщини перевищить значення 21,1 дорівнює 0,08.

Рисунок 6 - Густини розподілів кінцевих
довжин тріщин, моделювання за МА56К.О.

Рисунок 7 - Кумулятивні функції розподілу .
кінцевих довжин тріщин, моделювання за
ИА5ОКО.

При використанні моделі 1ЧА8ОК.О отримали густини розподілів та кумулятивні
функції, зображені на рис. 6. та 7. Функції густини розподілу, отримані при
моделюванні РВТ за КА8ОК.О, володіють незначною асиметрією, а, отже, середнє
значення не збігається із модою і медіаною. Мода у випадку Вейбулівської функції
розподілу досягається в точці а=20,48 мм.

Кумулятивні функції розподілу, отримані за рівнянням КА8СКО, зміщені вліво
відносно кумулятивних функцій розподілу, котрі побудовані моделюванням за
Уокером приблизно на 0.2 мм. Загалом, ці функції розподілу виглядають майже
однаковими. Це свідчить про те, що моделювання за Уокером співпадає із
моделюванням за ИА8ОК.О через те, що модельовані напруження відповідали
середньоамплітудній ділянці ДВР.
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Рисунок 8 - Залежність довжини тріщини
від кількості циклів навантажування, розрахунок
за моделлю Уокера, а()=16 мм.

Рисунок 9 - Залежність довжини тріщини
від кількості циклів навантажування, розрахунок
за моделлю ИА8СВО, а,г= 16 мм.

Розкид кінцевої довжини тріщини, отриманий за моделлю Уокера, лежить в
межах від 20,40 мм до 20,98 мм, що дорівнює відповідно ймовірностям 111,6% та 89%.
Як видно із рис. 9, розкид кінцевої довжини тріщини при моделюванні за ^86К0
міститься в діапазоні від 20,31 мм до 20,94 мм, це відповідає ймовірностям 21% та 95%.

Висновки
1. Побудовано кумулятивні функції розподілу характеристик циклічної тріщино-

стійкості (параметра І^С рівняння Періса) алюмінієвого сплаву ДІбчТ у припущенні
нормального, логарифмічно-нормального та Всйбулівського законів розподілу.

2. Базуючись на моделі Уокера та №А86К.О, розроблено методику моделювання росту
втомної тріщини при випадковому навантаженні з урахуванням статистичного
розкиду характеристик механічних властивостей.

3. Промодельовано ріст втомних тріщин в пластині з центральним отвором із сплаву
ДІбчТ при випадковому навантажуванні з урахуванням розкиду параметра С
рівняння Періса. Отримано функції густини і кумулятивні функції кінцевих довжин
тріщини.
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