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Вступ
Створення сучасних адсорбційних технологій і матеріалів очищення розчинів

потребує вивчення механізмів кінетики та інтенсифікації адсорбційного масопереносу в
багатошарових неоднорідних середовищах різної природи. Цс вимагає розвитку нових
підходів моделювання, що дозволяють описувати вігутрішіно кінетику переносу з
урахуванням інтсрфейсних взаємодій та нестаціонарних режимів масопереносу на
масообмінних поверхнях. Проблеми математичного моделювання дифузійно-
адсорбційного масопереносу в однорідних і неоднорідних пористих середовищах та
методи побудови математичних розв’язків таких моделей були розглянуті в роботах
Ликова [6], Сергіснка, Скопецького, Дейнеки [9], Леїпока, Петрика [І-4], Егаіззагсі,
5>ргіпцие1-НиеІ, М’СокоІі-Кекеїе Ьаигепсе [7], Кагцег, Киіііуеп [8]. В [1,3], зокрема,
подана теорія інтегральних перетворень та практика їх застосувань для задач
масопереносу для неоднорідних і пористих середовищ з урахуванням системи
механізмів інтсрфейсних взаємодій між елементами переносу та нестаціонарних
режимів масообміну на масообмінних поверхнях. З використанням викладеної в [1]
методики в пропонованій праці побудовані і досліджені на ПК математичні моделі
окремих технологічних процесів адсорбційного очищення води рідини масопереносу
для однорідних і двоскладових напівобмежених робочих каналів з урахуванням
нестаціонарних технологічних режимів масообміну на масообмінних межах.

1 Математична модель адсорбційного масопереносу для напівобмеженого
однорідного середовища. Розглядається крайова задача адсорбційного масопереносу:
побудувати обмежений в області О = > 0,а є (/0>°°)} розв’язок системи рівнянь

ЗСгі,?) да(і,г\ . „ дгС г, ,
—+ + = + / /,а ; (1.1)

ОІ ОІ 02
^ = Р0(С-уа) (1.2)

180



МАТЕМАТИЧНЕ МОДЕЛЮВАННЯ. МАТЕМАТИКА. ФІЗИКА

з початковими умовами
С('’2)Іо=Со(2); °('’2)Ь ="<•(*) (із)

та крайовими умовами

<|'4)

Тут С(1,г), а(і,г) - концентрації адсорбованої речовини в рідинній (потоці очищуваної
рідини) та твердій (адсорбційній) фазах переносу; £>, - відповідно ефективний
коефіцієнт дифузії (стосовно напрямку переносу г) [м2/с]; До- загальний коефіцієнт 

(1-6)

дС' = 0. (1-7)

«п =аі"+Р^°;Хі =^і+Р/Гі-

масопередачі; /-коефіцієнт адсорбції; тр- константа хімічного перетворення речовини
(першого порядку); /(/,я)- розподілені джерела (стоки) мас. Диференціальне рівняння
(1.1) описує матеріальний баланс при переносі, рівняння (1.2) описує кінетику
фазового переходу при переносі. Крайові умови (1.4) подані в найзагальнішій формі,
яка враховує найрізноманітніші види масопереносу по границях, в тому числі наявність

нестаціонарних режимів масообміну (дифенціальний оператор — в крайових умовах)
ді

на граничних масообмінних межах з навколишнім середовищем.
Вважаючи припустимим виконання умов інтсі-рального перетворення Лапласа

стосовно часової змінної І [5]

(1.5)

та застосовуючи останнє до розглядуваної задачі (1)-(4), отримуємо у зображенні за
Лапласом крайову задачу: побудувати обмежений в області £>,= {я:яє(/„,<»)}
розв’язок рівняння:

^-д^С'=-Е\р,2)

за крайовими умовами

(«н 4 + Д°і )С* (А г)|= й)'о (р) + <а0І;
02 1

Тут прийняті позначення
Р* (Р,2) = 4“ (/* (А2) + Со (я) + —а0 (я)). ®оі =

Р + УРо

+’!,+л’г]

Зафіксуємо вітку, на якій Кед>0. Безпосередньо перевіряється, що розв’язком
крайової задачі (6),(7) є функція:

. е"р г .с (^,2) = —^----- =5-[й>0(р) + й>0І
-аид + Рп

Л(А^-
2Д® є"4™''

2р 2р -«ІЇ + Рн 2д ]

= 1К,(р,я)-®;(р)+1К,(р,я)^01 + (1.8)
+ 4-]£‘(Аг.<)[/,(А<)+С0(Ок+^І£*(Аг,<)-^-<7<> /0 =0.

Л о о р+уР0
Особливими точками головних розв’язків (функції Гріна 1К*(р,я) та

фундаментальної функції Е’ (р, я) є точки розгалуження
Р = <А Ад = “[А(1 + г) + пг ± д/д [А(1 + 2/) +272]+ (Д/ - р2] < 0.
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Звідси випливає, що в півплощині Ке^>0 головні розвязки 0х (р,г);
Е' (р, є аналітичними функціями. Тому за означенням знаходимо [5]:

/Г(/,7) = Г'[)К’(р,2)] = — °]н'Хр,х)ер'Рр= — рГ’(р,х)ерІ 8р = рГ‘(й-,х)е'’'Л =
2л7 2лі 2л

Ч = - * (й, 2)е"' кї; Е(/, 2,0 = -1 Ке[с* (й, 2, <)е“' .
Л о 77 о

Повертаючись у формулі (8) до оригіналу, отримуємо єдиний розв’язок вихідної
задачі:

С(/, г) = рР(/ - г, 2) ■ а)0 (т)8т + і/(/, г) • 0ОІ + -к / ]"£(/ - г, 2, <) х
0 ^-0 0

X [/('-£) + Са(г)к£/т + ]/Е(/ - г,■ ай(1.9)
0 0

а(1,2) = е■ а0 (2) + р. |е'Л('-г)С(т, г)8т = [д,С(г, г) + 8+ (т)а0 (2)]с/г , (1.10)
о о

<?,.(/) - дельта-функція, зосереджена в точці / = 0 + .

2 Модель адсорбційного масопсрсносу для напівобмсжсііого двоскладового
середовища. Розглядається масоперенос адсорбцією, який протікає у напівобмеженому
двосторонньому середовищі, замкненому двома шарами адсорбітами з різними фізико-
хімічними характеристиками. З урахуванням несгаціонарності масопереносу на
масообмінпих машинах можна сформулювати математичну задачу: побудувати
обмежений в області £>, ={(/,г):/> 0,2 є (/0,7,) о (/], оо)} розв’язок системи рівнянь:

^.+^.+л=о.^
ді ді * к " дгг (2-1)

= (2.2)

за початковими умовами
СД/’2ко=Соі(г); дД/,2)/=0=а0Д2)Д=/,2 (2.3)

крайовими умовами та умовами спряження за геометричною координатою г:
(“н +<5°і +/° С,(/,2)|^о =й»0(/); =0; (2.4)

Ж. +‘Уд т]Ь(/’г)" (2’5)
Н \ ОІ} 02 \ ОІУ

=®д(0, 7=1,2.

Припустимо, що шукані та задані функції вихідної задачі є оригіналом за
Лапласом стосовно і. Застосувавши до задачі (2.1) - (2.5) інтегральне перетворення
Лапласа, отримаємо крайову задачу [5]: побудувати обмежений на множині
/, = |г:хє(/0,/|)и(/2,со),/0 >0} розв’язок системи диференціальних рівнянь

82С’к(р,х\ 2 1 .. .
(р,2) = -—/г (р,г), к=1,2 (2.6)

за крайовими умовами
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4 / аг
та умовами спряження

= ®д(р), 7=1,2.

(2.7)

(2.8)

У рівносттях (2.6) — (2.8) прийняті позначення:
= (р2 + р[ Рк (1+гк)+ії ]+Рк Г Л* )к* (Р+А гк )]■',

^>‘і(Р) = (р) + о>у >01, ®А01 =[(^, ^+г],)с0і(2)-(<5;2 4//Л + /;2)с02(2)]^| , (2.9)

а> (р) = (р) + <«0І = (р) + (<?» сі/ск + у» )с0| (2)| ..,о; у = 1,2;

Фундаментальну систему розв'язків для диференціального рівняння Фур'є
(л2 М2 — <72 )у = 0 утворюють функції V, =ехр(-дг) та ?2=схр(+дг) або їх лінійні

комбінації ?! = сИдг та ?2 =зИдг [1].
Загальний розв'язок крайової задачі (2.6)-(2.8) будуємо за правилами [1]:

А
Сі’ (Р,2) = 4 сЛ<?! г + В, ій?! г + / Е\ (р, г.О^і" (р,

(2.10)
С2-(Л2) = В7е-*-'<> +]е'2(р,2,С)Г^р,Ж

'і
У рівностях (2.10) беруть участь функції Коші [1]:

£«, 2 г) —_____1 |Фц(?іА>><?і2)Фц(9|(| Лі£)’ (о<2<^"<А (2 11)
дІД1І(р)ІФ?І(<ї17оЛіОФ:і(?і/і,912), /»<<<2</і’

(2.12)
1 (д / д 2), /| <2<<<сс

Крайова умова в точці 2 = /0 та умови спряження (2.8) в точці г = /( дають
алгебраїчну систему з трьох рівнянь:

(?|/о)4 + (р)> _ (2.і3)
У}' М+УІЇ(9/і+ (“д^2 " Р'п ) В2 = + ^2С'2’ = 1’2-

У рівностях (2.11)-(2.13) беруть участьфункцГї:
И;І(дІ/„) = а;71^1/я+^7^Л- т=0>11

и;2(9|/„)=г;9,сл?1/я +р^ич,іт,
Д7і(^^о>9|(|)еДд(Р) = ^н (^іА), 7 = 1,2,

С,= (?,«<<<,

Дц(р) /|“|2Ч2 7*12

С2|(Р) ~^11Р'} ~а\Р1) ’ а”) ~ а">'+ Р^"’> ’ Рт) = Рш) + РТр.]^

8/2 - символ Кронекера, Кед, >0, у = 1,2.
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Припустимо, що виконана умова однозначної розв'язності крайової задачі (2.6)-
(2.8): для р — ст + іх з Ке р - сг > а0, де а0 - абсциса збіжності інтеграла Лапласа, та
Іт р = х є (-<»,ч-оо) визначник алгебраїчної системи (2.13) відмінний від нуля

А(Р) = ("22Ч2 - Р'22 К і (р) - («і'292 - Рп Кі </>) * 0 • (2‘14)

Визначимо головні розв'язки даної крайової задачі:
І) породжені неоднорідністю системи (2.6) функції впливу

1 |фп>9іг)^'2д2 -Рп)Ф2І(зЛ.ЯіО"
<7ід(Р) [Ф“1(9,/О,91^)[(а|12<72 -ДгНі^іМЯі2)-

~ /?22 )ф|І (<?|А>4|2).

/0 <2<<С/1

/0 <<<2</( ’

Я|’2(р,2^)=-^1ф’(д|/019|2)Є-^(<-'І)>

Д(р)

Я2,І(р,2,О = -£^Ф?1(?І/0,91О^,г(2Ч,\ (2-15)

1 [е-^-,')[д„(р)Фи?2/,Л22)-
<72Д(р)1е-«(--'‘>[Д11(р)Ф,22(92/1,92<)-

-Д2І(р)ф]2(<72/|,<?22) , /|<2<<<оо
-Д2і(р)Ф!2(92/|,92^)1 /|<<<2<оо’

2) породжені крайовою умовою в точці 2 = Іа функції Гріна

І (Р> 2) = а/ ч [(а22?2 — ^2г)ф1|(9|^І>Р)г)~(аі2Р2 - А2)Ф2і(9іА><?і2)]»
Д(р)

»К2(р,2) = ^?|Є-^<--''>; (2.16)
Д(р)

3) породжені неоднорідністю умов спряження (2.8) функції Гріна
Лп.І(р,2) = -^=Дф?1(7І/в^І2). /?;и(р,2) = -^^-~Д'2Ф?,(д,70,?,2),

Д(р) Д(р)
Лю(р,2)=-^^'^, л;12(А2)=^М£1е-<'н--б>. (217)

Д(р) Д(р)
У результаті однозначної розв'язності алгебраїчної системи (2.13), підстановки

одержаних значень ЛІг В,, В2 у рівності (2.10) після низки елементарних перетворень
маємо єдиний розв'язок крайової задачі (2.6)-(2.8):

С’ (р,г) = (р, г)ш! (р)+£ в;, у (р, х)&‘, (р)+

/. (2.18)
+ Ін', (р,2,(р,+ |/у;2(Р>2,у=і>2

/о /|
Особливими точками вище згаданих головних розв’язків є точки розгалуження:
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Р'л +7і)+* у/(~^+Г + А (А 0+2г*)+2^)] < °-

Звідси випливає, що у півплощині К.е р > 0 побудовані головні розв’язки с
аналітичними функціями. За означенням оригіналів головних розв’язків вихідної задачі
(2.1) - (2.5) маємо [35]:
а) породжені крайовою умовою в точці г=10 функції Гріна

=г- (Р,2)]=А ] к (р>2)е« =

(2.19)
= А (/^,г)е,''Л =— |Ке^И'1’і (/.9,2)е'’']е/г,Л = 1,2;

б) породжені неднорідністю умов спряження функції Гріна
0>2) = Г* [я;„ (р,2)] = -]ке[/?;|Л («,2)е"]Л; (2.20)

п о

в) породжені неоднорідністю системи (початкових умов) функції впливу
нк,(.1,2,^= ГІ[//;(р,2,о]=1/Ке[я;(«,2,Ое,''>, У = 1,2. (2.21)

Я- о

Повертаючись до оригіналу у формі (2.9), отримаємо єдиний розв’язок вихідної
змішаної задачі (2.1)-(2.5):

(/, 2) = (/ — Т, 2)й>0 (т)сіт + И^и (і, 2)й>0І + Лщ (ґ, 2)й>|0 І + г)й,20.І "*■
о

+ рі ІЛ (' - 2>І І (г)л + р2|Л (/ - т, 2)<У2І (т)<1т + (2.22)
0 о

+ Йтг~ |7Мі(/,2,О«0*(43<, /2=“.
0*1 "І /4|-|

ак(і,2) = е~РіГі' аок(2)+/Зк ^Ск(1 -т,2)е~р*пт сіт (2.23)
о

"0 V +Р»|/і|/

З Числове моделювання і аналіз концентраційних полів
Розглядається задача адсорбційного масопереносу для процесу очищення питної

води від хімічно активних речовин (органічних сполук, фенолів), вміст яких у воді
визначається інтегральним показігиком хімічного забруднення ХСК (хімічне
споживання кисню), що необхідний для їх нейтралізації. Використання сучасних
адсорбційних технологій дозволяє суттєво знизити індекс ХСК питної води без
додаткових капітале- та енерговитрат на додаткове доочищення води. Для числового
моделювання використовується розвязок моделі адсорбційного масопереносу для
однорідного одновимірного напівобмеженого каналу (реального середовища переносу)
(1.9)-(1.10).

Початкові дані, основні технологічні обмеження і допущення, що
використовувались при числовому моделюванні. Розв’язок математичної моделі
(2.16) — (2.18) реалізований у вигляді пакету прикладних програм на мові
камп’ютерного математичного моделювання Маріє 7 при таких обмеженнях:

1) С|,_0=С0 =сопзІ - приведена (безрозмірна) концентрація * (індекс ХСК) в
робочому середовищі в рідинній фазі в початковий момент часу;
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2) значення констант в початкових та крайових умовах: = <5°| = /ц = 0;

“п=1; ®0=°;
—2

3) О =0.000004---- ефективний коефіцієнт дифузії для середовища - система
х

рідина- тверде пористе тіло (вода-активованс вугілля ) [98];
4) р= 0.1; 1.15; 0.2; 0.4, [з'1] - загальний коефіцієнт масопереносу, що враховує

ступінь пористості адсорбенту;
5) у = 1.5-є-1.4 - константа адсорбції (безрозмірна величина) або кінетичний

параметр, що визначає швидкість поглинання адсорбентом (активованим вугіллям)
адсорбованої речовини( органічних сполук) з води;

6) а|,.0=а0 = сопхІ - безрозмірна ХСК у твердій фазі( в адсорбції у початковий

момент часу): Со = 1; а0 = 10"5;
 • 1-2 - . -7) 2 -- ----- безрозмірна геометрична координата довжини робочого каналу.

00

Аналіз кінетики адсорбції. Результати числового моделювання на ПІС процесу
адсорбційного масопереносу згідно з математичною моделлю (1.1) - (1.3) та
початковими умовами і основними технологічними обмеженими, поданими вище,
показані на рис. 1—5.

Рисунок 1 - Нестаціонарні просторово-розподілені поля розподілів концентрацій ХСК С(т,г) у

Н2О: /7=0.01; у’ = 0.

186



МАТЕМАТИЧНЕ МОДЕЛЮВАННЯ. МАТЕМАТИКА. ФІЗИКА

Рисунок 2- Нестаціонарні просторово-розподілені поля розподілів концентрацій ХСК С(г,г) у

Н2О: /7=0.1; = 0.

Рисунок 3 - Нестаціонарні просторово-розподілені поля розподілів концентрацій ХСК С(т,з) у

Н2О: /7=0.15; г,°, =0.
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Рисунок 4 - Нестаціонарні просторово-розподілені поля розподілів концентрацій ХСК С(г,г) у

Н2О: /7=0.2; у» =0.

Н2О: /7=0.4; у’=0.

Аналіз концентраційних профілів - полів нестаціонарних просторово-
розподілених концентрацій ХСК у рідинній фазі для адсорбційного масопереносу
(рис. 1- 5) показує наступне. Із ростом коефіцієнта масопереносу /3 від 0,01 до 0,1
тривалість адсорбції зменшується від 400 до 250 одиниць (тут т - приведений
(безрозмірний) час). Отже, найкращі результати щодо мінімізації тривалості очищення 
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при заданому ступені очищення (С^л^сІО'5) показують такі адсорбційні матеріали:
активоване вугілля із показником р > 0.4.

При зміні положення безрозмірної геометричної координати г від 1 до нуля, що
відповідає зміні геометричної змінної 2 від 0 до оо, профілі розподілу концентрацій —
ХСК в рідинній фазі (воді) у робочому каналі змінюються наступним чином. У
початковий момент часу приведена концентрація ХСК в рідинній фазі адсорбційного
середовища дорівнює 1, що відповідає початковій умові (2). З ростом часу т від 0 до
100- 150 одиниць (рис. 1) спостерігаємо стадію експоненціального спаду концентрації

), причому при прямуванні г від 1 до 0 С(г,2*) різко падає до нуля.
Наступною важливою стадією (т змінюється від 150 до 300 одиниць), з точки

зору керування технологічним процесом, є стадія відносно пологого (квазілінійного)
спаду концентрацій С(т,г’) по довжині всієї робочої області, що свідчить про вихід
процесу на режим стабілізації - стаїгу динамічної рівноваги процесу адсорбції, що
виникає між концетраціями адсорбтиву (поглинутої) речовини порами адсорбенту та
рівноважною їй концентрації в рідкій фазі. Режим стабілізації (стан динамічної
рівноваги) процесу наступає практично для усіх ділянок робочого середовища при
діапазоні зміни т від 300 - 350 одиниць і більше. Це дає змогу технологічно узгодити
максимальну тривалість протікання процесу очистки на одиницю маси з максимально
допустимою довжиною робочого каналу при заданому ступені очищення (Слопуст<10’5).

Аналізуючи картину кінетики процесу відповідно до отриманих графічних
залежностей (рис. 1-5), можна встановити іцс одну важливу особливість. При
наближенні безрозмірної геометричної координати 2 до 1 та г' —> 0 ми спостерігаємо
збіжність конценраційних профілів до їх значень, визначених крайовими умовами
задачі(З) (дані фізичних експериметів), що ще раз підкреслює вірогідність
математичного і чисельного розв’язку моделі та її адекватність даним фізичного
експерименту.

На рис. 6 показана інтегральна функція ефективності поглинання адсорбцією
органічних домішок, розчинених у воді, яка визначається за формулою:

5(г) = ^а(г,2’)о!г’
о

при різних значеннях константи адсорбції /:(/, =1.1;/2 =1.4), які визначають різний
ступінь поглинання адсорбтиву (адсорбції ХСК).
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Інтегральна функція ефективності адсорбції ХСК 5(г) дає змогу розраховувати
кількість поглиненої адсорбованої маси на одиницю маси адсорбенту або вхідного
потоку. Як видно з рис. 6, при положенні часу т = 200 одиниць, то відповідає половині
тривалості технологічного циклу адсорбції, адсорбент поглинає понад 80%
максимально можливої кількості маси, яку він може поглинути (5,(200) «80%);

(5,(200) «85%).
Впродовж другого періоду технологічної тривалості процесу т« 200 т 400

одиниць поглинається від 15 до 20 відсотків маси . Найочевидніше, що це є стадія
„топкого поглинання” адсорбенту, що відповідає стадії тонкої очистки рідини і
потребує подальшого дослідження і аналізу: оцінки технічних параметрів.

Висновки
З використанням методів інтегрального перетворення Лапласа та функцій

впливу Коші побудовані точні аналітичні розв’язки математичних моделей
адсорбційного переносу для однорідних і двоскладових напівобмежених середовищ
стосовно систем технологічного очищення води. Здійснено числове моделювання
концентраційних полів досліджуваних технологічних систем очищення з урахуванням
нестаціонарних технологічних режимів масообміну на масообмінних межах.
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