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Висновки
Отримані результати можна застосовувати при побудові зображень тривимірних

об'єктів, коли приймач розташований на невеликій відстані від об’єкта, іцо не дає
можливості використовувати ортогональне проектування, зокрема, при відновленні
форми тривимірного об’скгу за напівтонами і в системах розпізнавання зображень.
Зображення, побудовані на основі цієї моделі, є більш реальними, оскільки враховано
залежність освітленості від відстані.
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ПІДСУМОВУВАННЯ ФУНКЦІОНАЛЬНИХ РЯДІВ
МЕТОДОМ СКІНЧЕННОГО ГІБРИДНОГО ІНТЕГРАЛЬНОГО

ПЕРЕТВОРЕННЯ ТИПУ ЛЕЖАНДРА 2-ГО РОДУ - ФУР’Є -
(КОНТОРОВИЧА-ЛЄБЄДЄВА)

Методом порівняння розв 'язку крайової задачі на полярній осі /?0 > 0 з двома точками
спряження для сепаратної системи модифікованих диференціальних рівнянь Лежандри, Фур’с та
Бесселя, побудованого, з одного боку, методом функцій Коші, а з другого боку - методом скінченного
гібридного інтегрального перетворення типу Лежандра-Фур 'с - (Конторовича-Лсбсдсва), підсумовано
поліпараметричну сім'ю функціональних рядів за системою власних елементів даного гібридного
диференціального оператора.
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М. Ьепуик; М. 8ксІе5<ОУ5ка

81ІММАКІ8І1ЧС ОЕ ТНЕ ЕІЛЧСТКЖАЬ 8ЕКІЕ8 В¥ ТНЕ МЕТНОО
ОЕ ЕІИАТЕ НУВКП) ІІЧТЕСПАЬ ТКА^ГОКМАТІСЖ

ОЕ ТНЕ 2-М) ЬЕУЕЬ ЬЕСЕНПКЕ - ЕІЛНЕП -
(КОМТОКОУІСН-ЬЕВЕВУЕУ) ТУРЕ

Іізіп£ іНе сотразіоп тсііюсі о/ зоїх’іп^; І Не Ьоипгіагу іазк оп іНе роїаг ах із гіс. /?0 >0 \9ІіН то
соирііпд роіпіз[ог іііе зерагпіе зузіет о/іНе тосіірссі сНЦегепЧаі і.с^епсіге. Еигіег апсі Ваз.зеі едиаііопз, Ьчіїї,
оп опе Наші, Ну /Не КозНісг/ипсііоп теїНосі, апсі, оп ІНе оіНсг Наші, Ьу /Не/Іпііе НуЬгісі іпіе^гаї Ігапз/огтаїіоп
о/ /Не І.сусшігс-Гигіег (КопіопуиісН-ЬсЬесіуеу) іуре, ІІіе роїурагатеїгіс /атіїу о/ іНе /ипсііопаї хегіех
ассогсііпу іо /Не ітп еіетепіз зузіет о/іНе %шеп НуЬгісі сіі]]егспІіаІ орегаїог, Нах Ьееп зиттагізесі.

Вступ. В сучасних довідниках [1-3] підсумовані функціональні ряди, загальні
члени яких залежать від спеціальних функцій математичної фізики одного характеру:
тригонометричних, функцій Бссселя, функцій Лежандра тощо. Розв’язування задач
математичної фізики для неоднорідних середовищ (при моделюванні фізико-іехнічних
характеристик за різними законами) вимагає підсумовувати функціональні ряди, в яких
загальні члени с суперпозиціями спеціальних функцій математичної фізики різного
характеру.

В даній статті здійснено підсумовування однієї сім’ї поліпарамегричних
функціональних рядів за суперпозицією спеціальних функцій Лежандра Л„ та В^‘, 

(1)

(2)

(3)= й)д; у, А: = 1,2.

за крайовими умовами

( аг )

тригонометричних функцій і спеціальних функцій Бесселя Са та £>„.
Побудуємо обмежений на множині

12 = {г : г є (7?0,Л| )о (/?|,Т?2)о (^2’°°)’
розв’язок сепаратної системи звичайних диференціальних рівнянь Лежандра, Фур’є і
Бссселя для модифікованих функцій

-7Т_92 |«2(г)=-Я2(4 ''є(Л1>Л2);
аг )

і умовами спряження

V аг

С1Л ’с2* >0>

сі
<1г

У системі (1) беруть участь диференціальні оператори Лежандра [4]
Л» +СіЬг%г + У~^/Зіїг * Бссселя [5]

Ва =^^7 2 +{2а + \)г‘У(іг + а2-Я2г2; д>0, 2а + 1>0, 2є(0,°о).

Умови на коефіцієнти:

суі —а2)Р\) ~а\)Ргі-> —
Фундаментальну систему розв’язків для рівняння Лежандра (ад-9і)'/ = 0

утворюють приєднані модифіковані функції Лежандра 1-го роду (с^г) ' 2'го

= £о.
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роду і!‘(скг) [4], фундаментальну систему розв’язків для рівняння Фур’є

(сі2/сіг2 — ^2)і> = 0 утворюють функції сй<?г та лйг/г [6], а для рівняння Бссселя
(в„-?2\ = о - модифіковані функції Бесселя 1-го роду Л,„(Лг) та 2-го роду Кд^(Аг)

[5].
Наявність фундаментальної системи розв’язків дас можливість будувати

розв’язок крайової задачі (1)-(3) методом функцій Коші [6, 7]:
",

мІ(г)=ЛІР*(сйг)+ЯІ^(сйг)+ ^Е}(г,р)&\р\чкрсір, V! =-  ̂+ ^,
«6

Іг=р+0

Іг=р-0

. _2а+І

= 0: = 0;

«з

Тут Е^(г,р) - функції Коші [6, 7]:

д^п(сЛЛ0’сЛ/?і) '■

и=о;
4/г >',^/Іг=р+0

^(г)=5ЙГ, Р2(г)=1, <Рз(г) =
Припустимо, що функція Коші

Е^С^ЧсИ^+О^ЛсНгХ К0<г<р<КІ
Е,(г,р) = +

Ех = С2Р^(скг)+ О2^ (сИг\ К0<р<г<К,

Властивості (5) дають алгебраїчну систему:
(С2-С^(сИКІЇ+(О2 -£>,)^(сй/?1)=0;

(С2 - С, )РУ;' (сйЯ,)+ (Г>2 - £>, )< (сйЯ,)=--1-.
1 1 5Л Г

Звідси одержуємо співвідношення:
С2 - С, = -В„ (д, )й* (сйЯ, \ £>2 - О, = В„ (?| )/>' (сйЯ,).

Доповнимо рівняннями:
[ „0 , п0 І &
\а\\~Г + Р\\ И-1
V аг )

(аІ і + /?п і^і

V аг )
Алгебраїчна система (7) внаслідок рівностсй (6) набуває вигляду:

2^\ {сИК0 >7, + 2^ (сИК0 )Л( = 0;

2^,(сйЛ, )С, + 2^,2 (с!іКх )О( = Вр (я, (сІїК,, сИр).
Звідси знаходимо:

и2 (г) = Л2сНд2г + В2хкд2г + |й?2 (г, р)^2 (р\1р,

оо
(/•)= В2КЧУ ,„(Лг)+ |£з(г,р)£з(р)р2“~'4р -

Яг

г=ЯЬ

= 0: 2^; (сйЯ, )с2 + г^і^сй/г, )Р2 = о.
г=я,

(4)

(5)

(6)

(7)

(8)
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Д,,;||(сЛЛО>сЛЛі)
Г'^сНК^сІїр).

Цим функція Коші Е}(г,р) визначена і в силу симетрії відносно діагоналі г = р 
мас структуру:

Яо < г < р < Я,

Л^’|О|(СЛЛО>СЛР)^;11(СЛЛ1>СЛГ)> К0 < Р < Г < ЛІ

У рівностях (7)-(9) беруть участь функції:
= а^ННтР^\сІіПт)+ 0%Р» (сЛЯ„,),

= а^НКт^(сМт)+ 01 ^(сНИт),

(сИКт,сИг} = 2^[(сНКт)і* (сЛг)-2^(с№т}Р»(еНг),

Д;;>1 (еЛЛо.еЛК,) = 2Г£°’ (сЛ/?0)Х^^ (сЛЯ,)-

-2^(сИК0)2^(сЛЯ,), Я„(9,) = + у
2г\72 + ?і+/')

Нехай функція Коші

£2 з СісНд2г + 79|6Й^2г, <г < р < Я2

£2 з С2с/»72г + О2тЛ</2г, Я, < р < г < Я2
Властивості (5) функції Коші дають алгебраїчну систему з двох рівнянь:

(С2 - С, )с/ід2р + (Рг ~ Р ^Ч2Р = °/
(С2 - С, >Л<?2р + (і»2 - £>, ]с>Щ2р = -д2’.

Звідси знаходимо співвідношення:
С2 ~С\ =Ч2ЗІ'Ч2Р^ -£>1 =-Я2сИЧ2Р-

Доповнимо рівності (10) рівняннями:

= 0: И/; (92Я, )С, + И'22 (?2Я, )Д, = о,-
г=«,V аг )

аг
= 0 : ^'(ч2Р2)С2 + У^(Ч2^2 = 0.

-я2
Внаслідок співвідношень (10) система (11) набуває вигляду:

+И2 (92^)0, =0,-
Уп^2^ +^(92^)0, =?2',Ф?)(ї2^2.92Р)

Згідно з правилом Крамера маємо:
Уп(Ч2^)^'| - '( У'р ' 7 р ) ФИ (^2 ^2 уЧ2Р\

Ч2^\\\Ч2^\^Ч2^2)

(9)

(Ю)

(И)

Цим функція Коші

2А ~V --\^\{Я2К2^Ч2Р)
Ч2^\\\Я2^\>Ч2^2І

Егіг^р} визначена і внаслідок симетрії відносно діагоналі
г = р мас структуру:
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Е^г 1|Ф!2(‘72^І>92Г)ФІ!|(?2Л2,<72Р),Л1 <Г<р<Л2 (]2^
<72АІ1(^2ЛІ^2Л2)[фІ2(</2ЛІ’92Р)Фп('72Л2^2г).Лі < Р < Г < Я2

У рінностях (11), (12) беруть участь функції:
^Д' {Чі^т) - а”кЧ15^Ч2^т + >

^Д 2 (-7 2 ) - а"к 42 С^Ч2 + Р^к^Чг ’

фд (?2*„,42г) = У? (Чгпт )сИд2г - V? (д2 Кт }^<]2г,

Ад (-72*1,<72*2) = ^2 (-72*1 XV (<72*2 )~ ^2 (<72*> XV (^2 *2 )•
Нехай функція Коші

*з(''.р) =
*з « 0,(Аг) + О,КЧіа(Лг\ К2 < г < р < а>

Ь * Сг1ч,А^)+О2^А^\ К2<р<г<^

Із умови обмеження при г —> оо випливає, що С2 = 0.
Властивості (5) функції Коші дають:

-срЧі.а^р)АОі -)кЧіЛлр)=0;

- с^а(лр)+ (д2 - о, )к'Чі_М = •
Лр

Звідси отримуємо співвідношення:
С, = Л2аК^а(Лр\ Д2 -Д, = Л^І^Лр). (13)

Будемо вимагати, щоб
р2~ + Д2і*3 = ,̂.а;І2(^*2К’1+^*;>2(ЛЛ2)ОІ=0. (14)

Із рівностей (13), (14) знаходимо, що
Д2 = -^“(^,а;І2(^*2))''^'а.І2(^*2.^)-

Цим функція Коші Е3(г,р^ визначена і внаслідок симетрії відносно діаіоналі 
г — р має структуру:

г \ Я" \^Ч].а(ЛР)^.а.І2(^2^\ *2 <Г<р<<х>
Е3(г,р) =-----—---- ------г( . . (15)

иЧі.а-\іУЯ2 ) |к9з а (ЛгУ¥2іа.п (ЛИ2,Лр\ К2<р<г<са

У рівностях (14), (15) беруть участь функції:
^'.о;д (ЯЛт)= /?; >|/,).„(ллт) + а;л2лт/,з+|.а1|(2ля,),

и£Ак №А=+Р7к }к^а{АЕт)-а^Л2КтКч^а^т).
І Кт І

^а.А (ЛЯ„, Лг)=(ллт )КЧі_а (Аг) - и^к (ЛКт )іЧі_а (Лг).
Повернемось до формул (4). Умова в точці г = 7?0 і умови спряження (3) для

визначення величин АІ (у = 1,2) та Вк (А = 1,3 ) дають алгебраїчну систему:
^'?!(сЛ*оИ +2^2(сй/?0)/?1 =^0,

+г^2,И*І)*і -^2(92*.)*2 = (16)

= ^уі"іі +<5,2(<У2і +Сіг)- 7 = 1.2.
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2

«1

23 = -СІ2

л,

Л| АцО/2Й|,</2й2)

"Г Кч,.Ллр) , х 2„ |
177а—77Т\Л(р)р
х,ч^.п

Рр(Я2^г)^2 + 0/2 ^2 )^2 72(^2)^ ~ ^_/|°>|2 + ^р(й>22 + ^2.1)-

У системі (16) беруть участь функції
с„ Р^(М0,сІгр)

ФЇг^ц^гр) <>, (р 1/р +
1^2^42*2) 1 /Є’-'

і символ Кропсксра 8^ .
Введемо до розгляду функції:

Л„,-у 0/) ~ ^ч^.а.22^.^2 )Ду| ІЯі^І • Я2^2 )“ ^^.а..32 0^2 )ДрО/з^і ><?2 ^2 )>

//,,. 2 0/) = Д V,. 11 ■ С^Р\ )Д 2; 0/2 ^1 • Я2 ^2 ) -

^,;2і^сВ^0'с^і)^і)(я2^і'Яг^г)’ 7 — 1.2.

®„,з0'.'/) = Д»„| І (сііК0.сііК} >1’22(92^1 •‘/2'')- Д"..2| (сйй0.сЛЯ, )ф!2(</2^і .(/2Г).

^а. гО’.?) = ^</,.«.12 0^2 У^2І (.Я2^2'Я2г)~^ч,.а:22(^2 )Ф|1 0/2^2 •</2г)-

Припустимо, що виконана умова однозначної розв’язності крайової задачі (1)-
(3): визначник алгебраїчної системи (16) відмінний від нуля

А„.„ <Я)~ А^,. 11 (сЛЛо • с//Лі )ла:2 0/)~ Д^.2| (сЛй0. сйй, )Ла , (<?) =

= Уд1а^2 )^.> 0/)"^.«.12(^2К.2(9)*0.
Визначимо головні розв’язки крайової задачі (1)-(3):

1) породжені неоднорідністю системи (1) функції впливу
И ( у. ^п^о.сЛг)Иа

(сИК0,сИр\ла 2О/)/7"',(сйй|.еЛг)-

-Л, і(?)^2і(сАЛі>сА/’)1 КО < Г < Р < ЛІ ’

- Л. і (я)Р^'2} (сЛЛ| .сЛг)) /?0 < р < г < й.

Иил320-. р.я) = А Р„';?і И/?о.сйг)0а 2(р,д),

И,1.а.330-. Р-я) = Ті(сЛЛо• сігг)КЧі а (Яр),

И^;2\{г> Р- Я) = С,'' ■ \ хЛ^Ті (сЛ/?0. СЙр)Є)а..20".Я),
■^К\ А//Л(д)

, ч _ 1 |®;,.і(г,д)О„.,г(р,д). Й! < Г < р < К2,
Х,Л.22 г.р.Ч дгК^(д)\&>І.і(р,д)^а.2(г,д), Кі<р<г<К2,

Нр.аЛз (г. Р. Я) = ^Д^®р.з (гРіУ^а (2р),

ЯА.а 31 (г. р.д) = - .р--2/ х і°і (^й0 ,скр)К (Яг),

Мр.а.ЗгО'’ Р,я) = д С|2(д)0Д-' (р^^КЧ>.а

(18)
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2)

’’ и,а,33 V * д ( \ ,

~ ВК.\ (ч^П №2 > ^)] Л2 < Г < р < 00 ;

“ Д/(;І (^2 . *р)] Л2<Д<ґ<сс

породжені крайовою умовою в точці г =Я0 функції Гріна

^,а;І І (''.?) = -- І4.І (сА/?( ,СЙг)- Аа2 (я)?'^ (сЛЯ, ,сЛг)], 

= -^-Атг Г71• &^ЧІ
В/А.Яі№Лі Лр.„(9)

^’ВІВ/АЯі)^„.а(я)
породжені неоднорідністю умов спряження функції Гріна

л^1|(г’9)=І^^и(сЛ/г°’сАг)’ Л'<^і(г,9)=--^^/;^(сйЛ0,сЛг),

^иі2(^9) = -у^^“п;22(ЯЛ2Х^(сАЛ0,сЛг),

в'^.22 (г, ч) = у^)С«.і2 (^2 (сМ0,сІгг),

в1.а, 11 я) = - У"/ V ® а-2 (ґ, ч\ Л2 2} (г, ч) = - ■ —0о;2 (ґ,ч),
А,,.<Ая) ^рАя)

„2 <Х ^.а.22^2)^ ( . _2 ( . ^2^)^ ( .
ЛдЛ;12Г^) =------ - ---- 7-Х— ®кз{г,ч), л ^,4) =----і----- 7-у— ®„.і(г,ч),

л,І.'Ля) ьРЛя)

в^.і 1 (г,ч) = ^(сИЛ^сИЛ, )КЧ)а(^), (20)

^л;2|(г,7) = дС|2^)Д*,:ІІ (сИК0 ’СЛЛ' ^Чу.а (М ’

в1.а.п(г,ч) = ^^.КЧіЛЛг\ (г,ч^--^^КЧ]_М.
^Ая)

У результаті однозначної розв’язності алгебраїчної системи (16), підстановки
одержаних значень Ау та Вк у формули (4) маємо єдиний розв’язок крайової задачі
(1)-(3):

2 Иг
и2 (г) = у ('•>ЧЇЛо + 22 Кн.аЛ (г’+ ] ЯР^.УІ (г» Ая}&\(р^рсір +

«2 =0 <21)

+ Р/^;22(^А9)«2(р)Ф+ У = 1.3-
Я, я2

Побудуємо обмежений на множині І2 розв’язок крайової задачі (1)-(3) методом
скінченного гібридного інтегрального перетворення, породженого на множині /2
гібридним диференціальним оператором (ГДО)
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= 0(г - яо№ - На,, + 0(г - Я, >(Я2 - г+ 0{г - Я2 )д„ . (22)

За область визначення оператора Мприймемо множину
»('•)= {^НягНязН з такими властивостями: І)
/('•)=І\1к1('’)];Я2 (г}> Дакз(г)]( неперервна на множині

крайові умови
1іт[г^3(г)]=0;
Г-НЮ

С вектор-функцій
вектор-функція

2) справджуються

(23)

= 0; у,к = !,2.

3) справджуються умови спряження

(24)

Для будь-яких двох елементів н(г) та и(г) із С в силу умов спряження (24)
випливає базова тотожність:

[н7(г>;(г)-і/;(г)у7(г)]г д =^-[му+і(г>;+і(г)-м;и(г)ру+І(г)] у = ї,2. (25)
7 сі/ 1

Якщо визначити вагову функцію
<т(г)= 0(г- КО)О(К} - гугх.ікг + 9(г - Кх}в{К2 -г)сг2 + 0(г - К2)сг3г2а,

де Ст| =С|1С|2(с2|С22.?йЛ|) ', ст, =с)2с^, сг3 = К2^2а+’\ і скалярний добуток
оо /?І СО

(ц,у)= |ш’Сґ(г)<7г = |и1(г)у|(г)сГ|5ЛпІ>Ч- |м2(т)у2(г)сг2гй-+ ^»з(г)Уз(г)о’зГ2а~ІЛ‘, (26)
Ко Ко /?І /?2

то методом інтегрування частинами встановлюємо, що

(4>..в["1*)« = («> Мц.а М)-
«о Яо

Звідси випливає, що ГДО М>іа самоспряжений оператор, отже, його спектр
дійсний [8]. Можна вважати, що спектральний параметр Дє(0,со). Оскільки оператор
Мра не має па множині /2 особливих точок, то спектр дискретний [8]. Йому
відповідає дискретна спектральна функція. З метою знаходження власних елементів
(спектра й спектральної функції) ГДО Мра розглянемо спектральну задачу Штур.ма-
Ліувілля: побудувати пенульовий розв’язок сепаратної системи звичайних
диференціальних рівнянь Лежандра, Фур’с та Бесселя

(к^Ь2У^а.\г,р)=^ гє(й0,Я,);

I + Ь2 ('• Д) = 0, г є (Я,, Я2 ); (27)
у

{ва+Ь2У^3(г,р) = О, гє(П2,со)

за однорідними крайовими умовами (23) і однорідними умовами спряження (24);
Ьу(Д) = (д2 + , к2 >0,/ = ^.

Фундаментальну систему розв’язків для рівняння Лежандра (л^ + Ь2 = 0

утворюють приєднані функції Лежандра А-у2^с,гг^ та в-у2^скг^ М’
фундаментальну систему розв’язків для рівняння Бесселя \Ва +Ь2р> = 0 утворюють 
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функції Са(Лг,Ь) та £>„(Аг,Л) [9], фундаментальну систему розв’язків для рівняння
Фур’с (сі2/сіг2 + Ь2 )у = 0 утворюють тригонометричні функції СО5ЙГ і біпйг {6].

Якщо покласти:
^;і(г>/?) = А^-(^г)+ ВуВ^.(скг\ V)’ =~У2 + іЬі,

Ур,а.2(Г’Р) = ^2 СОзЬ2Г+ В2 БІп/>2Г , (28)
УР^Аг,р)= В.П^Ьу),

то умова в точці г = Вп і умови спряження в точках г = Кк дають однорідну
алгебраїчну систему:

У^скВ^А, +Уу2(скКа)В{ =0;

у^Ссйл^л, +г*«(сля,)в( -л2у”(л2л,)-в2уу2(Мі)=о;

у2,і(й2Л2)л2+у“(й2Л2)Д2-^2(ЛЛ2,й3)й3=О, / = 1,2. (29)
У системі (29) беруть участь функції:

уу^ (скВ^а^кВ^. (скВт)+ р^А». (скВт),

УУ^сИК") = (скВт )+ Р”к В'- (скВт),

^к (Л2 Кт ) = Ь2 5ІП Ь2 Вт + Р”к СОБ Ь2 В„ ,

(62 Кт ) = а"1к ^2 СО5 Ь2 Кт+Р"к^П Ь2 >

%^У2 (™2 А)=«22 (2Л2, ь3)+р22 оа(лв2,ь3).
Визначимо функції:

ІР) = ^22^2 Р>3 (к2Я,,Ь2В2 )- Х*2 (ЛВ2 ,к3 )Зу2 (Ь2К,,Ь2В2 ),

ЬК.І (Р) = ^.,21 (сМо^кВ} )3}2(Ь2ВІ,Ь2В2}-

-зуукв^скв^ь^ь^),

3^ (скВ^скВ,) = У^;(скВ0)У^(скВ,)-уу2(ск/їо)уу‘ (скВ,),

^2к (р2^1 ’ ^2 ^2 ) ~ И/2 (^2)^кІ (^2 ^2 )~ У/2 (^2 ^1 Х*к\^2^2 \ 7~ 1»2.
Для того, щоб алгебраїчна система (29) мала нснульовий розв’язок, необхідно й

досить, щоб її визначник був рівний нулю [10]:
#Р.а (Р) *а?!2 (ЛЯ2, Ь3 )Ьр.2 (Р) - Х^22 (ЯЯ2,Ь3 ^;| (Д) =

= 3^ |(САЛ0,сЛЛІ)аа.2(д)-^;2і(СЙЛ0,сЛЛ1)бга;І(Д) = 0.

Згідно з роботою [11] маємо твердження.
Теорема 1 (про дискретний спектр). Корені Дп трансцендентного рівняння (ЗО)

складають дискретний спектр ГДО Мр а: дійсні, різні, симетричні відносно точки
Р = 0 і на півосі Р > 0 утворюють монотонно зростаючу числову послідовність з
єдиною точкою скупчення Р = СО .

У результаті розв’язання алгебраїчної системи (29) при Р = Р„ стандартним
способом [10] і підстановки отриманих значень А} та Вк в рівності (28) маємо функції:

^.а;І Рп ) = ^2П^2^2,Ь3п )[г2і, {скК0 )В^ (скг) -

- У?'02 (скпо )А^. (скг)] у;„ = - У2 + ік}п,
Пі»»1 • Чн XX.
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У,,.а-2 (г. А,) = Х^12(ЛЯ2,Ь3п )|<5£.( ,(сЛЛо.сЛЛ, Ш^л*. ,Ь2пг)~

~ К| ,Л2„г)|

Ьр.,(/}„)Оа(Лг,Ь3п), (ЗІ)
Ь2п =ЬАРп)={Рп +к*)'/2 > «’'2(62»Лі»А2лГ)=',п(*2яЛ|)сО5&2лГ-

-^'(йглЛ^зіпб^г, у = 1,3,/ = 1,2.
Визначимо спектральну функцію

V,,.. (г, Р„)=^0(г- Яу_, >{Я, - г)И„ а., (г, рп )+ 0(г - Я2 )Ира.3(г, р„ ) (32)

з квадратом норми
Ц^.а ('■» Рп }|2 = ]К.а (г. Рп )Р О-(г>. (33)

«о
Теорема 2 (про спектральну функцію). Система власних функцій {г/( п{г,Рп)]" ,

ортогональна на множині І2 з ваговою функцією сг(г), повна і замкнута.
Теорема 3 (про зображення рядом Фур’с). Будь-яка вектор-функція §(г)єС7

зображається абсолютно і рівномірно збіжним на множині /2‘ рядом Фур’с за системою
власних (спектральних) вектор-функцій а (г, Рп )}“ (:

«(Г) = £ (а Рп У(рУ1Р ■ . (34)

Ряд Фур’є (34) визначає пряме Н а і обернене Н~\а скінченне гібридне
інтегральне перетворення типу Лежандра 2-го роду - Фур’с - (Коиторовича-Лєбєдсва),
породжене на множині 12 ГДО Мр п :

^.ак(’’)]= = 8п = Еї,л 1 (35)
Яо '='

Я;М>л] = £Ял^.а(^^л(Ка('-,/’л)||2') ' 3 8(г). (36)
л=!

Теорема 4 (про основну тотожність). Якщо вектор-функція #(г) є С, функції
(т) задовольняють неоднорідну крайову умову в точці г - Ко і неоднорідні умови

спряження (3), то справджується основна тотожність інтеїрального перетворення ГДО
Мр а, визначеного рівністю (22):

Яр,«к^к(г)]]=-Д„2Іл -Е^2І/л -о-іУЙЯоИ>,лі(Ло.А)8о +
Г=1

+ 22^* ~^кц.а-.,п(Рп)ш\к\ «/| = <Т15ЛЛ|С||', СІ2 = О"2С12 , (37)
*=1

2^.а{Рп) = /*л)| , = 1.2-

Запишемо сисгему (1) у матричній формі:
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к,(г)

ЯзИ
(38)

(39)

Припустимо, що

К2
••у^АгуРпУ\^г<1г І”Идл;2

Л п,

Інтеїральний оператор IIр а згідно з правилом (35) зобразимо у вигляді
операторної матриці-рядка:

Гк'

в,
тах^2;^;??}=9з • Покладемо всюди

=<7з £0, у =1,3. Застосуємо до системи (38) за правилом множення матриць
операторну матрицю-рядок (39). Внаслідок тотожності (37) маємо алгебраїчне
рівняння:

(Л2 +9зХ =Іп -°'і'уЛ/?о(аІО|) І^л;і(Л0,Л)^о +

А=І
Звідси одержуємо, що функція

” Р>ЯІ
2

+Е**
Л=І

л І2 {.Рп ) а;22 (Рп )
-----«2 , 2' "і*Рп + Чз Рп+ Чз

(40)

Оператор Н \а згідно з правилом (36) як обернений до (39) зобразимо у вигляді
операторної матриці-стовпця:

л-1
КЛ'-./'Л’)''

Е-
л-1

Х-^А^Рп]
_ Л-І

^ьдГ)'1
(41)

Застосувавши за правилом множення матриць операторну матрицю-стовпець
(41) до матриці-елементу [нл], де функція ип визначена формулою (40), маємо єдиний
розв’язок крайової задачі (1)-(3):
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»Аг)=ХипУ^{г,рМ^а{г,р„1 І = Хт-~0-^2—Нх
Л І 4 7 л-І (““ііД^л 4 <7з)

(42)

(Рп) Ь* >

(43)

^і^о.ЛХ
(44)

(45)

(46)

Гріна

у ^ял.гг

у
і/л.)

г =(сг15ЛЛ0)‘Чг>;хх.1у(г,д}, у =1,3;

Функції впливу Н)іа^(г,р,д) визначені рівностями (18), функції
^р.а.\)(г->ч) — рівностями (19), а функції Гріна К2ліЛ(г,д) умов спряження —
формулами (20). Оскільки вони не залежать від нерівності (уз — то можна

покласти <?2 = </2 = = <?о > 0, звужуючи при цьому сім’ю функціональних рядів.
Основна теорема. Якіцо вектор-функція §(г) задовольняє умови теореми про

основну тотожність і виконується умова (17) однозначної розв’язності крайової задачі
(1)-(3), то справджуються формули (43)-(46) підсумовування поліпараметричних
функціональних рядів за власними елементами ГДО М, визначеного рівністю (22).

(г->Рп)^кща.\1(Рп) р2Л -

= ІЇ^а,2кМ к = 1,2,у =1,3;

«7,
+ г

«І
\ 2 Гґш

^^„.а-З^РпРгзіР^зР^'сІр + ^СІї X5-

(г. Рп УР.а.2 (р, Рп ) Й2 (р)^2^Р + ЇЇ X
/ «2\ л=І

= ~^'^.а.иМ А: =1.2,/= 1,3.

(-«нАА2 + Чз

^г^.і2(РпК,

- \Х5^л(г,р^

^.а-ЛРп)
(Рп +92з)Мг./ЦГ ’

Порівнюючи розв’язки (21) і (42), в силу єдиності маємо наступні формули
підсумовування поліпараметричних функціональних рядів:

У' Урл-.і(Г’>Рп)Уща-.к(Р>Рп) -І., / ї • 2. Гт
---- Тії----- ------^_ = о’л 7>л = 1>3;

- о-^чЛЛойо + її Х/^^л(г’Рп)1/,,.а.і(р,Р„)^і(р)(Тіх/ірс/р +
! дДлд ;

Висновок
Результати роботи можуть бути використані при підсумовуванні

функціональних рядів за власними елементами відповідних гібридних диференціальних
операторів, які появляються при моделюванні фізико-технічиих процесів у
неоднорідних середовищах.
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АЛГОРИТМ ДЛЯ ВИЗНАЧЕННЯ ПОЛОЖЕННЯ
ОБ’ЄКТІВ КОЛОВОЇ ФОРМИ НА ЗОБРАЖЕННІ

У статті описано алгоритм для розпізнавання положення колових об'єктів на контурних
бінарних зображеннях. Його застосування дозволить скоротити час аналізу зображ ення порівняно зі
стандартним алгоритмом. що використовує перетворення Хоха. Розроблено необхідне математичне
забезпечення для практичної реалізації запропонованого методу розпізнавання колових об'єктів за
допомогою ЕОМ. Роботу алгоритму проаналізовано на ряді тестових та реальних зображень. Показано
залежність точності розпізнавання від рівня шумів. Дослідження показали, що пропонований метод
мож на ефективно використовувати для розпізнавання положення колових об ‘ектів на зображеннях.

І.КопоуаІепко

ТНЕ АЬСОВІТНМ ГОВ КЕСОС1ЧІТЮ1Ч ОГ А РО8IТIОN
ОЕ СІПСНЬАВ ОВЛЕСТ8 ОN ІМАСЕ8

/л іНе агИсІе /Не аіцогіїНт /ог гесо%пИіоп о/а рохіїіоп о/сігсиїиг оН]есІх оп Ьіпагу ітиуех іх гіехсгіЬеіі
// /Не арріісаііоп чеііі аііте ю ге(!исе Пте о/ ітаде апиіухіх ситрагей чеіїН хіашіагіі аІцогіїНт. нНісН ихех
НоиуН Ігапх/огтаїіоп. ТНе песеххагу хо/і\еаге /ог ргисіісаі геаіісаііоп о/ аІуогііНт іх сіеиеіоресі. ТНе жогА о/
оДегед аіцогіїНт їх апаїухеїі оп а питЬег о/ ІехІ апсі геаі ітацех. ТНе 8ерет1епсе о/ еДісіепсу о/ гесоупіііоп
<>п а Іеуеі о/ поіхе іх хНон'п. А гехеагсН Них хНон’п /На/ /Не <>{Теге<1 теїНої! сап еДесіЬ»еІу Не ихесі /ог
гесоупі/іоп о/а рохИіоп о/сігсиіаг оНуссіх оп іти(’ех.
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