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В багатьох технологічних процесах елементи конструкцій піддаються значним 

силовим і температурним навантаженням, в результаті яких в деяких областях конструкції 

виникають незворотні пластичні деформації. Після повного зняття навантаження в таких 

конструкціях виникають залишкові напруження і деформації, які можуть мати значний 

вплив на експлуатаційні властивості таких конструкцій. На даний час для розв’язування 

подібних задач використовуються часто наближені методи, основані на використанні 

теорем про розвантаження, розрахунково-експериментальні методи [1,2,3], а також методи, 

основані на теорії пластичної течії [4,5]. Останні математичні моделі досить складні і не 

завжди задовольняють необхідній точності при відслідковуванні поверхні навантаження в 

процесі пластичного деформування. Тому в роботі пропонується математична модель, 

основана на деформаційній теорії пластичності, яка узагальнена на випадок врахування 

розвантаження 

Для розв’язування таких задач пропонується створення оригінального проблемно-

орієнтованого математичного забезпечення, що дозволяє синтезування робочих програм з 

готових моделюючих блоків і інформаційних баз. 

Для моделювання процесів пружно пластичного деформування пропонуємо 

використовувати теорію малих термопружно пластичних деформацій, узагальнену на 

випадок врахування розвантаження [6]. 

Фізичні співвідношення малих пружно пластичних деформацій можуть бути 

записані у вигляді [6] 
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Величини i  і i  – інтенсивності напружень 
ijs  і 

ije , які обчислюються за формулами 
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де індексом (1) позначені величини, які зафіксовані в момент початку розвантаження. 

Очевидно, що якщо в даній точці ще розвантаження не спостерігалося, то величини 

i  і i  перетворюються в звичайні інтенсивності напружень i  і i . 

На етапі початкового деформування з ненапруженого і недеформованого стану в 

точках, в яких здійснюється активне навантаження, інтенсивність повної деформації 

дорівнює сумі інтенсивностей пружної і пластичної складових деформацій  

𝜀𝑖 = 𝜀𝑖
𝑝 + 𝜀𝑖

𝑒 . 

Фізичні співвідношення (1) на цьому етапі мають вигляд 
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Залежність між інтенсивностями напружень і деформацій на цьому етапі для 

більшості конструктивних матеріалів можна записати у вигляді 

 

 
 
 

 

, ,
3

,

, ,

si
s i is

is

i i

i
s i is

is

T
T

G T
T

T




  


 


  




  


   

 
  
 

. 
(4) 

де  s T  – границя текучості матеріалу, яка залежить від температури. Аналогічну 

залежність  ,i i T   можна отримати на основі принципу Мазінга [7], якщо його 

узагальнити на неізотермічні процеси деформування. В результаті такого узагальнення 

знайдемо 
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Фізичні співвідношення (2) можна подати розв’язаними відносно компонент тензора 

деформацій або відносно компонент тензора напружень 

𝜀𝑖𝑗 = −
𝜓̃

2𝐺
[

𝐺

𝐺1
𝜎𝑖𝑗

(1)
− 𝜎𝑖𝑗 −

(1 + 𝑣)𝜓̃ − (1 − 2𝑣)

(1 + 𝑣)𝜓̃
𝛿𝑖𝑗 (

𝐺

𝐺𝑚
𝜎0

(1)
− 𝜎0)] − 𝛿𝑖𝑗(𝜀𝑇(1) − 𝜀𝑇)

+ 𝜀𝑖𝑗
(1)

, 

𝜎𝑖𝑗 =
𝐺

𝐺1
𝜎𝑖𝑗

(1)
−

2𝐺

𝜓̃
[𝜀𝑖𝑗

(1)
− 𝜀𝑖𝑗 +

𝜓̃(1 + 𝜈)

1 − 2𝜈
𝛿𝑖𝑗 [(𝜀0

(1)
− 𝜀0) − (𝜀𝑇(1) − 𝜀𝑇)] − 𝛿𝑖𝑗(𝜀0

(1)
− 𝜀0)]. 

Пластичні деформації при цьому визначаються за формулами 
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За даною методикою розв’язано ряд практичних задач, зокрема таких як зварювання 

тонкостінних елементів конструкцій, наплавлення з метою зміцнення чи відновлювання 

експлуатаційних властивостей. 
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