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Abstract. In the work, the initial-boundary value problem of thermal conductivity for thin 
layers and shells is obtained under the assumption of a polynomial distribution of temperature 
along the thickness of an arbitrary order. 
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 Дослідження напружено-деформованого стану тонких елементів конструкцій, 
які працюють в умовах інтенсивного нерівномірного нагріву, потребує попереднього 
визначення температурного поля. Однією з проблем, які при цьому виникають, є 
приведення трьохмірної задачі теплопровідності до деякої двохмірної задачі 
теплопровідності для тонких пластин і оболонок. Більшість авторів використовують 
припущення про постійність температури за товщиною, або про лінійний розподіл 
температури по товщині. Ці припущення не завжди оправдуються. Особливо великі 
похибки при визначенні температурного поля появляються в початкові моменти 
інтенсивного одностороннього нагріву, як це має місце, наприклад, при індукційному 
наплавленні.  
 Приведення просторової задачі теплопровідності до двохмірної проводилося 
багатьма авторами при використанні різних припущень. В роботі [1] використовується 
операторний метод в комплексі з методом усереднення температури по товщині стінки. 
Отримані наближені рівняння, які відповідають лінійному і кубічному розподілу 
температури по товщині оболонки. В роботі [2] зміна температури за товщиною 
оболонки апроксимується поліномами довільного порядку. Визначення температурного 
поля зводиться до розв’язування системи диференціальних рівнянь відносно деяких 
інтегральних за товщиною характеристик температурного поля. Ці рівняння не 
враховують термопружного розсіювання  енергії і внутрішніх джерел тепла, що 
важливо в задачах індукційного нагріву. 
 Використаємо рівняння теплопровідності в криволінійних координатах [1] 

 
(1) 

де 

 

 

(2) 
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   Розписуючи останній член в операторі  і нехтуючи членами  і  
порівняно з одиницею, після деяких перетворень рівняння (1) приведеться до вигляду 

 
(3) 

де  

 
(4) 

Шукаємо рjзв’язок рівняння (3) у вигляді [2]  

 
(5) 

Введемо позначення 

 

(6) 

 Помножимо рівняння (3) на  і проінтегруємо по товщині оболонки. Після 
доволі громіздких перетворень отримаємо 

 

 

 

(7) 

Тут позначено  

 Нехай на лицьових поверхнях  виконуються умови конвективного 
теплообміну із зовнішнім середовищем: 

 

 

(8) 

Враховуючи умови (8) можна показати, що 

 
де позначено 

 
Після підстановки знайдених виразів в рівняння (7), останнє приведеться до 

такого виду 
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(9) 

На контурі оболонки теж використовуємо умови конвективного теплообміну із 
зовнішнім середовищем 

 
Після перетворення цієї умови з врахуванням (6) дістанемо відповідні умови для 

функцій  

 (10) 

Тут позначено 

 
 

Якщо в початковий момент часу виконується умова 
 

то після перетворення вона прийме вигляд 

 

 
(11) 

 Таким чином задача звелася до початково-крайової задачі (9-11) відносно 
температурних моментів  . Однак в праві частини рівнянь (9) і 
граничної умови (10) входять величини  

 
 Підставляючи  (5) у вираз для  (6), знайдемо 

 

 
(12) 

 Обмежуючись деякою кількістю членів ряду  в (11), отримаємо систему 
алгебраїчних рівнянь, з якої можна визначити функції  через . Для 
прикладу, коли , рівняння (11) запишуться  

 

 
Розв’язавши отриману систему рівнянь відносно  , знайдемо 

 

 

(13) 
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 Враховуючи (12) і (5) дістанемо 

 (14) 

 Підставляючи знайдені значення в рівняння (9) і позначивши ,  
отримаємо наступну систему рівнянь  

 

 

 

 

 

 

 

 
 Таким чином ми отримали початково-крайову задачу для знаходження  

Для цього потрібно розв’язати отриману систему рівнянь при граничних 
умовах (10) і початкових умовах (11). Враховуючи (14) граничні умови (10) запишуться 
так 

 

 
 Зауважимо, що для розв’язування задачі використовується метод ітерацій. 
Значення функцій  на нульовій ітерації приймаються рівними нулю. 
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