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Нехай в стані спокою мембрана займає круг радіуса q з центром в початку 

координат. В полярних координатах ,r   рівняння кола мембрани буде r q . 

Відхилення точок мембрани від положення рівноваги  , ,u r t  задовольняє 

диференціальне рівняння 
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та крайову умову 

 , 0u q   .  (3) 

Застосовуючи метод Фур‘є розподілу змінних, візьмемо 

     , , ,u r t r T t     (4) 

і після відокремлення змінних отримаємо 
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Ми прирівняли відношення сталій 
2 , бо перше з відношень (5) не залежить 

від полярних координат, а друге – від часу. З (5) знаходимо 
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Функція   залежить від двох полярних координат ,r  ; продовжуючи метод 

розподілу змінних, беремо 

     ,r R r     , (7) 

після відокремлення змінних маємо 
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Тут аналогічно до попереднього введено нову сталу 
2 . З (5) та (8) маємо такі 

рівняння для шуканих функцій , ,T R  . 
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Друге рівняння легко інтегрується: 
( ) ( )cos sinn nA n B n    . (10) 

Третє рівняння (9) перепишемо так: 
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Для функції  R r  отримали диференціальне рівняння Бесселя. Його загальний 

розв‘язок 

     1 2 2nR r C I r C N r    , (12) 

де    ,n nI r N r  функції Бесселя. 

Оскільки розв‘язок повинен бути скінченним, необхідно взяти 2 0C   ( бо при 

0r   маємо 
nN  ). Без обмеження шуканого розв‘язку  , ,u r t , можна далі 

вважати, що 1 1C  . 

 

Так як мембрана закріплена по колу r q , то 
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власні числа 

 
 

 1,2...

n
n i

i i
q


   , (14) 

яким відповідають власні функції 
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Отже, 
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Загальний розв‘язок задачі про коливання круглої мембрани можна знайти 

методом суперпозиції 
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Розглянуто випадок, коли центр мембрани відхилено при  t=0  на малу висоту h  

і відпущено без початкової швидкості 

   1 ; 0
r

f r h F r
q

 
   

 
,  (18) 

         0 0 0

0
1

, cos sini i i i i
i

u r t I r a t a t




      ,   (19) 

           0 0 0

0 0
1 1

, .i i i i i
i i

f r I r F r a I r
 

 

           (20) 


