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ПРО ОДНУ ЗАДАЧУ ДИФУЗІЇ ТЕПЛА ДЛЯ КУСКОВО- 

ОДНОРІДНИХ СЕРЕДОВИЩ З М'ЯКИМИ МЕЖАМИ 

 

Методом фундаментальних функцій побудовано точний аналітичний розв'язок 

алгоритмічного характеру задачі дифузії тепла для кусково-однорідного трискладового 
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розв'язку сепаратної системи класичних рівнянь теплопровідності параболічного і  

 - параболічного типу [1] 
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Тут оператор Лежандра [2] 
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Ми вважаємо, що виконані умови на коефіцієнти: ,02 j  ,0ja  ,03
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Припустимо, що шукані функції ),( rtv j  є оригіналами Лапласа щодо змінної t [3]. У 

зображенні за Лапласом задачі (1) - (4) ставиться у відповіднiсть задача побудови 

обмеженого на множині І2 розв'язку сепаратної системи звичайних диференціальних 

рівнянь 2-го порядку [4] 

  ),(,)(),(),( 11
*

1
*
1

2
12

2

Rrrgrpfrpvq
dr

d















  

  ),(,)(),(),( 212
*
2

*
2

2
22

2

RRrrgrpfrpvq
dr

d















                                   (5) 

                                ),(,)(),(),( 323
*

3
*
3

2
3 RRrrgrpfrpvq   

за крайовими умовами 

;1,0,0
*
1  m

dr

vd
rm

m

)()(')( 33
3
2233

3
22

*
33

3
22

3

22 3
RgRgpv

dr

d
Rr  








        (6) 

та умовами спряження 

.2,1;)(),(),( **
122

*
11 



























  jprpv

dr

d
rpv

dr

d
jkjkRrk

k
j

k

jk
k
j

k

j k
             (7) 



МАТЕМАТИЧНЕ  МОДЕЛЮВАННЯ.  МАТЕМАТИКА.  ФІЗИКА 
 

 125 

У рівностях (5) - (7) прийняті позначення: 
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Зауваження: можна завжди змінити початкові дані так, щоб 
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Побудову розв'язків задачі (5) - (7) проведемо методом функції Коші [4,5]. 

Фундаментальну систему розв'язків для рівняння 0*2
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Обмежений на множині І2 розв'язок задачі (5) - (7) будемо шукати за правилами 

[4]: 







1

11
32

1
3

*
1

*
1

)(
1

*
1 ,),(),,(),(

R
Rrq

qdprpeArpv E  

 
2

1

,),(),,()()(),( *
2

*
22222

*
2

R

R

dprprqshBrqchArpv E                             (8) 

 
3

2

33
.),(),,()()(),( *

3
*
333

*
3

R

R

dshprpshrLBchrPArpv 





E  

Тут ),,(* rpjE  )3,1( j  - функції Коші [4,5]: 
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Визначимо функції 
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Безпосередньо перевіряється, що за функції Коші можна взяти функції 
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Крайові умови (6) та умови спряження (7) для визначення величин  3,1jA j  i 

 3,2kBk  дають алгебраїчну систему з п'яти рівнянь: 
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У системі (12) беруть участь функції: 
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Припустимо, що виконана умова однозначної розв'язності даної крайової 

задачі: для isp   з ,Re 0 p  де 0 - абсциса збіжності інтеграла Лапласа, та 

),(Im  sp  визначник алгебраїчної системи (12): 
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Тут прийняті позначення: 
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У результаті однозначної розв'язності алгебраїчної системи (12), підстановки 

одержаних виразів  3,1jA j  та  3,2kBk  у формули (8), отримуємо єдиний 

розв'язок задачі (5) - (7): 
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У рівностях (15) беруть участь : а) породжені крайовою умовою (6) функції 

Гріна: 

 
 

,
)(

2
),(

)(221

32
1

32
1

2

22*
31,

11 Rrq
e

p

qc

q

q

shR

c
rpW
















 

 
 

),,(
)(

12
),( 3

32
1

32
1

2

22*
32, rpS

pq

q

shR

c
rpW








 


                                                           (16) 

).,(
)(

1
),( 4

*
33, rpS

p
rpW





  

б) породжені неоднорідністю системи (5) функції впливу: 
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в) породжені неоднорідністю умов спряження функції Гріна: 

,)(
)(

1 )(
2,

*
1,11

11

3

Rrq
ep

p











AR                          ;)(
)(

1 )(
1,

*
1,21

11

3

Rrq
ep

p











AR  

,)(
)(

)(
22,

221*
1,12

11

3

Rrq
ep

p

qc 










R                       ;)(
)(

)(

12,
221*

1,22
11

3

Rrq
ep

p

qc 










R  

),,(
)(

2

1

211
1

21*
2,11 rpS

p

q








R                              );,(

)(
2

1
111

1
11*

2,21 rpS
p

q








R  



ВІСНИК ТЕРНОПІЛЬСЬКОГО ДЕРЖАВНОГО ТЕХНІЧНОГО УНІВЕРСИТЕТУ. 2002. Том 7. № 4 
 

 128 

),,(
)(

3
22;*

2,12
3 rpS

p







R                                           );,(

)(
3

12;*
2,22

3 rpS
p







R                   (18) 

  );,(
)(

3
3,

22;

1
211

1
21

212*
3,11

3
chrchRq

p

qc 




 FR 


      ),,(
)(

)(
3

3,

22;
2*

3,12
3

chrchR
p

p 




F
B

R


       

  );,(
)(

3
3,

22;

1

111
1

11
212*

3,21
3

chrchRq
p

qc 




 FR 


    ).,(
)(

)(
3

3,

22;
1*

3,22
3

chrchR
p

p 




F
B

R


  

Повертаючись в рівностях (15) до оригіналу, одержуємо єдиний розв'язок 

задачі теплопровідності (1) - (4): 
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Тут за означенням [3] 
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Якщо прийняти позначення 
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то послідовно будемо мати: 

,cos)(sin)()(
2,

;

1,

;

1,

; 32
1

32
1

32
1  

m
m

jkibm
m

jkibm
m

jkib
chRYchRYchRZ

    

;)()()( 3
2,

;

1,

;

2,

; 32
1

32
1

32
1 bthchRiYchRYchRZ m

m

jkibm
m

jkibm
m

jkib


  

);,()()(

)()()sin(cos),(

322;33
31,

22;2
22,

2;

3
32,

22;2
21,

2;3322;

32
1

32
1

32
1

32
1

32
1

32
1

chRchRchRYchRY

chRYchRYbithchRchR

jibibjib

ibjibjib






















 

);,(

)()()()(),(

,

;3

2,

;

1,

;3
,

;

32
1

32
1

32
1

32
1

32
1

32
1

chrchRf

chAchRYchrBchRYchrchR

m
m

jkib

ibm
m

jkibibm
m

jkibm
m

jkib
























 F

 

);(),(),(

),(),()exp)((

;33212;22122

3222;221213
22

;

32
1

32
1

32
1

32
1









jibibj

ibjjib

aichRchRRbRb

chRchRRbRbiiA














 

 

   

)].()([

)(~)(~)(
~

)(
~

)(
~~)(

~~)exp)((

1,12,3

1;

1
212;

1
111;

1
212;

1
113

1;

1
211

1
212;

1
111

1
113

22

32
1

32
1

32
1

32
1

32
1

32
1














ibi

aaibaai

aibaibii

ibibibib

ibib
















 





 






 









 

Визначимо функції: 
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В силу леми Жордана й теореми Коші [3] одержуємо: 
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Якщо врахувати, що 
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то згідно формули (19) отримуємо єдиний розв'язок параболічної задачі (1) - (4) 
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При відомих вектор-функціях  321 ,, ffff   і  321 ,, gggg  та функціях 

)(3 t  і )(tjk  )2,1,( kj  вектор-функція  ),();,();,(),( 321 rtvrtvrtvrtv   описує 

однозначно процес дифузії тепла в даному трискладовому середовищі з м'якими 

межами. Якщо покласти ,0m
jk ,0m

jk  то одержимо відповідний розв'язок 

параболічної задачі для даного середовища з жорсткими (по відношенню до відбиття 

хвиль) межами. 
The method of fundamental functions constructs exact analytical solution of algorithmic character of 

the task дифузий of heat for the piece - homogeneous three-composite environment with soft boundaries.  
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