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ОБЧИСЛЕННЯ НЕВЛАСНИХ ІНТЕГРАЛІВ  МЕТОДОМ  

ГІБРИДНОГО ІНТЕГРАЛЬНОГО ПЕРЕТВОРЕННЯ ТИПУ  

ГАНКЕЛЯ 1-ГО РОДУ – (КОНТОРОВИЧА-ЛЄБЄДЄВА) 2-ГО РОДУ -  

ЛЕЖАНДРА 

 

Методом порівняння розв’язків, побудованих на полярній вісі з двома точками 

спряження для сепаратної системи з двох диференціальних  рівнянь Бесселя (з різним 

характером виродження в коефіцієнтах) та одного диференціального рівняння Лежандра 

методом функцій Коші і методом гібридного інтегрального перетворення типу Ганкеля 1-го 

роду – (Конторовича-Лєбєдєва) 2-го роду – Лежандра обчислено сім’ю поліпараметричних 

невласних інтегралів. 
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Розглянемо задачу про побудову обмеженого на множині  


2I  = {r : r  (0, R1) (R1, R2)  (R2, )} розв’язку сепаратної системи лінійних 

неоднорідних звичайних диференціальних рівнянь 2-го порядку Бесселя й Лежандра 

для модифікованих функцій 
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3  , r  (R2, )                                         (1) 

за умовами спряження 
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r
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2
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
  ,   0; j = 1, 2; m = 1, 2;  

k = 1, 2; n = 1, 2, 3. 

 Фундаментальну систему розв’язків для рівняння Бесселя (B,  - q2)v = 0 

утворюють модифіковані функції Бесселя першого роду I, (qr) = (qr)-I(qr) і другого 

K, (qr) = (qr)-K(qr) [1]. Фундаментальну систему розв’язків для рівняння Бесселя  

(B - q2)v = 0 утворюють модифіковані функції Бесселя Iq, (r) і K q, (r), а для 

рівняння Лежандра ( - q
2)v = 0 – приєднані модифіковані функції Лежандра 1-го роду 

 rP q ch2/1


  і 2-го роду  rL q ch2/1


  [2]. 

 Наявність фундаментальної системи розв’язків дає можливість будувати 

розв’язок крайової задачі (1), (2) методом функцій Коші [3, 4]: 
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 У рівностях (3) Ej(r, ) – функції Коші: 
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
 ; j = 1, 2, 3(r) = sh r. 

 Визначимо функції: 
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 Безпосередньо перевіряється, що за функції Коші можна взяти функції 
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        Умови спряження (2) для визначення величин A1, A2, B2, B3 дають алгебраїчну 

систему з чотирьох рівнянь: 
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 У системі (8) беруть участь функції 
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 Припустимо, що виконана умова однозначної розв’язності даної крайової задачі: 

визначник алгебраїчної системи (8) 
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 Тут прийняті позначення: 
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  j = 1, 2; q = (q1, q2, q3), (, ) = (1, 1; 2). 

 При виконанні нерівностей (9) алгебраїчна система (8) має єдиний розв’язок, 

який одержується за правилами Крамера [5]: 
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У формулі (10) беруть участь функції впливу: 
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





 








 ,[

ch 
,, 1

*1

12;,11

11

21;,

,

2/1

12

2

12
32;, 2211

3

2

RRqU
q

rL

R

c
qrH q

q
 

     ],1
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2,

22;2/11;,2

2,

12;2/1

], ch, ch ch, ch

], ch, ch ch, ch

33

33

. 

 

 Побудуємо розв’язок крайової задачі (1), (2) методом гібридного інтегрального 

перетворення типу Ганкеля 1-го роду – (Конторовича-Лєбєдєва) 2-го роду – Лежандра, 

породженого на множині 

2I  гібридним диференціальним оператором 

              

   221,1, 211

RrBrRRrBrRrM , 

(x) – одинична функція Хевісайда. 
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    Розглянемо спектральну задачу Штурма-Ліувілля: побудувати обмежений на 

множині 

2I  розв’язок сепаратної системи рівнянь Бесселя і Лежандра для звичайних 

(не модифікованих) функцій  

       0,1;,

2

1, 11
 

 rVbB , r  (0, R1),  

       0,2;,

2

22
 

 rVbB , r  (R1, R2), 

      0,3;,

2

3  
 rVb , r  (R2, ),                                     (12) 

де 222

jjb   , 2

j   0, j = 1, 2, 3, за умовами спряження 

             0,/,/ 1;,22;,11 



kRr

k

k

j

k

jk

k

j

k

j rVdrdrVdrd  



 , j, k = 1, 2.                 (13) 

 Фундаментальну систему розв’язків для рівняння Бесселя (B,  + b2)v = 0 

утворюють функції Бесселя J, (br) та N, (br) [1]. Фундаментальну систему розв’язків 

для рівняння Бесселя (B + b2)v = 0 утворюють функції C(r, b) та D(r, b) [6]. 

Фундаментальну систему розв’язків для рівняння Лежандра ( + b2)v = 0 утворюють 

приєднані функції Лежандра  rA ib ch2/1


  і  rB ib ch2/1


  [2]. 

 Обмежений на множині 

2I  розв’язок крайової задачі (1), (2) відшукуємо за 

правилами [3]: 

       rbJArV 1,11;, 11
, 


   , 

         22222;, ,,,
22

brDBbrCArV  

  , 

         rBBrAArV ibib ch ch ,
33 2/132/133;,


    .  

 Визначимо функції: 

      








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    , 
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    . 

        Умови спряження (13) для визначення п’яти величин Aj ( 3,1j ) і Bk (k = 2, 3) 

дають алгебраїчну систему з чотирьох рівнянь: 
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1; ,,
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BbRXAbRX jj                                        (14) 
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 Внаслідок тотожностей  
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алгебраїчна система (14) має розв’язок при будь-якому   (0, ) та довільному A1  0. 

 У результаті розв’язання системи (14) одержуємо компоненти    
 ,;, rV j

 

спектральної вектор-функції                 

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
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
       (15) 

     ],, 21

1
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brRrbu   , 

                 rRfbrRfbrV ibib ch ,ch ch ,ch , 2
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
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
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
    . 

 У рівностях (15) беруть участь функції: 
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bRXbRXbRXbRX kjkjjk    ; j, k = 1, 2. 

 Перепишемо компоненту    
 ,3;, rV  в такому вигляді: 
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             rArB ibib  ch ch
33 2/12;,2/11;,





    . 

 Визначимо спектральну функцію 

                      
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
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
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        
 ,3;,2 rVRr  , 

вагову функцію  

              12
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і спектральну щільність 

    
  

           22;,

2

3

2

1;,

1

3

2
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,

 th

 ch2/1 th















b
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






. 

 Згідно з роботою [7], визначимо пряме    ,,H  і обернене  
1

,,



H  гібридне 

інтегральне перетворення типу Ганкеля 1-го роду - (Конторовича-Лєбєдєва) 2-го роду – 

Лежандра, породжене на множині 

2I  оператором  

 ,M : 

             
 gdrrrVrgrgH ~,

0

,,,  


,                            (16) 

              rgdrVggH  




0

,,

1

,, ,~~  



 ,                         (17) 

 При цьому для вектор-функції g(r) = {g1(r); g2(r); g3(r);} із області визначення 

оператора  

 ,M  справджується основна тотожність інтегрального перетворення: 

                   


1

1

0

12

11;,1

2

1

2

,,, ,~
R

drrrVrggrgH 



 M   
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           


 

2

2

1

2  sh,, 33;,3

2

3

12

22;,2

2

2

R

R

R

rdrrVrgdrrrVrg  



 .              (18) 

 Запишемо систему (1) в матричній формі: 

   

   

   

 

 

 









































rf

rf

rf

ruq

ruqB

ruqB

3

2

1

3

2

3

2

2

2

1

2

1,

2

11







.                                         (19) 

 Інтегральний оператор H(, );  згідно правила (16) зобразимо у вигляді 

операторної матриці-рядка: 

             






 


2

1

2

1

1 12

22;,

0

12

11;,;, ,,

R

R

R

drrrVdrrrVH





    

   










2

sh , 33;,

R

rdrrV 
 .                                           (20) 

 Припустимо, що   2

1

2

3

2

2

2

1 ;;max qqqq    0. Покладемо всюди 02

1  ,  

02

2

2

1

2

2  qq , 02

3

2

1

2

3  qq . Застосуємо за правилом множення матриць 

операторну матрицю-рядок (20) до системи (19). Внаслідок тотожності (18) маємо 

алгебраїчне рівняння: 

                 fuq
~~2

1

2  . 

 Звідси знаходимо, що 

 
 

2

1

2

~
~

q

f
u






 .                                                     (21) 

 Інтегральний оператор  
1

;,



H  як обернений до (20) зобразимо у вигляді 

операторної матриці-стовпця 

   

       

       

       
















































0

,3;,

0

,2;,

0

,1;,

1

;,

,

,

,



























drV

drV

drV

H  .                                         (22) 

 Застосуємо операторну матрицю-стовпець (22) за правилом множення матриць 

до матриці-елемента [  u~ ], де функція  u~  визначена формулою (21). У результаті 

елементарних перетворень отримуємо єдиний розв’язок крайової задачі (1), (2): 

            
 

       


 






 









 drV

q

f
drVuru jjj

0

,;,2

1

2

0

,;, ,

~

,~  

  
       

     
















 



  












dρfd
q

VrV
α

R

j 12

21

0

,

0

2

1

2

1;,;, 1

1 ,,
 

  
       

      






















  












dρfd
q

VrV
α

R

R

j 12

22,

0

2

1

2

2;,;,
2

2

1

,,
 

       
     













ρdfd
q

VrV

R

j
sh 

,,
23,

0

2

1

2

3;,;,

2

 
 

















 .                     (23) 
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 Порівнюючи розв’язки (10) і (23), внаслідок єдиності, одержуємо зображення 

поліпараметричних невласних інтегралів від спеціальних функцій математичної фізики: 

       
      qrH

σq

VrV
jk

kn

kj
,,

1,,
;,

0

,2

1

2

;,;,






















, j, k = 1, 2, 3.          (24) 

 Оскільки праві частини в рівностях (24) не залежать від нерівностей 

  022  jqq , де  2

3

2

2

2

1

2 ;;max qqq  , то можна покласти 022

3

2

2

2

1  qqqq . Останнє 

означає, що 2

1  = 2

2  = 2

3  = 0. Функції впливу H(, ); jk(r, , q) обчислюються за 

формулами (18). 

 З вищевикладеного випливає твердження. 

 Теорема. Якщо вектор функція g(r) = {
11 ,B [f1(r)]; 

2B [f2(r)]; [f3(r)]} 

неперервна на множині 

2I , вектор-функція f(r) задовольняє умови спряження (2) і 

виконується умова (16) однозначної розв’язності даної крайової задачі, то 

справджуються формули (24) обчислення (зображення) поліпараметричної сім’ї 

невласних інтегралів. 

 Зауважимо, що рівності (24) неперервно залежать від параметрів, які беруть 

участь в формулюванні даної крайової задачі. 
 

 The ciass of the poliparametric infinite integrals is calculated by the method of the comparison of the 

solutions built in the polar axis with two contact points for the separate system of two differential Btssel equa-

tions and one differential Legendres equation by the method of the Cauchy functions and by the method of the 

hybrid integral transform of the Hankel of the 1-st kind – (Kontorovich – Lebedev) of the 2-nd kind – Legendres 

type. 
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