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Розглянемо довгий прямокутний брус, одна із граней якого підтримується при 

заданій температурі, а на інших гранях температура дорівнює нулю. Потрібно знайти 

усталену температуру в довільній точці бруса. Із симетрії бруса ясно, що температура 

не залежить від z, тому можна обмежитись розглядом перерізу в площі xoy . 

Температура T (x, y) задовольняє рівняння теплопровідності: 
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  (1) 

та краєвим умовам: 

 0 0,x x aT T f y   ,  (2) 

0 0, 0.y y bT T     (3) 

Розв’язок рівняння (1) шукаємо у вигляді 

     ,T x y X x Y y   (4) 

Диференціюємо (4) два рази по x i y та підставимо у (1): 

 0X Y XY    

Розділивши останню рівність на X Y , відокремимо змінні: 
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де   – стала, приходимо до звичайних диференціальних рівнянь: 
2 0,X X     (5) 

2 0.Y Y     (6) 

Розв’язок рівнянь (5) і (6) запишемо у вигляді: 

  cos sin ,Y y y D y      (7) 

( ) .X x A ch x Bsh x       (8) 

Задовольняючи граничні умови (3), отримаємо: 
 

   0 0, sin ,Y C Y y D y     

  sin 0, , 1,2,3...Y b D b b n n        
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Підставляючи ці дискретні значення параметра   в (7) та (8), маємо: 
 

,n n n

n x n x
X A ch B sh

b b

 
    (9) 

sin .n n

n y
Y D

b


   (10) 

 

Отримали сукупність функцій  ,nT x y , які задовольняють рівняння (1) та умови 

(3). 

 , sin .n n n

n x n x n y
T x y M ch N sh

b b b

   
  
 

  (11) 

 

Покладаючи 0nM  , задовольнимо першій умові (2).  

 

 , sinn n

n x n y
T x y N sh

b b

 
     (12) 

 

Сукупність функцій (12) задовольняє рівняння (1) та трьом нульовим граничним 

умовам. 

Для того, щоб задовольнити другу умову (2), візьмемо розв’язок рівняння (1) у 

вигляді ряду: 
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   (13) 

і підберемо коефіцієнти nN  так, щоб ряд при x a  збігався до функції  f y   

 

 sinx a n

n

n a n y
T N sh f y

b b


 
     (14) 

Звідси видно, що сталі множники n

n a
N sh

b


 повинні бути коефіцієнтами 

розкладу в ряд Фур’є функції  f y  по синусам: 
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    (15) 

Підставляючи значення коефіцієнтів nN  в ряд (1), отримаємо шуканий розподіл 

температур. 
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