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СТОХАСТИЧНА ДИНАМІЧНА ЗАДАЧА ТЕРМОПРУЖНОСТІ   

ДЛЯ КУCКОВО-ОДНОРІДНИХ СИМЕТРИЧНИХ   

ПРОСТОРІВ З ПОРОЖНИНОЮ  
  

 В рамках кореляційної теорії побудовано основні ймовірносні характеристики стохастичного 

динамічного термопружного поля в (n+1) - шарових симетричних просторах з симетричною  

порожниною. 

 

 Точний аналітичний розв’язок динамічної задачі термопружності для однорідно-

го симетричного простору із симетричного порожнинного побудованого в роботі [1], а 

точний аналітичний розв’язок алгоритмічного характеру динамічної задачі термопруж-

ності для ( )1+n  - складового симетричного простору з симетричного порожнинного 

побудованого в роботі [2]. У даній статті результати роботи [2]узагальнюються на ви-

падок, коли в просторі діють неперервно розподілені випадкові в часі теплові джерела і 

межа симетричної порожнини піддається діянню випадкового в часі теплового режиму. 

Розглянемо вільний від зовнішнього навантаження ( )1n + - шаровий симетрич-

ний простір з симетричною порожниною радіуса 0R0 >  
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який має при 0t ≤  всюди нульову температуру, а при 0t >  в просторі діють непере-

рвно розподілені випадкові в часі теплові джерела. Для визначення нестаціонарного 

температурного поля, що виникає в просторі 
+

nP , маємо задачу побудови обмеженого в 

області 
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розв’язку сепаратної системи рівнянь теплопровідності В-параболічного типу [1,2] 
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з нульовими початковими умовами, крайовими умовами 
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та умовами неідеального термічного контакту 
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Тут кb - термічний коефіцієнт термоопору, кλ - коефіцієнт теплопровідності, 

2
ка - коефіцієнт температуропровідності. При 0j =α  маємо випадок циліндричної 
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(осьової) симетрії, а при 212 =+кα - випадок сферичної (центральної) симетрії. 

 Детермінований розв’язок задачі (1)-(3) побудовано в роботі [2] методом гібри-

дного інтегрального перетворення типу Вебера на полярній вісі 0Rr 0 >≥  з n  точка-

ми спряження: 
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 У рівностях (4) беруть участь функції Гріна  
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породжені тепловим режимом на поверхні ,Rr 0= та функції впливу 
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породжені неоднорідністю системи (1) (наявністю теплових джерел, неперервно роз-

поділених на кожній ділянці )R,R( j1j− ). 
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 Тут прийняті позначення: 
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й 2-го роду порядка ν . При цьому функції )rq(J к, кк αα та )rq( к, кк ααΝ утворюють 

фундаментальну систему розв’язків для рівняння Бесселя 
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 Припустимо, що функції )r,t(fк можна зобразити у вигляді добутку 

),t(g)r()r,t(f ккк Ψ=  або суми таких добутків )1n,1к( += , де −)r(кΨ детермі-

новані функції, а −)t(gк стаціонарні в широкому розумінні випадкові функції часу 

[3]. 
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стаціонарна в широкому розумінні випадкова функція часу. 

 Детермінований розв’язок задачі (1)-(3) матиме згідно формули (4) структуру: 
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 Оскільки −)(gк τ стаціонарні в широкому розумінні функції часу, то внаслідок 

лінійності задачі (1)-(3) можна вважати, що математичне сподівання 
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 Згідно формули (9) знаходимо, що математичне сподівання 
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 Для компонентів )r,t,t(K 21TT mi
 кореляційної функції стохастичного нестаціо-

нарного температурного поля отримуємо вираз [3] 
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з нульовими початковими умовами, умовами ідеального механічного контакту 
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+ αν

µ
µα

βα  

 

  ;
1

21
h);Rb()Rb(u),Rb(J)Rb(u

j

jj

jjj,jj
2j

11;,jj,jj
1j

11;, jjjjjjjj µ

µα
Ν αναναναν −

+
===  

               );Rb(JhGR)Rb(JbGR)Rb(u jj,j
*
j

1
jjj1,1

2
j

*
jjjj

1j

21;, jjjjjj αναναν
−

++ +−=  

              );Rb(hGR)Rb(bGR)Rb(u jj,j
*
j

1
jjj1,1

2
j

*
jjjj

2j

21; jjjjjj αναναν ΝΝ −
++ +−=  

 

);Rb()Rb(u);Rb(J)Rb(u j1j,j1j
2j

12;,j1j,j1j
1j

12;, 1j1j1j1j1j1j1j1j ++++ ++++++++
== αναναναν Ν  

                         
);Rb(JGbR

)Rb(JGRh)Rb(u

j1j1,1
*

1j
2

1jj

j1j,
*

1j
1

j1jj1j
1j

22;,

1j1j

1j1j1j1j

+++++

++
−

++

++

++++

−

−=

αν

αναν
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);Rb(GbR

)Rb(GRh)Rb(u

j1j1,1
*

1j
2

1jj

j1j,
*

1j
1

j1jj1j
2j

22;,

1j1j

1j1j1j1j

+++++

++
−

++

++

++++

−

−=

αν

αναν

Ν

Ν
 

            
;2,1j,i;n,1к);Rb(u)Rb(u

)Rb(u)Rb(u)Rb,Rb(

к1к
кj

12;,кк
кі

21;,

к1к
кj

22;,кк
кі

11;,к1ккк
к

іj);,;,(

1к1ккк

1к1ккк1к1ккк

==−

−=

+

++

++

++++

αναν

ανανανανΨ
 

                       ),Rb(JbR)Rb(J
R

h1
)(w 011,1

2
1001,

0

1)0(

1;),( 11111 ++−
+

= αναναν λ  

          ;к...123)к();Rb(bR)Rb(
R

h1
)(w 011,1

2
1001,

0

1)0(

2;),( 11111
=−

+
= ++ αναναν ΝΝλ  

         

);Rb,Rb;...;Rb,Rb;Rb,Rb;Rb(w

)Rb,Rb()Rb,Rb(

)Rb,Rb;..;Rb,Rb;Rb,Rb;Rb(w)(w

1кк1к1к2322121101
)1к(

1;),(

к1ккк
к

j2);,;,(к1ккк
к

j1);,;,(

1кк1к1к2322121101
)1к(

2;),(

)к(

j;),(

к

1к1ккк1к1ккк

к1к

−−−
−

++

−−−
−

×

×−×

×=

++++

+

αν

αναναναν

αναν

ΨΨ

λ

 

               ;),(),();,;...;,;,(),(;2,1j,n,1к 1nкк2211к +≡=== αναναναναναν  

               ;n,1j,
R

R

G

G

c

1
,0

Rb

G2
)(

12
к

12
к

n

jк*
1n

*
j

2
j

j12
к

2
1к

*
1к

n

1к

)n(
),(

к

1к

1к1к
==≠=

+

+

=
+

+
+

+

=

+

++ α

α

αααν Πσ
π

Πλ∆  

                               
;

c

1
)];rb()(w

)rb(J)(w)[(),r(V

2
1n

1n1,
)0(

1;),(

1,
)0(

2;),(

)n(
),(1);,(

111

111

+

+ =−

−=

σΝλ

λλ∆λ

αναν

αναναναν

 

         
[

] ;1n,1к,)rb()(w

)rb(J)(w
Rb

G2
),r(V

1к,1;),(

1к,
)к(

2;),(12

j

2

1j

*
1j

n

1кj
1к);,(

1к1к1к

1к1к1к1j1j

−=−

−













=

+

++
+

+

+=
+

+++

+++++

αναν

αναναααν

Νλ

λ
π

Πλ
   (19) 

      );rb()(w)rb(J)(w),r(V 1n,
)n(

1);,(1n,
)n(

2);,(1n);,( 1n1n1n1n +++ ++++
−= αναναναναν Νλλλ  

                         [ ]( [ ] ) .)(w)(wb)(
12)n(

2);,(

2)n(
1);,(

2
1nn);,(

1n

−

+ += + λλλλΩ αναν
α

αν  

Наявність спектральної функції 

    );,r(V)Rr(),r(V)rR()Rr(),r(V 1n);,(nк);,(к1к

n

1к

),( λθλθθλ αναναν +−
=

−+−−=∑  

вагової функції 

         ;0R,r)Rr(r)rR()Rr()r( 0
12

n

1к

1nn
12

кк1к
1nк >−+−−= +

=
+

+
−

+∑ αα σθσθθσ  

і спектральної густини )(n);,( λΩ αν  дає можливість визначити пряме 

                         ∫
∞

=≡=
0R ),(n);,( )(f

~
dr)r(),r(V)r(f)]r(f[ λσλΗ αναν  

 

                        ∑∫
+

=
+

+

−
∞=>=

1n

1к

R

R 1n0
12

кк);,(к

к

1к

к R,0R,drr),r(V)r(f
α

αν σλ                 (20) 
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і обернене 

                     ∫
∞− ≡=

0 n);,(),(
1

n);,( )r(fd)(),r(V)(f
~

)](f
~

[ λλΩλλλΗ αναναν           (21) 

гібридне інтегральне перетворення типу Вебера на полярній вісі 0Rr 0 >≥ з n точка-

ми спряження [5]. 

 Розв’язок гіперболічної задачі (15)-(17), побудований методом інтегрального пе-

ретворення (20), (21), має структуру [2]: 

            ∑ ∫ ∫
+

=

+

−
−=

1n

1к

t

0

R

R

12
ккjк);,(

2
ккj

к

1к

к ;dd),(T),r,t(сm)r,t(u τρρσρτρτΖ α
αν  

                                                               1n,1j +=                                                              (22) 

Тут беруть участь функції впливу  

1n,1к,j;d)(

),(V
12

),r(V
tsin

),r,t(

n);,(

к);,(
к

0

j);,(jк);,(

+=×

×














 +
+

∂
∂

= ∫
∞

λλΩ

λρ
ρ

α
ρ

λ
λ
λ

ρΖ

αν

αναναν
   (23) 

 Якщо позначити 

 

,1n,1j,i

,dsd),s(G),r,st(сm)r,t(
1n

1к

t

0

R

R

12
ккj);(iк);,(

2
кк

*
ij);,(

к

1к

к

+=

−=∑ ∫ ∫
+

=

+

−
ρρσρρΖΜ α

ααναν
 (24)  

то в результаті підстановки ),,(к ρτΤ  визначених формулами (9), у рівність (22) маємо: 

                             ∑∫
+

=

+=−=
2n

1j

j

t

0

*
ij);,(i 1n,1i;d)(g)r,t()r,t(u τττΜ αν                  (25)

 Внаслідок умов на функції  )(g j τ  звідси випливає, що математичне сподівання 

                ∑∫
+

=

+==−=
2n

1j

j

t

0

*
ij);,(i 1n,1i,0d)](g[)r,t()]r,t(u[ ττΜτΜΜ αν      (26) 

 Для елементів  )r,t,t(К 21uu mi
 кореляційної функції одержуємо вираз [3] 

∑ ∫ ∫
+

=

×−−=
2n

1к,j

t

0

t

0 22
*

mк);,(11
*

ij);,(21uu

1 2

mi
)r,t()r,t()r,t,t( τΜτΜΚ αναν  

                   1n,1m,і);,(К),(К;dd),( 21gg21jк2121jк кj
+==× ττττττττΚ         (27) 

 Звідси слідує наявність кореляційної матриці стохастичного динамічного поля 

переміщень в даному просторі 
+

nP з симетричною  порожниною радіуса 0R : 

                                        { }
1m,i

1n
)r,t,t()r,t,t( 21uu21u mi =

+
= ΚΚ                                   (28) 

 При ttt 21 ≡=  отримуємо матрицю 

                                                     )r,t,t()r,t(D uu Κ≡                                                     (29) 

яка характеризує потужність стохастичного динамічного поля переміщень в −+ )1n(   

шаровому симетричному просторі 
+

nΡ  з симетричною порожниною радіуса .0R0 >  

 Якщо поля переміщень, породжені випадковими процесами )t(g j , незалежні, 

то для 0),(2n,1кj 21jк =+=≠ ττΚ  і в рівності (27) залишається одна сума. Якщо 
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поля переміщень на ділянках ),R(),...,R,R(),R,R( n2110 ∞  незалежні, то для 

1n,1mi +=≠  функції 0)r,t,t( 21u;u mi
=Κ  і матриці uΚ  та uD  набувають діагона-

льної форми. 

 Визначимо функції 

 

1n,1к,i;)r,t(Gm)r,t(
r)1(

D2(

r
G)r,t( iк);(i

*
iк);,(

i

ii*
iiк;1 +=








−









−
+

+
∂
∂

= αανΜ
µ

µα
Α  

;)r,t(Gm)r,t(
r

1

1

2
1

r1
G)r,t( iк);(i

*
iк);,(

i

ii

i

i*
iiк;2












−



















−
++

∂
∂

−
= αανΜ

µ
µα

µ
µ

Α  

 

])r,t(Gm)r,t(

r

1

1
2

r1

i
G)r,t(

iк);(i
*

iк);,(

i

i
i

i

*
iiк;3

αανΜ

µ
µ

α
µ

µ
Α

−×

×
























−
++

∂
∂

−
=

                    (30) 

 У результаті підстановки функцій ),r,t(Ti  визначених формулою (9), та функ-

цій )r,t(ui , визначених формулою (25), у рівності (14) одержуємо структуру детермі-

нованого поля напружень в даному просторі :n
+Ρ   

                    ∑∫
+

=

=+=−=
2n

1к

t

0 кiк,mmi 3,2,1m;1n,1i;d)(g)r,t()r,t( τττΑσ              (31) 

 Звідси випливає, що математичне сподівання 

             ∑∫
+

=

=+==−=
2n

1к

t

0 кiк,mmi 3,1m,1n,1i;0d])(g[)r,t(][ ττΜτΑσΜ       (32) 

 Для елементів кореляційної функції маємо вирази [3]: 

             ∑ ∫ ∫
+

=

×−−=
2n

1к,к

t

0

t

0 22jк;m11iк;m21

21

1 2

2211j2mi1m
)r,t()r,t()r,t,t( τΑτΑΚ σσ  

         3,1m,m;1n,1j,і);,(;dd),( 2121ggкк2121кк
2к1к2121

=+==× ττΚΚττττΚ   (33) 

 Якщо визначити матриці 

                        { } ,3,1m,m;
1j,i

1n
)r,t,t()r,t,t( 212121mm j2mi1m21

=
=

+
= σσΚΚ                 (34) 

то елементи кореляційної функції поля напружень складають кореляційну матрицю 

                                     { }3

1m,m21mm21
2121

)r,t,t()r,t,t(
=

= ΚΚσ                                       (35) 

 При ttt 21 ≡=  отримуємо матрицю 

                                                         )r,t,t()r,t(D σσ Κ≡                                                (36) 

 

яка характеризує потужність стохастичного динамічного поля напружень в даному 

просторі з симетричною порожниною. 

 Якщо поля напружень, породжені випадковими процесами )t(g j , незалежні, то 

для 2n,1кк 21 +=≠  функції 0)t,t(К 21кк 21
=  і в рівностях (33) залишається одна 

сума. Якщо поля напружень ділянок ),R(),...,R,R( n10 ∞  незалежні, то для 
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1n,1ji +=≠  функції 0)r,t,t( 21
j2mi1m

=
σσ

Κ  і матриці (34) мають діагональну фор-

му. 

Зауваження. Якщо поля переміщень і напружень залежні, то до функцій 

)3,1m()r,t(mi =σ  треба добавити ще функцію .uii4 ≡σ  

Тоді в рівностях (32) 4,1m = , в рівностях (33), (34) 4,1m1 = , 4,1m2 =  і ми маємо ко-

реляційну матрицю стохастичного динамічного термопружного поля 

 

                                      { }4

1m,m21mm21
2121

)r,t,t()r,t,t(
=

= ΚΚ                                         (37) 

породжену в симетричному просторі 
+

nΡ з симетричною порожниною радіуса 0R0 >  

стохастичним  нестаціонарним температурним полем. При цьому матриця потужності 

 

                                                        )r,t,t()r,t(D Κ=                                                      (38) 

 

 Висновок 

 Побудовані ймовірнісні характеристики стохастичного динамічного термопруж-

ного поля в −+ )1n( шаровому просторі 
+

nΡ  з симетричною порожниною радіуса 

0R0 >  з точки зору кореляційної теорії є достатніми для інженерних розрахунків [6]. 

 

The main relativity characteristics of the stochastic dynamic thermo-elastic field in −+ )1n(  layer 

symmetric spaces with symmetric cavity were built within the correlation theory .  
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