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Методом порівняння розв’язку крайової задачі на полярній вісі 0Rr 0 ≥≥ з двома точ-

ками спряження для сепаратної системи диференціальних рівнянь Фур’є і Бесселя для модифі-

кованих функцій, побудованого з одного боку методом функцій Коші, а з другого боку методом 

скінченного гібридного інтегрального перетворення типу Фур’є–(Конторовича-Лебєдєва)-

(Конторовича-Лебєдєва) підсумовано поліпараметричну сім’ю функціональних рядів за триго-

нометричною системою функцій і за системою спеціальних функцій Бесселя.  

 

 Розглянемо задачу про конструкцію обмеженого на множині 
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 розв’язку сепаратної системи 

диференціальних рівнянь Фур’є та Бесселя 2-го порядку для модифікованих функцій 
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утворюють функції chqr=1v  і shqr=2v . Фундаментальну систему розв’язків для 
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 Наявність фундаментальної системи розв’язків дозволяє будувати розв’язок кра-

йової задачі (1)-(3) за правилами [3]: 
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У рівностях (5)-(7) беруть участь функції: 
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 Тут прийняті позначення [4]: 
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Тут −2jδ символ Кронекера, а функції 12G  та 23G  відповідно рівні: 
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 Визначимо функції: 
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 У результаті однозначної розв’язності  алгебраїчної системи (8), підстановки 

одержаних виразів для jA   і kB  у формули (4) отримуємо єдиний розв’язок крайової 
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 У формулах (10) беруть участь функції Гріна 
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породжені неоднорідністю системи (1). 

 Побудуємо розв’язок крайової задачі (1)-(3) методом скінченного гібридного ін-

тегрального перетворення типу Фур’є-(Конторовича-Лєбєдєва)-(Конторовича-

Лєбєдєва) на полярній вісі 00 ≥≥ Rr  з двома точками спряження [5,6]. 
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Тут прийняті позначення:  
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1

,ib

λβππβλ

βλλβλ

αα

ααα

−=

+=
 

При цьому корені nβ  трансцендентного рівняння 

 0))(b,R(X)(a))(b,R(X)(a 323
22

12;2,323
22

22;1, 3232
=− βλββλβ αααα         (16) 

утворюють дискретний спектр [6], а вектор-функція ),r(V n)( βα є власною функцією 

спектральної задачі Штурма-Ліувілля: знайти ненульовий обмежений на множині +
2I  

розв’язок сепаратної системи диференціальних рівнянь Фур’є, Бесселя 

    )R,R(r,0),r(V)b
dr

d
( 101);(

2
12

2

∈=+ βα                         (17) 

∞==∈=+ − 3j1jj);(
2
j R;3,2j);R,R(r,0),r(V)bB(

j
βαα  

з крайовими умовами 

             0V
dr

d
0V)

dr

d
( r3);(Rr1);(

0
11

0
11 0

==+ ∞== ααβα             (18) 

та умовами спряження 

2,1k,j,0)],r(V)
dr

d
(),r(V)

dr

d
[(

kRr1k);(
k
2j

k
2jk);(

k
1j

k
1j ==+−+ =+ ββαββα αα   (19) 

Оскільки система власних вектор-функцій { }∞
=1nn)( ),r(V βα  узагальнено ортого-

нальна, повна і замкнута на множині ]6[2

+I  ,то згідно теореми Стєклова довільну двічі 

неперервно диференційовну на  +
2I  вектор-функцію { })r(f);r(f);r(f)r(f 321= , 

яка задовольняє крайові умови (18) і умови спряження (19), можна зобразити абсолют-

но й рівномірно збіжним на кожній компактній множині ⊂+
,*2I +

2I рядом Фур’є 

∫∑
∞∞

=

=
0R

2

n)(

n)(

)(n)(

1n ),r(V

),r(V
d)(),(V)(f)r(f

β

β
ρρσβρρ

α

α
αα            (20)      

У рівності (20) ),r(f)Rr(f)rR()Rr()r(f 32
)r(

kk1k

2

1k

−+−−= −
=
∑ θθθ  
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∫ ∫

∫ ∫
∞

−−

∞

++

+≡=

2

1 2

32

0

1

0

R

R R

12
3

2
n3);(

12
2

2
n2);(

R

R

R

1
2

n1);()(
2

n)(

2

n)(

,drr)],r(V[drr)],r(V[

dr)],r(V[dr)r()],r(V[),r(V

α
α

α
α

αααα

σβσβ

σβσββ

   (21) 

2

n)( ),r(V βα - квадрат норми власної (спектральної) функції гібридного диференціа-

льного оператора 

.B)Rr(B)rR()Rr(
dr

d
)rR()Rr(B

21 2212

2

10)( ααα θθθθθ −+−−+−−=  

 Ряд Фур’є (20) породжує пряме )(αH  і обернене 1

)(

−
αH  скінченне гібридне інтег-

ральне перетворення типу Фур’є – (Конторовича – Лєбєдєва)-(Конторовича – Лєбєдє-

ва): 

∫
∞

≡=
0R

n)(n)()( fdr)r(),r(V)r(f)]r(f[H ααα σβ               (22) 

∑
∞

=

−− ≡=
1n

12

n)(n)(nn
1

)( )r(f)),r(V)(,r(Vf]f[H ββ ααα             (23) 

 Методом інтегрування частинами встановлюємо основну тотожність інтеграль-

ного перетворення оператора :)(αB      

              

∑ ∫

∫
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−
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−

−

∞=−

−−+

+−−=

3

2k

R

R

3
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1n1);(1
2
1Rr1

0
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11n01);(1
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11n

2
n)()(

k
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k

1

0

0

R,drr),r(V)r(f

dr),r(V)r(f))r(f

dr

df
)(,R(V)(f)]]r(f[B[H

α
α

α

ααα

σβγ

σβγβ

αβσαβ

      (24) 

 Покладемо 

{ } +−−==≥−= )rR()Rr()r(g)r(g),q;q;qmaxq(0qq 101
2
3

2
2

2
1

22
j

22
j θθγ   

).Rr(q)rR()Rr(q

)rR()Rr(qq);Rr()r(u)rR()Rr()r(u

)rR()Rr()r(u)r(u),Rr()r(g)rR()Rr()r(g
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321

2
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2
1

2

23212

10123212

−+−−+

−−=−+−−+

+−−=−+−−+

θθθ

θθθθθ

θθθθθ

 Запишемо систему (1) у вигляді одного рівняння 

        )r(g)r(u)qB(
2

)( −=−α                                         (25) 

 Застосуємо до рівняння (25) інтегральний оператор )(αH  за правилом (22). Вна-

слідок тотожності (24) отримаємо алгебраїчне рівняння: 

       01n01);(
10

11nn
22

n g),R(V)(gu)q( σβαβ α
−−=+           (26) 

Звідси одержуємо, що 
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22
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n
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β
β

α

σ

β α                       (27) 

 Примінимо до nu  оператор 1

)(

−
αH  за правилом (23). В результаті елементарних 

перетворень одержуємо єдиний розв’язок крайової задачі (1)-(3): 

∫ ∑
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ββ

βρβ α
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                    (28) 

 Порівнюючи внаслідок єдиності  розв’язок (10) і (28), маємо зображення насту-

пних функціональних рядів: 

3,1k,j);q,,r(H
1

),r(V)q(

),(V),r(V

jk;

*
)(

k
2

n)(
22

n
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σββ
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           (29)       
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σββα

ββ
             (30) 

 Формули (29), (30) показують, що можна покласти 

)0(qqqq 2
3

2
2

2
1

22
3

2
2

2
1 ===≡== γγγ . 

 Математичним обґрунтуванням зображень (29), (30) є твердження 

Теорема: Якщо вектор-функція  









= )]r(g[B)];r(g[B);r(g
dr

d
)r(f 3212

2

32 αα  неперервна на множині +
2I , а вектор-

функція )(rg задовольняє однорідні крайові умови (2) та умови спряження (3) і викону-

ється умова (9) однозначної розв’язності крайової задачі (1)-(3), то справедливі форму-

ли (29),(30) підсумовування поліпараметричних функціональних рядів.  
 

 Polyparametric family of the functional series according to the trigonometric function system as well as 

the special Bessel function was summarized by the method of the comparison of the boder task on the polar axis 

0Rr 0 ≥≥  with two conjunction points for the seperate  system of the Furrier and Bessel differential equations 

for the modificated functions, constructed by the Coshier  fuction method from one side and the method of the 

limitted hybrid integral transformation of the Furrier – (Kontorovich – Lebedyev) - (Kontorovich – Lebedyev) 

type from the other.    
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