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HOT ELASTIC PUNCH PRESSURE ON THE ISOTROPIC LAYER  

AT NON-IDEAL THERMAL CONTACT 
 

Abstract. The solution of the axially symmetric contact problem of thermal elasticity 

concerning circular cylindrical isotropic stamp pressure on elastic isotropic layer taking into 

account imperfect thermal contact through thin intermediate layer between the stamp and layer 

is developed in this paper. The method of temperature fields determination in the cylinder and 

layer as well as the normal contact stresses under given assumptions is developed.  
 

Метою роботи є побудова розв’язку осесиметричної контактної задачі 

термопружності про тиск гарячого кругового штампа з плоскою основою на пружний 

ізотропний шар при неідеальному тепловому контакті через тонкий проміжковий шар та 

знаходження формул для визначення температури і нормальних контактних напружень. 

Розглянемо ізотропний круговий циліндричний штамп радіусом R і довжиною L 

з плоскою основою, який  втискується силою Р в пружний шар скінченної товщини H. 

Усі точки торця циліндра під дією зовнішнього навантаження зміщуються на однакове 

значення . Поверхня шару зовні площадки контакту вільна від зовнішніх зусиль. На 

площадці контакту дотичні напруження . На вільному торці циліндра задана постійна 

температура Т0. Тепловий контакт між тілами здійснюється через тонкий проміжковий 

шар [1]. Бічні поверхні циліндра теплоізольовані. Теплообмін із зовнішнім середовищем 

на поверхнях вільного шару відбувається за законом Ньютона. При заданих 

припущеннях необхідно визначити температурні поля і контактні напруження. 

Введемо циліндричну систему координат 𝑟, 𝜃, 𝑧, центр якої лежить на поверхні 

шару, а вісь 0𝑧 спрямована вздовж осі циліндра. Всі величини, які позначені верхнім 

індексом “1”, відносяться до шару, без індексів – до циліндра. 

Граничні умови для температури, напружень і переміщень мають вигляд: 
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тут 𝜆𝑧 , 𝜆𝑧
1  коефіцієнти теплопровідності; 

 – коефіцієнти теплообміну; 

 – оператор Лапласа; 

 – товщина проміжкового шару; 

 – коефіцієнти теплопровідності й теплообміну 

проміжкового шару;   ℎ0 – контактна провідність;   𝑇𝑐
0 – температура зовнішнього 

середовища;   – величина вертикального переміщення штампу. 

В осесиметричному випадку термопружний потенціал і температурне поле для 

ізотропного тіла визначаються із рівнянь: 

 (10) 

а температурні напруження і переміщення знаходять за формулами: 

 (11) 

де 𝛼𝑇 – коефіцієнт лінійного температурного розширення; 𝜇, 𝜎 – модуль зсуву і 

коефіцієнт Пуассона. 

Для визначення температурного поля в шарі введемо трансформанту Ганкеля 

функції 𝑇1(𝑟, 𝑧) нульового порядку 

 (12) 

Застосувавши до другого рівняння (10) інтегральне перетворення Ганкеля і 

використовуючи його властивості, визначимо 𝑇1(𝑟, 𝑧) через довільні функції 𝜑1(𝜂) і 

𝜑2(𝜂) : 

, (13) 

де  – функція Бесселя першого роду дійсного аргументу;  

За допомогою методу Фур’є загальний розв’язок рівняння (10) має вигляд: 

 

 (14) 

( )
1

1 1

2 0, ; 0 .
T

H T R r z
z


+ =    =



( )
1

1 1

1 0, 0 ; .
T

H T r z H
z


− =    = −


( ) ( )11 , 0, 0; 0 .z rzu z r R= −  = =  

( ) ( )11 0, 0, 0; .z rz z R r =  = =   

( ) ( )11 0, ; 0 .z rzu z H r=  = = −   

1 1

1 2,H H

2

1z

r r r

 
 = +

 

0 * 0

2

1 3
, , 2

2 2
c c c cT T d T T d

 

− −
=  =   

  

* * * *0
0 0 0 0 0 0 02 , , 2 , ,

2
h


 =   =  =    





2 21
, 0,

1
T T T

+
  =   =

−

( ) ( ) ( )
2 2

2

1
, 2 , 2 ,

T T T

z z rzu
z r r r z

      
=  = −  +  =  
     

( ) ( ) ( )1 1

0
0

, , , .T z rT r z J z dr


 = 

( ) ( ) ( ) ( )1

1 2 0

0

,T e e I d



 −   =   +    

( )0I  ; ; .
r z

R
R R

 =  =  = 

( ) ( ) ( )( )2 2

0 0 0 0

1

, 2 k k k k k

k

T r z A z B D r z I r A sh z B ch z


=

= + + − +   +  +

( ) ( )0

1

sin cosk k k k k

k

I r C z D z


=

+   + 



МАТЕМАТИЧНІ МЕТОДИ ТА МОДЕЛІ ТЕХНІЧНИХ І ЕКОНОМІЧНИХ СИСТЕМ 

81 

де 𝐴𝑘 , 𝐵𝑘, 𝐶𝑘, 𝐷𝑘  , (𝑘 = 0, ∞) – довільні постійні; 𝐼0(𝛾𝑘𝑟) – функція Бесселя І-го роду 

уявного аргументу; 𝛽𝑘, 𝛾𝑘 – власні значення, які визначаються із граничних умов. 

Термопружний потенціал 𝜑 визначається із першого рівняння (10) у вигляді: 

 (15) 

Маючи формули температурних напружень і переміщень, можна розв’язати 

задачу при механічних граничних умовах. Для цього необхідно до величин, обчислених 

згідно формул (11), додати компоненти напружень і переміщень від бігармонічного 

потенціалу [2]. Розв’язок задачі теплопровідності приведений у праці [3]. 

Температурне поле в зоні контакту двох тіл визначається за формулами: 

, (16) 

 

де 𝑎𝑘 = 𝑋𝑘𝑇0       (𝑘 = 0, 𝑁̅̅ ̅̅ ̅);   𝑌0, 𝑌1 знаходяться із системи лінійних алгебраїчних рівнянь 

[3] 

Вимагаючи виконання граничних умов (7-9) прийдемо до системи інтегральних 

рівнянь відносно функцій Ф(𝜂) і 𝜑1(𝜂) : 

 

   (17) 

, (18) 

розв’язок яких побудовано числовим методом. 

Для визначення контактних напружень під штампом отримано наступні вирази: 

 (19) 

   ,                  (20) 

 

 ,                             (21) 

де 𝑇2𝑘+1(𝜌) – функція Чебишева; 𝜎𝑧
(𝑃)(𝜌, 0) – силова складова напружень; 𝜎𝑧

(𝑇1)
(𝜌, 0) – 

температурна складова напружень в шарі. 
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