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Abstrakt. The problem of the effect of deformations of transverse shear and transverse 

compression on the value of the critical stress in the problem of the loss of stability of a 

transversely isotropic rod is considered. The fourth-order differential equation of the non-

classical bending model of rods is applied. Formulas for the critical stress are obtained, as well 

as numerical results for rods made of different materials. 

 

Проблема втрати стійкості елементів конструкцій (стрижнів, пластин, оболонок) 

під дією стискувальних навантажень досліджувалася досить давно і грунтовно, 

починаючи від Л.Ойлера [1], С.П.Тимошенка [2], Ф.Енгессера [3],  Ф.С.Ясинського [4] і 

закінчуючи багатьма сучасними дослідниками: Б.Л.Пелехом [5], О.С.Амбарцумяном [6], 

О.К. Малмейстером, В.П.Тамужем [7], Ю.М.Тарнопольським та А.В.Розе [8], 

В.М.Трачем, А.В.Подворним, М.М. Хоружим [9], О.М. Гузем та І.Ю.Бабичем [10]  та 

іншими [11,12]. Авторами [9,10] стійкість ортотропних оболонок досліджувалася  на 

основі рівнянь тривимірної лінеріазованої  теорії деформівних елементів – ортотропних 

оболонок. У працях  [5] - [7] розрахунки проводилися із урахуванням  тільки деформацій 

поперечного зсуву, без урахування деформацій поперечного обтиснення. Авторами 

[11,12] стійкість криволінійних елементів конструкцій та оболонок досліджувалась із 

застосовувати рівнянь некласичних моделей із урахуванням  деформацій поперечного 

зсуву та поперечного обтиснення. 

Розглядається задача стійкості трансверсально-ізотропного стрижня перерізом 

 та довжиною l  під дією стискуючої  сили F у напрямку осі . На відміну від 

зсувних теорій згину типу С.Тимошенка, для отримання розв’язку задачі скористаємося 

рівнянням згину та залежностями з [11,12]. Для повного задоволення усіх граничних  

умов обпирання на кінцях стрижня необхідно використовувати диференційне рівняння 

четвертого порядку уточненої моделі [12]: 

,                               (1) 

де параметри: ;  - мінімальний 

осьовий момент перерізу стрижня; - переміщення у напрямку поперечної осі у; 

 диференціальна залежність між розподіленим навантаженням  та 

згинальним моментом. 

Вважаючи, що за такого виду  навантаження згинальний момент  у стрижні 

буде пропорціональним до прогину : , диференціальне рівняння  (1) 

2h t x

2 44 2 4
1 2

4 2 4
min min min4 64

t td v q d q d q

EI EI EIdx dx dx

 
= −  −

1
1

4 3
10

E

G
 

 
= − 

 
2 0, 2 ,

E G

E E
 

 
= − 

  

3
min

1

6
I ht=

v

( )
2

2

d M
q x

dx
= − −

( )M x

( )v x ( )( )M x Fv x=



МАТЕМАТИЧНІ МЕТОДИ ТА МОДЕЛІ ТЕХНІЧНИХ І ЕКОНОМІЧНИХ СИСТЕМ 

56 

можна записати, із точністю до двох сталих інтегрування, що приймаються рівними 

нулю,  у наступному вигляді:

  

                                             

(2) 

 

де 

 
 

Загальний інтеграл рівняння (2), який знаходяться із урахуванням чотирьох 

граничних умов на кінцях стрижня: 
  
і  , можна записати 

так:
           

                                                     
(3) 

Тут . 

У зв’язку з тим, що у розв’язку (3) коефіцієнти А  і  В  не можуть дорівнювати 

нулеві, то мусить дорівнювати нулеві визначник цієї системи, тобто    

 або . Отже, необхідно, щоб  , а  

або . Остання залежність спрощується до виразу: 

                                                        
.                                            (4) 

Підставивши в останню  рівність замість  параметрів  їх значення, отримаємо 

                                           

.                            (5) 

Поступаючи аналогічно, як і у першому випадку, для визначення найменшого, 

критичного значення  сили , покладемо параметр  і отримаємо формулу для 

критичної  сили, як функцію від  гнучкості : 

                                                       

.                                  (6) 

Тут  

                                     

Здійснюючи аналіз  формули (6), можна прийти до висновку, що вплив поправок 

від поперечного зсуву та поперечного обтиснення (зокрема, відношення ) на 

величину критичної сили  є взаємопротилежним. Одночасно, при великих 

гнучкостях, вплив поперечного обтиснення  може бути набагато нижчим  від поправок, 

котрі дає поперечний зсув.  

Формула для нормального напруження  на базі формули (6) має вигляд:
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У таблиці наводяться числові дані підрахунків для відношень  за формулою 

(7) для матеріалів: для ізотропного матеріалу ; ; для дерева 

 ; , для  органопластика ; 
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, залежно від гнучкості . Коефіцієнт Пуассона для цих матеріалів 

приймався рівним  .                                            

                                                                                                  

 

Таблиця  

                          Значення відношень  за формулою  (7) 

 20 40 60 100 

метал 0,934 0,983 0,992 0,997 

дерево 0,632 0,872 0,939 0,977 

    орг. пластик 0,486 0,790 0,894 0,959 

 

Із підрахунку даних та аналізу таблиці видно, що врахування поправок від  

деформацій поперечного зсуву та обтиснення може бути істотним тільки при  , а 

також коли . Для  ізотропних матеріалів названі поправки є незначними.  

Додатковий аналіз підрахунків дозволяє зробити висновок, що уточнення у формулі (7),  

із  множником  ,  для анізотропних матеріалів дає поправки до даних у таблиці з 

точністю до другого, третього знаків після коми, а для ізотропного матеріалу (металу)   

вони є абсолютно незначними (четвертий знак після коми).   
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