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ІНТЕГРАЛЬНЕ ПЕРЕТВОРЕННЯ ТИПУ КОНТОРОВИЧА–

ЛЄБЄДЄВА ІЗ СПЕКТРАЛЬНИМ ПАРАМЕТРОМ  

НА ДВОСКЛАДОВОМУ СЕГМЕНТІ 

 

Методом дельта-подібної послідовності (ядро Коші) на сегменті [0;R] з однією 

точкою спряження запровадимо інтегральне перетворення типу Конторовича-Лєбєдєва при 

наявності спектрального параметра у крайовій умові та умові спряження. 

 

Запровадимо методом дельта-подібної послідовності інтегральне перетворення, 

породжене на множині 
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гібридним диференціальним оператором Бесселя 
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в припущенні, що спектральний параметр бере участь і у крайовій умові при r=R2 , і в 

умовах спряження при r=R1; 
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 За дельта-подібну послідовність вважатимемо ядро Коші – фундаментальну 

матрицю розв’язків задачі Коші для сепаратної системи рівнянь теплопровідності 

параболічного типу, породженої оператором В(). 

 Розгляньмо задачу про конструкцію обмеженого в області 
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розв’язку системи диференціальних рівнянь теплопровідності параболічного типу [1] 
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за початковими умовами  
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крайовими умовами 
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та умовами спряження 
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 Ми припускаємо, що: 

1) вектор-функція u(t,r)={u1(t,r), u2(t,r), u3(t,r)} є оригіналом за Лапласом щодо t[2]; 
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 У зображенні за Лапласом параболічній задачі (1)–(4) відповідає крайова задача: 

побудувати обмежений на множині І1 розв’язок сепаратної системи рівнянь Бесселя     

2-го порядку для модифікованих функцій [3] 
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за крайовими умовами 
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та умовами спряження 
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інтеграла Лапласа,   ;s . 

 Фундаментальну систему розв’язків для рівняння Бесселя 0)( 2  VВ   

утворюють функції Бесселя уявного аргумента )(, rI  і )(, rK   [3]. Це стає 

очевидним, якщо рівняння Бесселя подати так: 
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 Наявність фундаментальної системи розв’язків дозволяє побудувати розв’язок 

крайової задачі (5)–(7) методом функцій Коші [4,5]: 
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 У рівностях (8) беруть участь функції Коші 
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 Визначимо функції: 
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 Безпосередньо перевіримо, що за функції Коші можна взяти функції: 
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 Для знаходження величин А1,А2,В2 крайова умова в точці r=R2 і умова 

спряження в точці r=R1 дають алгебраїчну систему з трьох рівнянь: 
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 У системі (10) бере участь функція 
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 Припустимо, що виконана умова однозначної розв’язності крайової задачі (5)–

(7): для isp   з 0Re  p  та Im p=   ;s  визначник алгебраїчної системи 

(10) 
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 Визначимо функції впливу: 
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 У результаті однозначної розв’язності алгебраїчної системи (10) і підстановки 

одержаних значень А1, А2, В2 у формули (8) отримуємо єдиний розв’язок крайової 

задачі (5)-(7): 
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 Повертаючись в (13) до оригіналу, маємо єдиний розв’язок параболічної задачі 

(1)–(4): 
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 Тут за означенням [2] 
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 Особливими точками функцій впливу     ,,*

; rpjk  є точки галуження 

)2,1(,2  jp j і p . Якщо покласти   jjjj ibkia   221  , де  222

jjk   

  0;max 22

2

2

1  j , то одержимо:      ddpip 2,exp2222  . 

Внаслідок леми Жордана й теореми Коші [2] 
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 Визначимо функції [6]: 
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Безпосередньо маємо: 

             

           

      

     

     

      .,,,

;,

;,,

;,,,

;2,1;,,,,,,

,

;

1*

;,

12

;

2

;,

2

;

1

;

1

;,

222122;

1

22212;,

2221222;111

1

11;2221212;111

1

21;;

1;1;

2

22

2222

2121
































brRbshrR

bshbRRU

bRibRRU

bRRbshRR

jbRRbRbRRbR

i
bsh

e

m

m

jkm

m

jkib

m

m

jkm

m

jkib

m

m

jkm

m

jkm

m

jkib

jjib

jj

j

i



















 

 Визначимо величини і функції: 
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 Якщо у рівності (16) виконати вказані операції, то матимемо: 
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 Повернемось у формулі (13) до оригіналу. Внаслідок рівностей (18) отримуємо 

інтегральне зображення єдиного розв’язку параболічної задачі (1)-(4): 
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 Звідси внаслідок початкових умов маємо інтегральні зображення: 
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 Впровадимо до розгляду спектральну функцію 

                    ,,, 2;211;1 rVrRRrrVrRrrV   

і вагову функцію 
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 Внаслідок рівностей (20) одержуємо інтегральне зображення вектор-функції 

             rRRrrgrRrrgrg  21211
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 Інтегральне зображення (21) породжує пряме   1; і обернене  
1

1;

   інтегральне 

перетворення типу Конторовича–Лєбєдєва на множині І1 (двоскладовому сегменті): 
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 Результатом вищеподаного є твердження. 

Теорема 1 (про інтегральне зображення). Нехай виконані умови щодо коефіцієнтів 
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неперервна, абсолютно сумовна й має обмежену варіацію на множині (0, R2). Тоді для 

будь-якого 1Ir  справджується інтегральне зображення (21). 

Зауваження:  Якщо g(r) кусково-неперервна, то зліва в (21) замість g(r) треба писати 

    002
1  rgrg . 

Теорема 2 (про основну тотожність). Якщо вектор-функція     21 21
; gg    неперервна 

на множині І2, а вектор-функція g(r) задовольняє крайові умови 
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умови спряження 
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і виконуються умови (3)–(5) щодо коефіцієнтів, то справджується основна тотожність 

гібридного диференціального оператора   : 
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Доведення: На підставі умов спряження встановлюємо базову тотожність 
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 Інтегруючи двічі частинами під знаком інтегралів, отримаємо: 

                 

         

     

           







































































2

1

12

;

22;

22;
212

12

2

2

1;

11;
112

11

2

1

2;

22;
212

22

2

2

1;

11;
112

1

2

1
0

1;

1

1

2

1

1

2

2

1

,

,

,
,

,
,lim

j

R

R

jjjjRr

Rr

Rr

r

j

j

j

j
drrVarg

dr

dV
grV

dr

dg
Ra

dr

dV
grV

dr

dg
Ra

dr

rdV
rgrV

dr

dg
Ra

dr

rdV
rgrV

dr

dg
rarg









































   (28) 

 Перший доданок у (28) анулюється внаслідок першої із крайових умов (24). 

 При 0~2
22   маємо: 
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      (29) 

 Безпосередньо отримуємо: 

               

        
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  (30) 
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 Внаслідок базової тотожності (27) та рівностей (30) отримаємо: 
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c
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RgRV
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
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


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
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













       (31) 

 Якщо скористатися тотожностями 

            ,, ;

22

;

2 rVkrVa jjjj j
                                                                        (32) 

і підставити в (28) рівності (29) і (32), то отримаємо тотожності (26). 

Наявність основної тотожності (26) дозволяє застосувати запроваджене 

формулами (22), (23) гібридне інтегральне перетворення для побудови точного 

аналітичного розв’язку відповідних задач математичної фізики неоднорідних структур 

з м’якими межами [7]. 
 

By method like delta sequence (kernel of  Koshi) on segment [0;R] with one point of collision the 

integral transformation of Kontorovich–Lebedev with spectral parameter under the collision edged conditions 

are introduced. 
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