
Др Василь С т а с ю к.(Dr Wassyl Stassjuk).Причинки до асекурацииної доатедоатики І.(Beiträge zur Versicherungsmathematik I).1- .
Переміна сполученої ренти в ренту для одної особи.(Umwandlung einer Verbindungsrente in die Rente für eine Person).Коли табеля смертності! впрівпана після взірця Ґо nine р ц а - М euere м а, сполучена рента для п осіб дасть ся .дуже легко перемінити в ренту для одної особи.Взірець Ґомперца- М екегема «

їм = k. 8х. </'/*  (1).де /х —число живучих осіб у віці :t-, 8, ц, q постійні величини, характеристичні для кождої табелї смертності!, а /■ довільна постійна.Вартість сполученої ренти для п осіб у віці ,гаж,„ платної річно з горн, як довго всі п особи будуть іще жити, озпачуеть ся рівпапем
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94а ,'і)~ 1 є процентові™ відчппппком.
Підставмо тепер за їх вартості! з (1), то одержимо: ' ’ ■ГІ-І’-Г2 4~ •)’11 І « /VI X' * , X Л . (• 7^І+/Х+<>...,х„ +«— («»?;)------- » • Ц{ч ’ ’-■г' и) 1 ■ .7Л„....... «,„=ь («»V)—7.-------- . т-л2-г-+’л.,Впровадьмо нову величину //’ після рівпаня:

(]ІІ: ■= дГ[ -І- дх., д.г,. (3).■ тоді - . .■'Т+...4-^2 > ! „-+1Л.г.-р/,.......................... /"¡І (§» ??) п ' -Ц1 ,
, ■ ■л-)-|-»24-г.+.ги

І)хх. Х1,......... ж„=Л» 0” ?.!)....... ■■■» ■ ,//7 ,або ті самі рівпаня написані пнакше:
' Уі'Г:Г2“ •" \ >г 1-І «»»+’Аг]-р>.г.>4-г,.ЛіЛ-п-рг==/-и 1 (,$•» ?/) ’ и ’ -!/1 ,

І .г2 4-...-р'/'ч . ,іг
І).г„ ./■,.........г (.$»■?>) "¡Г .... Іс (.ч" . (¡ч .Коли се підставимо в (2), одержимо:

//;>-’ («« . 2>8»г),г і’' • !/,,г+- -..... . --- -----Л- 1 (№?.-)------ ' У - ------ .к (8'< гу : </''
оо , оо
У А; (6.» .„)«+« ,7/-/^+( У /.; ,.У« + ' . . (.<- 1 «)’«+'
^КЯІ ' ' *'  ^№Л

а.,-. х . ,, _*.=1 ________ ___ - ___ ------------------------------——-------------------■’ •••• " /г (.4« г/)»!. </'/*  к. 8^ . (/'1і. (8"~1 V)"'А що після (1)
¿«.■---і == /й ’ І І"' ~~ І" 8*' ’ [/'І'4',то '

, . « >Т, ---2, •'Поставмо щето буде

ОО

Ум /.(.<'■‘«Г +'
^9ВЯ

їй-. (8"_1 ??)’'’

а).
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Се останнє рівнане є вже рентою для одної особи, однак не для проценту 2?°/0, після якого обчислювано долучену ренту, тільки для такого проценту, якого ВІДЧПННПК V’ даний рів- панем (4). • -Означім сю ренту для одної особи сі-1,,?, то вкінці одержимо:
■ (V) . ■

.... ;/-п----П." , (’0*де між м і а\, т2, заходить рівнане (В), а між ?> і ?/ рівнане (4).Отже коли табеля смертности в прів най а після Ґ омп ерца-Мексгем а, то сполучена рента для п осіб у віцї йд, «з, ..., -!с)( для процентово.го відчпниик.а І> рівнавть ся рентї для одної особи у віцї о ви ач е, нім рівнанем (3) і для відсоткового відмітника к’, означеного рівнапем (4).Се тверджене для табель смертности’, впрівпанпх після Ґ о м и ер ц а- М'екег єн а, є узагальпенем анальоґічного твер- джепя де Морґапа для табель смертности, впрівпанпх після ґомперца.І дійсно, коли поставимо.4 = 1,взірець і оми е р ц а - М е к е г е м а переход п т ь у в з і- рець Ґомперца:
їх = к . <ічл\ (6).а взірець (4) у = (4').Рівнаня (3) і (5) остають у тім самім виді і дають тверджене де Морґапа. Після рівпапя (4') відсоткова стопа сполученої ренти для одної особи є та сама.При мір: Приймім, що треба обчислити сполучену ренту для двох осіб у віцї ЗО і 40 лїт для австриііської табелї смертности АНт і для відсоткової стопи ;>=Зг|20(0.Після взірця (5) ся рента рівна рентї для одної особи у віцї означенім рівнанем (3)<7’'- = (/;:о 4- д40 . •



'96іі для відсоткового відчпннпка
V' — 81).Для табелі АІГ" є

8 = 1,-07999, </=0-998118,•а що д=3-5%, то' г = Т035 ’Само числено представляє!’!. ся ось так :І02 7 = 0.03341973, .ЗО к>2 <7 = 1'0025919, 730 = 10-05 98,40 102 7 = 1'3367892,_____ ______ ді,} = 21-7165,• = 7У(Ч-740= 31'7763,102 7 = 1.5021033,1-5021033 0-03341973?с = 44-9466,
г’ _ — 0-96436;.) л— -£.^69515' ’отже р' — 3-69515% .Бачимо, що для табелі ЛНт сполучена рента двох осіб ;у віці ЗО і 40 літ для відсоткової стопи 3%% має бути рівна ренті для одної особи у віці 44.9466 літ і для відсоткової стопи •■3-69515%.Що дійсно так-є, видимо з такого рахунку: . оо

і Рщ ~г <, іи'Г1~ 3.802,371.200 14-781.«зо»« 257,242.200 ~Ренту для одної особи .у віцї 44'9466 вичислюємо при помочи лінійної інтерполяції між вартостями для 44 і 45:2? Аі«п = -А) X1 261.973 _ 15.067,17.387_ 244.586 _ 14.764,а 16.566А = 0.303,0.9946. А = 0-287,
. АчА™ = 14,780.Обі ренти ріжнять ся тільки о одну одиницю на останнім десяточнім місцї, а се може бути наслідком поправок або і того, чцо ренту для одної особи обчислювано при помочи лінійної ¡інтерполяції.
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2.
Спроваджене ренти для вижчого проценту на ренту 

для низмого проценту.

(Zurückführung einer Rente mit höherem Zinsfuß auf diejenige 
mit niederem Zinsfuß).

Тут також приймаймо/ що табеля смертности вирівняна 
після взірця (1) Ґомперца-Мекегема, і провадимо доказ 
для тяглої ренти.

Тягла рента, як відомо, рівнавть ся:
(7).

-(*■)  1 Сп и(їх = + і (Її,Вх^

де Лг І = Іх± і V'1' +'
Вставлю в (7) вартість за їх із (1):

оо
а? = ‘у?-к СІЇ

1с($уУд<іх Зи

або _ 1 С х ? (8).
Х 9 (

Зінтеґруймо тепер celi інтеґрал частинно, то одержимо :
оо

1 f (sv)t І
І In (sv) !

б

сю
1 r. x+t x+t

-j—-— \ (svy gq q 
In {SV) J *

Ù
Ing Ivq dt

або
oo

ax ^_ /«"(s/’)| + lnglnq 9q dt

Після взірця (8)
oo 

а?’ = ^J^vqy д^\ії 
о

є рентою для процентового відчинника
= vq, 

отже буде
(г) 1 ( (vq)

=----- ї—;—г і 1 + Ing. Inq. q* . ахIn (sv) 2
ЗБІРНИК МАТ.-ПРИР.-ЛЇК. СЕКЦІЇ, Т. XVIII. 7
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або
(.) -LL , , х М <9Х

«і = 1 + Ing . Inq . q'.ax j.

На підставі сього взірця всї ренти для процентового від- 
чинника v < +, отже для процентової стопи р ((/—1). 100,. 
дадуть ся спровадити на ренти, для яких процевтовий відчин- 
,ник v лежить у межах

а 
отже процент р у межах

о< р < (q—1). 100.

При тім взорець (9) треба при міняти 1,2, п разів, від
повідно до того, чи v лежить у межах

аб° —> V- 4п-
qn — 2»+»

При мір: Обчислити тяглу ренту для віку ЗО літ для ав- 
стрийської табелї смертности АН™ і для відсоткової стопи 
р == 7.999%.

Для табелї АНт постійні величини Ґомперца-Меке- 
гема є:

і д = 1-07999
і д = 0-995683,

'д = 0-998118.

У нашім примірі 
-------------------_------ >

1 + 0-07999“ 107999  
отже

*

1V = —

На підставі взірця (9) рента для процентового відчинника. 
г? = вдасть ся виразити рентою для відчннника

= гд == £. 7 = 1, 

отже для процентової стопи
Р = 0%.
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Взірець (9) для нашого приміру перейде у такий: 
і ( _

а*  == іп{±) [l+lng.lnq.qw.a^

Провірюймо тепер сей взірець:

„ и)_ SD3P 
**50 —

-S?so__ 3,305,о90 __
Ло(0 ” 4о ~ 95.867

Се рейта для процентового відчинника ¿’--1, отже ^» = 0°/о, 
платна річно з гори. Однак нам потрібно тяглої ренти, яку до
волі докладно обчислювть ся при помочи рівнаня

= «х — 1 — т1? (<*  + (Ю).
де о = Іп (1 + і),

1
а — т * ■ *Ь Лх,

У нашім випадку р=- 0, отже 
д 0.

Дальше ми п-риймили, що табеля вирівнаня Ґомперца- 
Мекегема [взірець (1)], отже буде

/А = — Ins — Ing. Inq . q*,  
отже тут буде:

«8(/ «ЗО І — 1 ДЗО’

де д30 =~ — In s — Ыд .Inq . gso.

Для табелї АН™ е
Іп з = — 0-0018837,
Іпд=~ 0-0043263,
Іпд=- 0*0769518;

Як у попереднім прпмірі:
д™ = 10*0598,

_ ¿па = 0-0018837,
— lng.lnq.qw = 0;0033491

д30 = 0-0052328,

я = 34.481
0*500

І тУзо — 0'000 
а30(о = 33*981.
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Дальше одержимо:
Іпд. Іпд. дм. а3011) = — 0'11381

14- Іп д. Іп д. д3(>. а80(х) = 0'88619,
Іп (Д) = 0-0788355,

14- Іп д. Іп д. д™. а30(1) І = 11'241.
азо

Се вартість ренти для р = 7-999"= (д — 1). 100, випрова
джена на підставі ренти для р = 0%.

Для контролі обчислім тепер ту ренту впрост.

102.419-15 _
-8Т7767Ї------1Г'41*зоазо

А?’'
Відносну тяглу ренту дістанемо із взірця (16). 

д30 = 0-0052328 
д^-іпд^-: 0-0769518 

а -4- Дзо .... 0-0821846,

а3/ч) = 11'747

ІА(<*  + а*зо) = 0-007
| І = 0'500

= в./’) - і - л(« + /»„) =.11*240.

Як у попереднім примірі, оба висліди ріжнять ся тільки 
о оДну одиницю на останнім десяточнім місці.



INHALT.
Für die nach Gompertz-Makeham ausgeglichenen Ster

betafeln werden hier zwei Sätze aus der Theorie der Renten ab
geleitet.

Es wird gezeigt, dass eine Verbindungsrente für n Personen 
durch eine Rente für eine Person ersetzt werden kann. Zwischen 
den Altern und den Zinsfüssen bestehen die Gleichungen (3) und 
(4). Als einen Spezialfall dieses Satzes erhält man den der Mor- 
gan-schen Satz für die nach der Gompertz-schen Formel aus
geglichenen Tafeln.

Der zweite Satz-Formel (9) — ermöglicht die Zurückführung 
der Renten mit den Zünsfüssen

p’>(g-l).100®/o
auf die Renten mit den Zinsfüssen, die zwischen folgenden Grenzen 
liegen:

o < (q—1). 100.
Dabei ist q die bekannte Konstante der Gompertz-Ma- 

k eh am-sehen Formel.


