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Uber eine Tschebyscheffsche Frage.

1. Betrachten wir eine gegebene Flache mit dem Bogenele-

—ent von der Form

ds® = dz* + dy® + 2 cos a dzdy, 0]

#0 a eine Funktion von 2, y ist. Wir wollen unsere Fliche so auf’
zine Ebene abbilden, da8 den Punkten der Fliche mit den krumm-
Znigen Koordinaten X, ¥ die Punkte der Ebene enisprechen, fiir
=elche z, y rechtwinklige kartesische Koordinaten sind. Auf diese
Weise erhalten wir einerseits eine Abbildung der Fliche auf die
Ebene, fiir welche die Langen der Bogen der Kurven z = comst.,
n = const. invariant bleiben; andererseits bilden sich diese Kurven
auf der Ebene in der Gestalt von Geraden, welche den Axen des
rechtwinkligen Systems parallel sind, ab.

Wenn wir uns also die letzten Systeme der Geraden als Fiden
eines Gewebes vorstellen, so verwirklichen wir ein Ankleiden un-
serer Flache mit diesem Gewebe. Die GrioBe o bestimmt den Winkel,.
welchen die sich kreuzenden Fiaden auf der Fliche bilden.

2. Der Winkel @ geniigt der Gleichung

e .
iy K sin a @)
wo K die GauB’'sche Kriimmung bedeutet.

Die Aufgabe des Ankleidens der Fliche mit dem Gewebenetze:
ist auf die Darstellung des Bogenelementes unter der Form (1)
zuriickgefiihrt.

Es soll unsere Fliche mittelst der kartographischen Koordi-
naten u, v dargestellt werden:

ds? = 1 (du® + dv?), . . 3
wo 4 eine bestimmte Funktion von %, v ist.

Es geniigt augenscheinlich unsere Aufgabe nur fiir irgend eine
der Flachen, welche durch die Gleichung (3) bestimmt sind, auf zulésen..
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Wir werden hier nur die Flichen mit der konstanten Kriim-
mung betrachten. In diesem Falle verbindet die Gleichung (2) ein
gewifles Ankleiden der Fléche.

3. Wollen wir zunichst den einfachsten Fall einer Ebene
{K == 0) betrachten. Die Gleichung

%
oroy

hat allgemeine Losung
a=—X+Y
‘wo X eine willkiirliche Funktion von z allein und Y eine eben-
solche Funktion von y bedeutet.
Der Ausdruck
du + idv = e*dxr + €'Vdy “4)
gibt u, » als Funktionen von z, .
Daraus ergibt sich
du — tdv = e *dr + edy (5)
Aus (4) und (5) bekommen wir:
du? + dv? = da® + dy* + 2 cos (— X + Y) dz dy.
Wir sehen also, daB #, v als die rechtwinkligen Koordinaten
der Ebene zu betrachten sind.
Indem man in der Gleichung (4) den reellen und den imagi-
niren Teil absondert, so bekommt man
du = cos Xdz + cosYdy, de = sinXdr + sinYdy
oder

X y x ¥y
U = Scostm + Scos Ydy, v = SsinXd'x + Ssin Ydy.
Wir bekommen also eine translatorische Bewegung eine Kurve
1dngs der anderen Kurve.
4. Betrachten wir jetzt eine Kugel mit dem Radius 1.
Die Gleichung (2) bekommt die Form:
0%a
azoy =
Nehmen wir eine Partiallosung ¢ = ¢(&); @ eine willkiirliche
Funktion von § = az + by, wo a, b positive Zahlen sind.
Wir bekommen eine gewohnliche Gleichung
aba" = —sina
was eben die Gleichung des einfachen Pendels ist. Auf die be-
konnte Weise haben wir

— sina 6)
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Vab da .
2 VYeosa +4 ds M
Begniigen wir uns nur mit dem Falle 4 = 1, dann gibt die
Integration:

-§
ot (5-2) -5 -
Woraus _ _
cos = — — 2 __ sin 2 — 4 6i-§—_i
2 et te 2 e Te ™
folgt.

Wenden wir uns jetzt auf die Untersuchung der Beziehungen
zwischen z, y einerseits und den kartographischen Koordinaten w,
2 auf der Kugel andererseits.

dz? + dy® + 2cosadrdy = (dx + €“dy) (dz + e *dy)
Es ist leicht den integrirenden Multiplikator fiir den Ausdruck

dz + é°dy ®)
oder auf Grund der Beziehung & = az + by d. i.
£
dr — ds — bdy
a

fiir den Ausdruck

3 + ae”“— b dy
a a
zu finden.
Es ist ersichtlich, daB der.gesuchte Multiplikator
a
aé — b
ist.
Es ist also:
.. dt
dv+zdu=aeia__b+dy ®
oder
dv + idu = (ae _+b)ds + dy

a* 4+ b2 — 2abcose
und endlich

. a sin a df
du = — at+ b*— 2abcosa (10)
dv — (acosa—b)d§ + dy 1)

a?+ bt — 2abcosa
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Aus (10) bekommen wir:
u—uo=—ﬂg—b5 sinada _ (12)
Ve J(a*+b*—2abceosa)Veosa+1
Die Gleichung (9) gibt

jo .
de + é“dy = ﬁea—b (dv + i du)

—1
dr + e "dy = 2¢ —b (dv + ¢ du)
a

Daraus folgt:
H] 2
dxs+d?/s+2008adxdy=a+b 2cosaab

p (du®+ dv?).
Die Gleichung (12) gibt
" e — a ] 0+ Z
° = 3@+rd)do—2
wo
6=a—+_—b Z% =14 cosa.
V2ab’
Indem man weiter bezeichnet:
a4+ b

0 (v — u,) = w,
50 bekommt man

oder

2 Yo T e 13y
Wir bekommen endlich
_(a+b 2[ 2 e
dz® 4 dyt+2cosadxdy = ( 7 ) o ] (du® + dv?).
Fithren wir die neuen Verinderlichen W und © ein, wobei

6 — 9_;'-_2 (»v P— 1}0).

a
Dann haben wir
dz*+dy®*+2cosadrdy = [eT’fe—“V:'z (dw? + do?)

Wir sehen also, daB es moglich ist, © als die Lange auf der
Kugel zu betrachten und

——— = cosep zu setzen
e" + e~ ’
wo ¢ die Breite bedeutet.
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Aus der Gleichung (13) folgt:

a o
cos 5 = V—E sin @ (14)
Es bleibt jetzt nur (11) zu integrieren.
1— sin5 —
— Vab 2 a (2 Vab . )
r— { + arctg (2 V27
’ y+2(a+b) 1+ sing b+a I\a=p"me

der
—v, = Vab ., 2 2Vab ¢ —€
v—v, =Y+ ot ia—g—b arctg (L= —
oder, indem wir die Linge einfiihren;

a+b P [ 2yab e —e -
0-0, =212y F I/E [a — aretg (aV_b = 5)]

Wir sehen, da8 die Parallelen auf der Kugel ¢ = const die
Geraden geben, welche der Gerade az + by = 0 parallel sind.

Wir haben auch die Beziehung:

4ab (a + b)’ .
(b_a)g “\a—0 .S"antp.

5. Wir haben gezeigt, wie man aus der gegebenen Losung
der Gleichung (6) die Losung der Tschebyscheffschen Aufgabe be-
kommen kann. Die vollstindige Losung der Gleichung (6) stellt
aber eine hochst schwierige Aufgabe dar.

Es ist wichtig zu bemerken, dag auch jede Losung der Tsche-
byscheffschen Aufgabe eine Losung der Gleichung (6) gibt. IMir
den Fall einer Kugel bekommen wir eine angeniherte Losung,
welche der Modellierung fahig ist.

Betrachten wir ein Ankleiden der Kugel, bei welchem zwei
Fsiden, die den verschiedenen Systemen angehdren, sich lingst
der zwei gegebenen Kurven der Kugel verbreiten.

Bezeichnen wir mit ¢ die kleine Linge der Seiten jeder Zelle
des Netzes.

Wenn

colg® (0 — 9, 4+ — 1Y) =

Z (1) = tg % U,

bezeichnet, wo die ganze Zahlen %, [ die Stelle der Zelle im ganzen
Netze geben und Ui, den Winkel der Zelle bedeutet, so kénnen
wir ein rekurrentes Grenzverfahren anordnen.
Nehmen wir namlich die positiven Werte z, y willkiirlich und
bezeichnen
4
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=[2]. m=[)

wo [...] das Entier-zeichen ist. Bei dem unendlich kleinen & sind
die Zahlen [, £ unendlich gro8. Aus den Betrachtungen der sphae-
rischen Trigonometrie folgt:

P

Z0 =1

P=nZUl—10)Z(k—10ZFk—11—1) +
+q[Z I —1)+Z(k—10)]—Z(k—1,1—1)
Q=149Zk—-1,1—1O[Z(h -1 +Z(k—1,0] —
— 2 Zk -1 Z(k—1,1)

wo

und
7 = €0S'E,
bedeuten, woraus

Z(k, 1) + Z(k—1, 1—1) = [Z(k, I—1) + Z(k—1, I)

folgt.
Dann haben wir die endlichen Differenzen
Ay = Zo D)+ Zk—1,0-1)—Z(kl—1) — Z(k—1,0) =

— 120 1= 1) + 26— 1,D] 5,

jall + Z24k—, 1—1)]
Q

WO
R=n—-14+02ZGk-—-1,0Z%k,1—1) +
+ n{Z’(/c—l,l V—Z(k —l,l—fl)_[Z(lc,l—1)+Z(k—1,l)]}
bedeutet; weiter haben wir
Ak—Y)=Zk—-1,0)—Zk—1,1—-1)
A'C—1)y=Z(kl—-1)—Z(k—1,1—1),
‘Wir bekommen die Identitit:
A“k,l_ ’Y[Z(’G,l— 1)Q+ Z(k— 1, l)] Akt (l— 1) All (Ic—l) —

= (’7—1)[2(/0,l—1)+Z(lc—1,l)]1+’7Z(’0»5221)Z(/6—l,l).

Dividiert man beide Seiten mit £ und 148t man ¢ — 0, so
bekommen wir:

Z  2Z aZoZ _ 7

droy 142% oz oy ’
woraus durch die Substitution « = arctg Z die Gleichung (6) entsteht.
Die Konvergenz des Prozesses erhellt aus den geometrischen

Betrachtungen.
3. 1L 1927, (Kyiiv).




