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Intégration de l’équation de Laplace.

Soit proposé d’intégrer l’équation de L a p 1 a c e
_ d2U d2U d2U 

dx2 + 0y3 + 0z3 (1>
U étant dans l’électromécanique et hydrodynamique une fonc

tion potentielle. Donc si l’on désigne au dedans du champ newtonien 
une surface de niveau U =const., on en déduit que
d2U d*U  d2U _ dU A03tfin02U d2U . ,
0æ2 4-2 dxdz dz2'p + dz r °’dy2+2 dydz 'q+ dz2'q +

, dû . A 02r , d2U , d2ü , d2U , dU A
dz 'dxdy dxdz q dydz p+dz2 pq dz s (2)*  

en supposant
dz . dz   d2z  d2z __
dx ~p’ dy dx2 ~r' dy2 ~~ ’ dxdy ~ 8‘

Dans le cas où les directions des axes de coordonnées sont,, 
de même les directions des tensions principales au dedans du champ- 
on a, d’après transformation de coordonnées que

d2U __ d2U _ d2U _0 
dxdy dydz dzdx ~~

Donc dans le cas présent les équations (2) prennent la forme

dz
d2U , d2U a , dU n d2U t d*U  f n d*U  , dU _ 

+ + 0^-^°’ d^tp q+^' 5=0 (3>

En éliminant les dx2 ' dy2 et dz2

entre les équations (1) et (3) on aura cette équation différentielle 
aux dérivées partielles suivante :

1,1,1,0
o’î’^’i =P9 (r+i)-s(p3+g2-l)=0
0,0 ,’pq , s
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On sait bien que par chaque point d’une surface Î7=const 
il passe deux lignes de courbure représentées par l’équation, diffé
rentielle
[^-(i+P2)«!^)’+ [ji+P’X—+

+ [”(1+Z’2)s-J>çr J = 0.

Comme les deux séries de ligne de courbure se coupent à 
l’angle droit sur la surface donnée, on a selon la nature des raci
nes del’équation du second degré que

^r-(l+j?2)g _ __ L 
dxy dx2 (l+ji?*)  s —pqt

D’une autre manière
s , — T , q 
t ,— s,—p 
q>-p ;o

=pq (r “t)^s(p2 ~q2)—0 •(5)

Il est aisé à contrôler que les équations différentielles (4) et 
(5) expriment la même ligne de courbure sur la surface de niveau 
Z7—const. quand cette ligne prend la forme

s . r _ ___t_____ r+t+s _
2pq~~ %p2 —1 — 2g2 —1— 2(p-+q2+pq —W ' '

En ayant égard à l’équation (1) sous la forme
d2 U + U _ d2U
~9æ2 + dy^~~

-on aura, d’après l’addition des (3), que
^(p2+<?2+p?-l)= — ~(r+t+s).

D’une autre manière

s _ r __ t _ r+t+s dz2 _  . .
2^~2/î2-l“2ÿ2-l — 2(p2+V+P?-ï)__ TW'“ 1 '

2 dz
Suivant le théorème que la somme des courbures de deux 

■sections normales, perpendiculaires entre elles, est constante, à 
l’aide de l’équation
jir—a2] T?2— [(l+jo2)i+(l+^2)r-27?çs] yp+ç< H-1.7? 4-

+ [/>34*? 2 + l]2=0 

qui donne le rayon de courbure R d’une section normale faite dans 
une surface de niveau U—const, on aura
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1  (1+P2)^+(1+ç32)î7>—qs const—C

Donc en raison des (7) on a
QU

?>2 + 7г—2 _ C _
[p’+î!+l]!/! “

_ tyrt dz“C oW_
Qz2 (8)

Mais
QU QÙ
Qx 9.V

P~ dU ' QU
Qz Qz (9)

les x et y étant des variables indépendantes. Donc

C a2 U Lv ) + V dy ) + \ Qz ) J 
2' (te2 — /3Z7V pZ7y op^V

\ Qx / + \ Qy / \ dz / (10)
Dans le cas des variables indépendantes y et z ou z et x on 

aura analogiquement pour chaque système des axes de coordonnées
, 1 " 1 , 1rectangulaires, comme «- 4- Œ const :

xii xl2

oq2u |_v^/ J
2 Qx2 (QU\2 .(QUy ^(^uy 

\Qy ) + \Qz) J \ .Qx )

[fdUy , /dUy /Э£уТ/2 
C d2U Ц дх) + V Qy ) Qz ) J 
2 ’ dy2 (dUy./dUy 9P^V

\dz ) +\0ж/ \Qy) (11)

L’addition des (10) et (11) étant opérée, on aura d’après sim
plifications, que 

1 1
(W 4» (9uy_2(suy (W)'+ 2(ÊIL y +
\ dx Z \ dy ' dz / X dy / \ dz J \dx /

I dU dU \‘ ¿dUx -
+V“te ) ~V~W) (12)

Ce—qui sous la forme de l’invariant suivant
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4(f)4Î)2-<)1 [©24^-<)Ъ 
-[амэ - cf л o+© -©>

(13) 
qui d’après les réductions, prend la forme

rary, (—У+ (—Г= (—'l dJL\\ (dJL.dJL\\(dJL d_HV 
\dx) ' \dy7 + \dz) ~\dx)' dy ) + \dy' dz) + \dz‘dx/

(14) 
représent un premier des intégrales del’équation (1) 
V= 0 de Laplace, qui l’auteur a découvert ici pour la pre
mière fois, Selon la nature des trois nombres quadratiques réels 
on a toujours

a4+64-hc<> a2b2 + bsc24-c2a2, c’est—à dire
ШЛ*  . (dUy МЛ*  /Wê^y (W d£y , (du dUy 
\dx) + \dy) + \dz) ^Xdx dz) + \dy ’ dz) + \ae ’ dx)

C’est pourquoi seulement les grandeurs imaginaires ou com- 
. jjletes des x, y et z satisfont à l’invariant (14) excepté le cas quand

dU dU dU 
dx dy dz

et le cas des intégrales singulaires
(w+/w_2(wy=o
XdxJ \ду/ \dz) '\by) =0,

(¥zJ + VâJ ~2 W? = 0 (15)

Donc la surface de niveau U^const. doit être une surface 
à deux nappes, conformément à partie réelle et à partie ima
ginaire de la fonction U\. sous la forme U=L\ +i U2. Soit

9Z7 dU , dU— ==a -—= b. cdx dy dz
Selon la nature des trois nombres quadratiques on a iden

tiquement
(ût2-}-63'-|-c2)2—'(ti-i-6-f-c) —c)(a+c—b) —et) ==

= 2 (a^+^+c*}
(a2+ ô2+c2)2+ (a+&-i-c)(«+£—c) (a-rC—b) (b+c—a) =

—4(a3 624-62c3-i-c2 aa)
> En outre cela on a en raison de (14) que

Donc a4+bi+e4=a2b2+b2c2+e2 a2.
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, . , dU du, dû dU t dU dU n. aô+6c+Ca = _._+-.-^+-.- = O (16)

et l’invariant
i /(du\2. , ÿêZV— , ê£
V W7 + \dy) +X5Z/ sa;'1' dy+ te (17)

•Ainsi la (16) apparut sous la forme d’une équation différentielle 
PÎ'+p+ÿ—0 (16 bis)

qui, d’après la différentiation tour à tour par rapport à x et y, prend 
la forme

s»—rt=G. (a)
Donc on peut en déduire que chaque surface de niveau 

au dedans du champ laplacien doit être une sur
face développable à deux nappes.

En vertu des conditions précédentes 
s __ r _  t

2pq ~ 2p2—1 2</—1 (6 bis)
l’équation (18) prend la forme immédiatement suivante 

2p*+2q2-1=0 ou p2+q2 — 1 = — (p3+22) (6)
et les équations (4) et (5), dans le cas présent, sont

pq (r+0+5 Cp2+iZ2)=0 ®t pq (r—t)—s (p2—g(3)=0 (18)
Pour avoir les équations (18) aux dérivées partielles des sur

faces de niveau en quantités finies on différentiera la fonction 
arbitraire

z=0[Ax2i, By2i\ (19)
A et B étant des constantes, par rapport à x et y. Comme dans ce 
cas

— i ~r,Aqi =pq(Br+Àt)+s (Bp2+Aq2}=$
(20) 

= -£ y~ï, on aura l’équa-

dz . dz . â2z d2z , , d2y
to-pi’ 5ÿ-îî’ âr* “’—r’ sÿ* ------* etZxdy~~s

on aura telles les équations différentielles suivantes:
A q æ—Bp y = 0,—A s x— B r y+A q i = 0, —<A tB s y—Bpi^ 0 

qui peuvent subsister simultanément :à condition que

—s
—t ,~s ,Bpi

En posant <4=1+*  et btrt
tion (20) en forme 

î» ~P, 0
—s, — r, (Ï-Fl)g'i

De cette manière 
(18), en quantités finies, "

$ [(1 -K)æ2ï, (1 - i) y 2i] ou y [(1 + z) x2ï, (1—i)y2i, zj - 0 (22) 

= pq(r+/)+,? (p2+q2}-i\pq (r—t)—s)2] = 
= 21
l’équation (19) doit être, pour les équations

— i
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comme une expression des équations (18). Ainsi donc détermine 
la surface de niveau au dedans du champ laplacien cette 
équation suivante:

Ï7— U1+i U2=<p [( 14- i) x2 (1 — i)y2 î>] = cônst (23)
Remarque. On peut en déduire que à l’oeuvre la fonction 

Î7, d’après la transformation des coordonnées suivant les formules. 
d’Euler aux trois angles arbitraires, au tournant les axes des 
coordonnées, prend la forme

t7= f (x-\-yï)+F\x4-zi) + Æ (y 4- zi)
les fonctions f, F ot 0 étant arbitraires. En effet, dans le cas pré
sent, on aura
8’17 d2U d*U■^-î=f‘‘(x+yi)+F"(x+Bi), —=- /'"(a:+ÿï)+®"(ÿ+«i),^-5- = 
(Av Oy

= — 4- zi)—$“(y+zi)
Donc, d’après l’addition, on aura V=ti.
Dans le cas général par rapport aux trois axes des coordon

nées on obtiendra
[(l+t) îb8î,(1—i)y2i,z] = 0, <p2 [(14-a) yH, (1—i)z2i,xj =0, 

qp3 [(14-i)s’î,(1 — i)xsï,y]~0 (23 bis)
Donc les trois fonctions arbitraires déterminent la surface 

de niveau au dedans du champ laplacien, à savoir 
U'=1714-iC4=gp1[(14-z)i»%(l—i)ÿ!M]4-ç>2[(lJ-0ÿ%(l—i)zsi,x] 4- 

4-^3 [(14-^%(1—= oon,??' (24)
Pour déterminer seulement la réelle nappe d’une surface de 

niveau (23) on doit appliquer cette méthode suivante. Prenant en 
considération que l’équation 

s, — r ,q
t, — s,—p
Z, - 0

=pq (r—t)—s (p2—q2)=Ü (5 bis) 

est la suite de l’élimination des x et y entre les trois équations 
suivantes:

sx^ry+q=(\ txsy—p=0 et qx—pq—0
on peut en déduire que la surface Z7a doit être une surface de 
révolution.

En effet, en différentiant l’équation différentielle des surfaces 
de révolution qx —py=Q tour à tour par rapport à x et à y on 
aura sx—ry+g—0 et tx—sy—p = 0. Donc l’équation (5 bis) en 
quantités finies doit être

z — W (æ24-ÿ2> ou 0 (25)
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La partie imaginaire de la fonction U— U} 4- iU2 prend la forme 
U2=y (x2 3 ,з) = const (26)

dans le cas d’une surface de niveau. En effet les équations 
l+p2 _pq 1+?8 

r “ s =” t (}
qui servent à déterminer les ombilics de la surface (26), démen
tent les conditions (6 bis) pour la surface en total et
satisfont à la surface U2, Ainsi une partie réelle de fonction 
ü doit être

г/1=др ^(14-г)ж2г.(1—— гф [ic24-ÿ2^] (27)
Donc on aura réelle nappe sous la forme

x2i, (1—г)у’г,а] — î^[æ3+^2,£] = const (28) 
pour la surface de niveau. Dans le cas général on a la réelle 
partie d’une surface de niveau sous la forme
Ui = 74 [(1+i) (1—i)y2L 4- <jp8[_( 14-ï) y2 Л (1—¿) z2K æ] 4-
4-ф8[(1+г)г2г,(1—г)х*г,у]  — г[Ф}(х2+y2,z)-l-i/> ф9 (?y2+z2,æ) (y2+' 

z2, x) 4- Va (z2 4- a?2 ,y)] — const (29)
Ainsi donc les six fonctions arbitraires déterminent chaque 

réelle nappe d’une surface de niveau au dedans du champ lapla
cien.

Comme la formules (29) et (24) découlent de les invariants
(16) ou (17), on peut encore à démontrer cet invariant suivant:
/W , (d_U dU _d_U\/dU dU_dJA(dU dU _dü\
\dx+dy oz/\dx^~ dy dz)\dy~oz dx)\dz^~dx dy;

=a‘+®‘+©‘ 

d’une autre manière
/w ê£_l(?üQV_диЛ(dJL> dU~dJ£\(dJL+ dy dz)\dx' dy dz/\dy^dz dx/\dz^~dx dy) 

(dU dü\2 (dU dU\2 fdU dUy * 
\dx dy ) '\dy dz ) ^\dz dX ) '

Il est aisé à vérifier, d’après la différentiation des (16) et
(17) , que

dx ‘ dx*  + dy ' dy2 + dz ‘ dz2 = (32
Kiev, mars 1933,


