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Головні напрямні квантових статистичних теорій.
І.

ВСТУП.

Теорема Нернста та справа деґенерації газів при дуже низьких 
температурах викликали неожиданий зворот в статистичній те­
орії. Виявилося, що причини деґенерації ‘газів треба шукати 
в квантуванню молекулярних рухів. У всіх теоріях деґенерації 
ставлено менше або більше довільні заложення так про кванту­
вання молекулярних станів, як також про статистичний стан 
самих молекулів. З тої причини повстали відміни статистичних 
теорій, які ріжняться між собою основними заложеннями. Сей 
зворот зачинається проголошенням Бозе’м1) в 1924 р. нової ме­
тоди визначення взору промінювання Плянка. Значіння цьої 
розправи не залежить так від осягнених вислідів, як радше від 
вступних заложень, які узнано конечними. Бозе змодифікував 
один з основних кроків в статистичній теорії, а саме цей, який 
відноситься до імовірності! a priori. Щоби краще оцінити цю 
іновацію і справи, що з нею звязані, а які спонукала його праця, 
треба приглянутись деяким головним рисам клясичної статистич­
ної теорії.

Основним завданням статистичної теорії е: означити 
найімовірнійші прикмети збору членів в нормальнім 
стані або іншими словами означити пересічні прикмети 
збору. Статистичну теорію можна стосувати тільки до збору 
в стані рівноваги, а вже ніколи до збору, якого умови е нерів­
номірні. Дуже важним кроком е визначення подій рівно імовір­
них або означення одиниці імовірності!.

’) S. N. Bose, Zeitschr. d. Phys. 1924, 27 (384).
ЗБІРНИК M Т.-ПРИР.-ЯІК. СЕКЦІЇ Т. XXVIII—XXIX. 10
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II.
ПІДСТАВОВІ ТЕОРЕМИ СТАТИСТИЧНИХ ТЕОРІЙ.

1. Приймім, що в загальнім просторі маємо збір зложений 
з п членів, які означимо як точки збору з f степенями свободи. 
Тоді до опису збору треба 2fn співрядних, а саме f співрядних 
положення і f імпульсів кожної точки. Положення точки в слі­
дуючих по собі хвилях часу та імпульси визначують шляхи то­
чок збору; а визначення пересічного шляху є немов образом 
подій в зборі, — є перебігом життя збору. З огляду на деякі 
умовини, з гори на збір наложені, як нпр. постійність енерґії 
збору, не всі шляхи є рівно можливі. Сі з гори наложені умо­
вини здержують рух точок до деяких поверхний 2м/’-розмірного 
простору. Одначе не завсіди є можливе визначити в повні шлях 
репрезентапійної точки — бо це означалоби повну розвязку усіх 
динамічних рівнань руху цілого збору рівночасно; іншими сло­
вами було би це домагання від статистичної теорії, щоби вона 
подавала в кождій хвилі всі положення як також імпульси усіх 
точок з осібна, нпр. усіх молєкулів газу в просторі. Такого жа­
дання до статистичної теорії ставити годі, бо її завданням є: 
дійти, о скільки можливе, до пізнання шляху репре- 
зентаційної точки в 2и/’-розмірнім просторі, без знання 
його в подробицях.

У звязи із сими думками теорема Ліювія1) має під ста­
вове значіння. Замісць розсліджувати перебіг якогонебудь збору, 
Ліювій заналізував загал сум тотожних зборів, які розпочали 
рух при усяких можливих початкових умовах. Таким робом про­
стір можна вважати як виповнений самими репрезентаційними 
точками. Ліювій виказав, що о скільки розсліджувані 
репрезентаційні точки підлягають звичайним ди­
намічним законам, тоді густота їх в тім самім об’ємі 
простору не зміняється по якімсь відступі часу, 
в якім кожна з них посунулась о свій шлях. Додати 
треба, що об’єм міг по тім інтервалі часу здеформуватися, одначе 
не стратити своєї величини. Ся теорема є дуже важна, бо вона 
виказує, що точки збору не змагають до загущення в деяких 
спеціяльних областях простору. З того виходить, що збір з прик­
метою д полишений самому собі матиме також по довільнім від­
ступі часу сю прикмету д. Ся теорема позваляє нам на висно­
вок, що прикмета д мусить бути правдива в цілім просторі.

Cl. Schaefer, Einf. in d. theor. Phys. 1921, pp. 424.
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2. Теорему. Ліювія доповнює закон Мексуеля1) розкладу 
скоростей елементів збору. Істнування розкладу скоростей вка­
зує на істнування незмінного з часом розкладу, а у тому знова 
міститься тяглість в укладі простору. В законі Мексуеля кри­
ється заложення тяглости шляху збору, яке знов є рівноважне 
з твердженням, що пересічні прикмети якогонебудь вибраного 
збору, брані в довшім відступі часу, є рівнозначні, т. зн. є такі 
самі як середня вартість взята на велике число укладів. Це 
останнє заложення грає важну ролю в розвою статистичної те­
орії, — коли прикмети одного збору мають бути висновувані 
з прикмет великого числа зборів.

Таким робом доходимо до відповіді! на питання постав­
лене вище на вступі, а саме: „що треба уважати одиницею імо­
вірності!“. Теорема Ліювія та закон Мексуеля у своїх послідов­
ностях відповідають на це питання, а саме: „Всі точки простору 
треба уважати однаково імовірними.“

III.
КЛЯСИЧНА ТЕОРІЯ.

1. Значіння вище згаданих теорем є сейчас видне в при­
стосуванню в статистичній теорії до аналізи спеціяльного пи­
тання, а саме: найти найімовірніший розклад енерґії між п то­
тожними молекулами одноатомового газу, з яких кождий є ви- 
вінуваний в трансляційну енерґію, коли вартість усьої енерґії 
Е цілості! збору є постійна.

Для переведення розвязки цього питання добре є розгля­
нути не тільки 2пЛрозмірний загальний простір, але також 2У- 
розмірний фазовий простір. Молекул газу в такім просторі пред­
ставляє тоді тільки співрядні положення та складові імпульси 
одного члена збору, а п молекулів дають опис цілості! системи; 
вони визначують макроскопійний стан цілості! збору. В дійсно­
сті! ряд молєкулів перебігом своїх проявів дає ряди мікроско- 
пійних станів у фазовім просторі, що разом реалізують макро­
скопійний стан цілості!. Мікроскопійні стани є немов знимками 
à la minute цілості!; вони називаються комплєксіонами ма­
кроскопічного стану цілості!. Кождий з таких рядів має одну 
свою репрезентаційну точку, визначену співрядними положення 
та імпульсами в 2nf- розмірнім просторі. Між рядом п елементів 
можна переводити багато вимін без зміни його розкладу як ці-

!) Cl. Schaefer, 1. с. рр. 339 і дальші, рр. 468 і дальші.
10*



148

лости. Але кожна з таких вимін впливає на положення репре- 
зентаційної точки в 2пАпросторі, а саме з огляду на новий 
уклад її співрядних.

Клясична1) статистична теорія ділить фазовий простір газу 
на велике число комірок однакового розміру и>. Розклад п то­
тожних, статистично незалежних молєкулів по коміркам можна 
тоді означити знаками скількостп молєкулів в кождій комірці; 
отже п1 в комірці 1, пі в комірці 2, і т. д. Скількість можливих 
вимін, що можуть заходити в розкладі п молєкулів по коміркам, 
а які не спричиняють ріжниці для комплєксіонів, виражується 
числом термодинамічної імовірности:

де і = 1, 2, 3,.............Число W подає також скількість репре-
зентаційних точок цілости в 2иАрозмірнім просторі. Найімовір­
ніший або нормальний розклад цілости збору є той, для якого 
вираження W приймає найбільшу вартість; тоді заходить тер­
модинамічна рівновага. Остання знов є звязана з ентропією 
укладу 5 і заходить під умовою, що <5 5 = 0, коли уклад є зам­
кнений в собі.

Ентропію укладу найдемо з теореми Больцмана:
S — к log ІГ, (2)

де к є постійна Больцмана. З огляду на (1) дістанемо дальше:

S = к [log nl — Slog п-х!]. (3)

По застосуванню теореми Штірлінґа:

и!==(»У1/2^Г (4)
lin. n = œ ' е / І

слідує дальше:

S = к ■£[— («і -+- I) log ??і] + const, (5)

або з огляду, що п, є велике в порівнянню з І, маємо:
S' = — к Sn-, log Пі + const. (6)

Тепер запитаємо про умови стану термодинамічної рівноваги 
при поданих вже з гори умовах, а саме, що вся енерґія збору:

х) Спосіб числення комплєксіонів змінено в квантових статистич­
них теоріях, тому хочу представити подрібно методу, уживану в кля- 
сичній статистичній теорії.
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I. E = 2 Пі fj
і

(де E, є енерґія г-тої комірки) і скількість молекулів цілости:
II. п - S Пі

є постійні. Визнанім отже з (6) варіяцію: 
tiS — —к Е (1 4 log п,) <5иі, (7)

тоді для стану рівноваги мусить бути:
2 (1 4 log Пі) дпі = 0

І
(8)

разом з умовами:
2 дщ = 0 (9)

і
S Єі tin, = 0 (Ю)

Останні три рівнання сповняються рівночасно, коли напишемо

2 [1 4- log Пі + 2 + /іе ] tin, = 0, (11)
і L

де 2 і д в неозначені співчинники Ляґранжа. Скоро рівнання
(11) е правдиве для всіх варіяцій тоді:

1 -J— log Пі 4" 4" де, = 0, (12)
а відсп:

Пі = (13)
або:

Пі = А . e~f,ei, (13 а)
де А = е~1-л е досі неозначена постійна.

Для визначення д ужнемо зв’язи між ентропією, енергією 
і температурою, знаної з термодинаміки, а саме:

<5 е
<55 = (14)

На підставі (2), (7) і (13) дістанемо з (14): 
дЕ - /сЕ^-А-д^дПі,

або:
АЕ = kgtiE, (15)

а з того:
... - 2 (16)
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Постійну А визначуємо з основної умови (II) та з (13 а) і (16), 
а саме:

__б
п = А 2 е к Т, (17)

з зазначенням, що знак сумовання розтягається на всі комірки 
фазового простору.

Для виконання назначеної сумації надамо справі дещо 
простійший вид. Замісць розбирати справу в 2Лрозмірнім фа­
зовім просторі, зробимо це в просторі з 6-ма розмірами: х, у, г, 

Ру> Рм Де перші 3 є звичайними співрядними положення, 
а другі 3 — співрядними імпульсів. При згаданім сумованню 
є добре зібрати просторо-часові вираження, що мають в прибли­
жению однакову енерґію б. Фазовий об’єм Ф области, якої вар­
тість енергії є менша від е, є даний інтеґралом:

^_1х (Ру сіг р7 р3 р7, (18)

розтягненим над областю, якої енерґія:

2“ (р*  + А2 + Т’г2) < г- (І9)

Інтеґрування з огляду на х, у, z відбувається над цілою обла­
стю їх змінности, т. зн. над об’ємом V, який стоїть до розпоря- 
димости молекула; знов же інтеґрал з огляду на ру, р7 роз­
тягається над сферою імпульсів молекула зачеркненого проміном 
(2wzEp. По інтеґруванпі отримаємо фазовий об’єм як:

Ф — V. І л (2ше)^ (20)

З того найдемо фазовий простір інфінітезімальної области для 
вартости енергії е між границями Бі а б, + ds, :

dФ = 4л F(2ms,) d(me$ = 2лУ(2т)%£^Е,. (21)

Вартість відношення є числом комірок z інфінітезімальної 

области енергії між s, а б, 4- dsi ; отже :
V 3 1

z, = 2л—(2т)^Мб(. (22)

В сей спосіб вираженням (22) збираємо всі просторо-часові тер­
міни однакової енергії в границях між Бі а б; h- dst. Тепер вже 
можемо перевести сумовання назначене в (17); тоді дістаємо:
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n = [¿22л^(2ш)*е‘*й£,]е (23)

або:
n = [А'^2яГ(2т)2£^£^е' kT, (24)

At A де А = —. ы
Коли вибрані комірки б дуже малі, тоді назначену суму 

можемо заступити інтеґралом; отримаємо отже:
зо ? j і

п 27tAiV(2m)^e~k7’£id£i = 2лА‘У(2т)^ (кТ)\
V 

7?
А‘ = -------- --------- її (25)

V(2nmkT)2 ’
Знаючи постійну А‘, можемо на основі (24) і (13 а) подати 

число молєкулів газу пг вивінуваних в енерґію, якої вартість 
міститься між е а £ + de, а саме:

f
пе — 2пп 2(кТ) 2е к1 е2сіе. (26)

Коли визначимо е через скорість молєкулів с2, дістанемо 
«кількість молєкулів пе, які мають вислідну скорість в границях 
між с а с + de (без огляду на напрям):

3. 771С2

пс = кіп( m, гг \ е 2kTcidc, (27)
\ ¿11К 1 J

а це є дослівно правом розкладу скоростий Мексуеля.
2. Творець теорії квантів енерґії Плянк ввів до статистичної 

теорії поділ 2/-розмірного фазового простору на рівні собі ко­
мірки величини hf так, що кожна комірка є звязана з якоюсь 
■означеною скількістю енерґії. Приймім, що в г-тій інфінітезі- 
мальній области енерґії Де є п, таких самих молєкулів і zt ко­
мірок енерґії. Мікроскопійний стан є означений розкладом числа 
молєкулів П\ по коміркам z{ при статистичній незалежности мо­
лєкулів. В такім разі П\ молєкулів можна розмістити в zt комір­
ках на г"і ріжнпх способів. Коли приймемо такий розклад в ін- 
фінітезімальній области, тоді взагалі можливих способів роз­
кладу молєкулів на комірки в цілости буде: Останнє ви­

те!раження треоа помножити скількістю можливих приділів 
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всіх молєкулів на елементарні области при даних «¡, щоби отри­
мати число всіх комплексіонів цілости укладу; тоді дістанемо 
як число імовірності! можливого розкладу цілости:

ІГ = ,г!ПЙ- (28)
/6, .

1

Комплексіонів, що повстають тільки через виміну тотожних 
молєкулів, не можна уважати ріжними, а як такі можуть вони 
бути тільки раз зачислені. З тої причини замість (28) напишемо:

,г*=п3-  (29)
І

Однак ПОСЛІДОВНОСТІ! з повищого розкладу ведуть до супе­
речності! з теоремою Нернста. Остання вимагає, щоби в границі 
температури безоглядного зера також ентропія осягала зерову 
вартість. Ентропія газу на основі розкладу (29) по застосуванню 
теореми Больцмана виносить:

S = к (log z't — log nt). (ЗО)
В границі безоглядного зера істнуе тільки найнизша енер- 

ґія — енерґія зерової точки, істнуе отже тільки одна комірка 
енерґії, т. зн. г, — z — 1. Знов усі молекули мають тоді перший 
квантовий стан, т. зн. гі1 = 0, для і ф 0). Як повищі умовини 
впровадимо до виражіння на ентропію (ЗО), дістанемо для 
Т — 0° abs-.

S — — п log п, (31)
т. зн. ентропія ґазу мала б приняти вартість від’ємної постійної, 
що стоїть в суперечності до теореми Нернста.

3. Клясична статистична теорія одно-атомового газу в гра­
ницях безоглядного зера заводить, навіть коли єї доповнити 
квантовою структурою. Вона вияснює як слід справу для висо­
ких температур, однак заводить при деґенерації газів в границях 
безоглядного зера. В стосуванню статистичної механіки до кван­
тово-теоретичних випадків справа визначування комплексіонів 
мусить бути змінена.

Недомагання клясичної статистики для вияснення проявів 
деґенерації газів спонукали Плянка1) розвязати квантово-теоре­
тичним способом вартості! безоглядної ентропії газу по думці те­
ореми Нернста. У своїх міркуваннях застосував Плянк стати­
стично-термодинамічну методу на основах клясичної теорії, але 
доповнив єї новою структурою фазового простору, подаючи єї

’) Sitzungsberichte der preuss. Ak. d. Wiss. 1916, pp. 653. 
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в залежність від величини, виду і положення елементарних 
областей імовірності!. Таким робом фазовий простір фізикального 
укладу виповнюють усюди тягло фазові точки, а тільки густота 
простірного розкладу перестає бути тягла при переході з одної 
фазової комірки до сусідної.

Сим способом започаткував Плянк квантову статистику роз­
виненням теорії одно-атомового газу1), яка для низьких темпера­
тур і великих густот вела до вияснень явищ деґенерації ґазу. 
Одначе квантової статистичної теорії в повнім значінню він не 
розвинув. Характеристична в теорії Плянка є справа розкладу 
молєкулів по коміркам фазового простору. Найімовірніший роз­
клад великої скількости однакових молєкулів на велику скіль- 
кість рівнородних фазових комірок не е рівномірний, но такий, 
що найбільше заступлені є у розкладі комірки з найменшим 
числом молєкулів, подібно як при найімовірнішім розкладі енергії 
на уклад лінійних осціляторів, — виступають саме осцілятори 
з меншою енергією частіше чим осцілятори з більшою енергією. 
А такий розклад вказує на те, що в питанню квантування одно- 
атомового газу треба зірвати із статистичною незалежностю мо­
лєкулів в їх розкладі по фазовим коміркаи. Приступления моле­
кула до комірки залежить від скількости молєкулів, які вже у ній 
сидять.

IV.

ТЕОРІЯ БОЗЕ-АЇІНШТАЙНА.

1. Статистичну теорію, основану на квантовій теорії, роз­
винув щойно гіндуський фізик С. Н. Бозе2). Бажанням його 
було построїти статистичною методою теорію промінювання. Для 
цеї ціли можна вважати порожний простір, вільний від усякої 
матерії, а виповнений тільки світляними квантами, за простір 
виповнений немов газом, якого молекулами є саме світляні кван­
ти. Визначення комплєксіонів цілості! такого укладу мусить ріж- 
нитися від методи класичної статистичної теорії.

Світляний квант представляє скількість енергії є — ію (де 
А є постійна Плянка, а V скількість дрогань на секунду), якого 

¡IV . .
імпульс є------- (де с є скорість світла); тоді:

*) Sitzungsberichte der preuss. Ak. d. Wiss. 1925, pp. 49.
*) S. N. Bose, Zeits. f. Phys. 1924, 27, 384.
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р\ + Р\ + 1Л= (32)

Фазовий 6-розмірний простір має таку саму будову, як 
передше, а саме: 3 співрядні положення і 3 імпульси світляних 
квантів. Фазовий простір інфінітезімальної области для промі­
нювання енерґії між V, а г1 -І- сіг, в даний на основі рівнання 
(21), а саме:

сіФі = 4 лV. (33)с
Бозе поділив фазовий простір на однакові комірки величини 

А8 мабуть тому, що скількістеві умови

(л) р сід = п . її (34)

ділять фазовий простір на комірки величини А8.

■ 3 поділення (33) на А8 дісталиб ми 4 як число комі­

рок гі інфінітезімальної спектральної области. Однак при світляних 
квантах розріжнюємо два до себе прямові поляризаційні стани, 
тому дістаємо:

г, = 8тгК (35)с2

як число комірок інфінітезімальної спектральної области між 
а V-, + </уі.

При численні комплєксіонів Бозе відкидає статистичну неза­
лежність світляних квантів, а дальше в противенстві до клясичної 
теорії спирається не на розкладі квантів по коміркам, тільки на 
розкладі комірок по можливостям способів їх обсади з тим, що 
кожна вибрана комірка може бути обсаджена довільним числом 
світляних квантів з рівною імовірностю. Коли отже в якійсь г-тій 
інфінітезімальній области ДФ„ якої енерґія має вартість між Еі 
а Еі + сіє,, є Пі світляних квантів, а Х\ комірок, тоді скількість 
способів обсади г, комірок, числом пх тотожних світляних кван­
тів веде до знаного завдання з теорії комбінацій, а саме: найти 
скількість комбінацій елементів для «¡-тої кляси. Висловом 
цього є: 

як імовірне число комплєксіонів г-тої інфінітезімальної области. 
А як загальне імовірне число способів уложення цілости збору 
дістаємо:
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тг — П ('П' +г'~
‘ 1 п,! (г, — 1)! •

Пермутації п квантів між собою є недоступні, 
зевському численні не дають вони уже ніяких нових

Світляні кванти збору можуть витворюватися та 

бо по бо- 
випадків. 
знов зни­

кати і т. д. З тої причини не можна з гори поставити умови,
що імовірність W має постійну вартість, подібно як при стати­
стичнім розкладі матеріальних частинок. Одначе що до енерґії 
мусить бути поставлена умова як звичайно, т. зн.

2 п^і — Е (38)
І

де п. в скількостю квантів фреквенції vx.
Ентропію укладу визначує з (37) теорема Больцмана при 

помочи формули Штірліиґа:

S = к {(г, + п ) log (zt 4- п,) — п, log п, — z, log z}, (39) 
І

коли Zi і Пі в великими числами у відношенню до 1. Для стану 
рівноваги системи мусить заходити 6S = О, т. зн.

V {log (Zj + n.) — log n} дні = О (40)

і: ‘ 2ЕідПі = О, (41)

в послідовности для (38).
Замість останніх двох рівнань можна написати:

— log (z, + Пі) 4- log Пі 4- = О, (42)
або

г> Д П' ___ ¿>uti
п,

з чого знова слідує:

або на підставі (35) і

Пі =

Z, п, =-----------
e"f‘ - 1

(16):
8 л Vv,2 <1Vi 1

cs hr< (43)
ект- 1

Густота промінювання для фреквенції v, виносить:

(>і’і dyi
Пі h Vi
~Г~

або з огляду на (43):
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8 л h f,3 1
C3 hvj

еТт- 1
(44)

а се представляє рівняння Плянка.
Таким робом дійшов Возе до рівнання для промінювання 

стосуючи обдуману ним статистичну теорію до збору зложеного 
з самих тільки світляних квантів.

2. Теорію .Возе пристосував по її оголошенню Айнштяйн ) 
до построения квантової теорії одноатомового газу. Ролю світ­
ляних квантів обняли тепер молекули газу, а імовірність можли­
вих способів обсади комірок молекулами остала така сама, як 
у Бозого з сею ріжницею, що вартість W має вартість постійну 
при даних п і z. Стан газу макроскопійно визначує число мож- 
ливостий реалізацій комплексіонів W, подане в (37) з додатко­
вою умовою:

1

2 Пі = п. (45)
І

Тоді замість рівняння (42) дістаємо:
— log (Zi + Пі) + log Пі 2 + дг[ = 0 (46)

так, що:
^(^7 + = ^ +

з чого:

пі = ).+^' д (47)
С/ і -L

Постійну д визначуємо подібно як в (16), а саме
1_

Д “ кТ ’

а 2 визначимо низше. Вартість для zt дістанемо з рівнання (22),. 
де ы заступимо через /г3, отже:

V -®- X
Zi — 2 л -^-3(2т)2еі2сіЄі . (48)

Підставляючи одержані вартості! для д і z, в (47), маємо:

V 3
Пі = 2л^(2т)2

E2dEi

Є)ЛкТ — 1
(49)

*) Sitzungsb. d. Preuss. Ak. d. Wiss. 1924, pp. 261 ; 1925. pp. 18:. 
1925, pp. 3.
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а дальше:
00

/• 1V з / я2 гі а

З (52) і (56) в першім прпближенню отримаємо клясичне 
рівнання газу (27), а дальше:

п = 2 я у, (2 т)2 / ----- --------- . (50)
»7 Єк+кТ— 1 

о
Розклад енерґії укладу отримаємо безпосередню з (38), а саме:

ос
р з

Е = 2 п(2 т)2 і Є\аЄ . (51)

»7 Є1+кТ — 1
О

Введім тепер до (50) і (51) = х як змінну інтегру­
вання, тоді дістанемо:

п = ^(2лткТ$1\Х) (52)
І ь

і:
З V -- -5-Е = ^&лту(кТ)* дЩ, (53)

де:

(54)

0
а: СС р 3

•

/ Х2СІХ
1 ------------ • (5э)
] еі+ж-1
0

Для газів під звичайним атмосферичним тисненням 2 є
дуже велике число, тому можна /'(2) і ¿7 (2) розвинути на такі
збіжні ряди:

/■(2) = е 1 -
—2л -Зі

+ __________....3 1 3
22 З2

(56)

д (¿) = -

О
)

Ю
 І + л

Ы
 1 ьф

і 
¿0

(57)
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і V з
Є = ~hJn{'2nmkT'> ’ (58)

або:
2 = Іод [~^г(2ят/сТ)1]- (59)

Наглядні відступства в газах, яких клясична теорія не 
в силі вияснити, виступають або при зрості його густоти, або 
при обнижуванню його температури чимраз до границь безо­
глядного зера. Газ входить тоді в стан деґенерації, якої міри­
лом б е-А, т. зв. співчинник деґенерації ґазу, залежний від V, Т.

З комбінацій рівнань (53), (52) і (58) виходить:
Е = %кТп\\- ь nh------ (60)

2* 2\2лткТУ J

’) W. Nernst, Verhandl. d. Deutsch. Phys. Ges. 1916, 18, pp. 83.
2) H. Tetrode, Ann. d. Phys. 1912, 38, pp. 434.
3) O. Sackur, Ann. d. Phys. 1911. 36, pp. 958; 1913, 40, pp. 67.
4) Sitzber. d. Preuss. Akad. d. Wiss. 1916, 1. c.

як енерґія укладу. Показується з того дальше, що для границі 
безоглядного зера температури

Um Е—*■ 0, (61)
Т----> U

отже по теорії Айншгайна в стані скрайної деґенерації газ не 
має енерґії безоглядного зера. Одначе взір (60) дає в першім 
приближению вартість середної енерґії молекула:

<62)

як сього вимагає клясична теорія.
З огляду на вислід (61) теорії Айнштайна не можна як 

слід стосувати до всіх проявів деґенерації, вона вияснює тільки 
прояви „слабої“ деґенерації, т. зн. вона вияснює відступ­
ства газу в низьких температурах далеких ще до безогляд­
ного зера.

3. Квантова теорія одноатомового газу Айнштайна сповняє 
що правда постулят Нернста, а саме: ентропія газу, виведена 
з імовірності! розкладу, змагає до зера в міру, як температура 
газу паде до безоглядного зера. Одначе не є вона без риси. Газ 
її не має енерґії безоглядного зера, що не годиться з термодина­
мічними теоріями деґенерації Нернста, ) Тетроде, ) Сакура ) та 
з теорією газу Плянка, ) в яких зерова енерґія виступає як ко­

1 2 3
4
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нечність. З тої причини справа зерової енерґії б може найслаб- 
шим місцем квантової теорії газу Айнштайна. Істнування в ма’ 
теріяльних укладах зерової енерґії виріжнюе їх від проміню­
вання. Тому переведення повної аналогії між статистичним ста­
ном матеріального газу а квантового світляного газу не дається 
здійснити.

Дальше справа колпбань1) густоти в газі унагляднює не­
можливість аналогії між світляними квантами а молекулами газу. 
По теорії Айнштайна середній квадрат релятивних колибань 
в газі виносить:

1) Збірник мат.-прир. секції Наук. Тов. Шевч. т. ХХУПІ—XXIX, 
ст. 49 зді.

а? = — + —, (63)
Пі 2і

а по теорії Фермі (гляди низше):

= (64)
Для температур в границях безоглядного зера після Айніптайна 
всі молекули газу находяться в першім квантовім стані в одній 
комірці найнищої енерґії, отже:

Пі = п, а: 2і = гі — 1.
Підставмо це у (63), то дістаємо:

= — + 1.п

А що Ііт —-----> 0, тому:
п—> ао П

Ііт д2 —► 1, (65)
Г-*.О

т. зн. коливання змагають до постійної вартості!.
По квантовій теорії одноатомового газу Фермі для темпе­

ратур в границях безоглядного зера молекули змагають обса­
дити усі комірки, отже:

= Пі, (66)
тоді для (64) дістаємо:

Ііт д2 —> 0 , (67)
Т-+ о

т. зн. коливання зникають. Висновок теорії Фермі стоїть в ра­
зячім противенстві до висновку з теорії Айнштайна.
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4. Також ріжниці між промінюванням а матерією, які вихо­
дять навіть з погляду квантової теорії, не зовсім промавляють 
за повного аналогією між газом світляних квантів а матеріаль­
ним газом. Всі світляні кванти виступають докладно з універ- 
зальною скорістю світла с в противенстві до змінної фазової 

с *2

’) Е. Schrödinger, Phys. Zs. 1926, 27, pp. 95.
2) Fermi, Zeitschr. d. Phys. 1926, 36, pp. 902.
3) Dirac, Proc. Roy. Soc., A. 1926, 112, pp. 661.

скорости —— матеріяльних филь частинок газу. А дальше ви­

казано, що для елєктромаґнетного поля можна подати опис руху 
навіть найбільшої скількостп світляних квантів у трирозмірнім 
укладі, а тимчасом для поля матеріяльних филь рух більшої 
скількости матеріяльних частинок можна описати тільки в укладі 
о більшій як три скількости співрядних.

Перенесення квантової статистичної теорії світляних кван­
тів на ґрунт матеріяльного газу in extenso не є можливе. Тому 
зовсім слушно Е. Шредінґер1) 1926 р., т. зн. в рік по оголошенні 
Айнштайна квантової теорії одноатомового газу, признав її лише 
переходову вартість.

V.
ТЕОРІЯ ФЕРМІ-ДІРАКА.

В теорії лінійних дуговин є знана гевристична основа Пав- 
лі, та по її думці атом не може мати двох електронів однако­
вого квантового стану, або висловлюючись способом статистичним 
в комірці приналежного фазового простору не можуть находи­
тися два (або більше) електрони; т. зн. в комірці фазового про­
стору може бути тільки або один або ніодин електрон. На основі 
Павлі опер Фермі2) свою теорію одно-атомового газу. Він дійшов 
також до висновку, що в комірці якогось фазового простору 
може бути що найбільше один молекул. Таким робом Фермі до­
пускає тільки зеро або 1 як числа обсади. До такого висновку 
дійшов незалежно також Дірак3).

Комбінаційна проблема статистики Фермі е слідуюча: n¡ мо- 
лекулів мають бути розділені на z¡ комірок так, шоби що най­
вище один молекул находився в комірці. На сій основі для пер­
шого молекула стоїть отвором zt комірок, для другого вже тільки 
(z¡ — 1), ДЛЯ третого — (z¡ — 2) . . . . ДЛЯ И,-ГО ще (z, — Пі 4- 1) 
так, що загалом скількість можливих випадків розкладу е:

Zi (*■  - П (Zi - 2)............ (Zi-n^ 1), (68)
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або
Zj!
Пі! (69)

В останньому вираженню молекули виступають неіндиві- 
дуалізовані. Можливостей вимін при індивідуалізації пі молеку- 
лів при гі комірках в (х, — п,)! По введенню цього до (69) ді­
стаємо :

w — __ £1/_
1 Пі! (Zi—Пі)!

від себе ріжних случаїв приділу nt молєкулів до Zi комірок для 
інфітезімальної області! енергії між £і а Еі 4- d£i. Загальне число 
можливих способів розділення молєкулів ЦІЛОСТІ! п укладу на 
всі елементарні області! є :

Ж=П——-
і Пі! (Zi—zg!

з додатковими умовами:

(70)

(71)

2 Пі = п (а)

2 Пі Еі = Е (6)

Ентропія укладу виносить:

S = {zi log Zi — n, log n, — (zi — n,) log (z, — n,)}. (72)

Визначуючи стан термодинамічної рівноваги, коли dS— О, 
(а) і (¿>) та поступаючи подібно як при рівняннях (12), (42) і (46) 
доходимо до звязи:

log (zx — п\) — log П\ 4 Я 4- де, = 0.

З того отримуємо:
(73)

Пі =
Zi

(74)

і :

ґ 1або по заступленню g = , „ , te ±

п = 2я У(2тУ 
h3

£і2 d£i 
gj*4 Z-7’ , е 4

(75)

На основі умови (а) дістаємо :
ЗБІРНИК МАТ.-ПРИР.-ЛІК. СЕКЦІЇ, T. XXVIII—XXIX. 11
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Цікавий б взір, який Фермі подав для питомого тепла газу 
(при постійнім об’ємі) у випадку скрайної деґенерації, а саме:

4 8.

(89)
З3 Л2и3

т. зн. питоме тепло для скрайної деґенерації є пропорційне до 
безоглядної температури, а при безогляднім зері зникав в повній 
згоді з теоремою Нернста.

Фізикальний стан газу по теорії статистичного розкладу 
Фермі залежить від чинника:

г _ (2пткТуУ .
Є п/і3 ’

а саме коли:
(2птктЬ^ 1 ...

пІУ ’ (А)

а 2 в велике і додатне, тоді рівнання стану (75) і (76) перехо­
дять в першім приближению в рівнання Мексуеля (27). Ця умова 
сповняється для звичайних газів при нормальних температурах 
і тиснениях. Коли знов:

(2пткТУУ
піі*  ’ І«)

*) Зоттегіеісі, Zeitschr. і. Рііуз. 1928, 47, рр. 1; 1928, 47, рр. 43.

а 2 в велике і від’ємне, тоді виложниче вираження в знамен­
нику (75) і (76) в мале в порівнянню з одиницею; отже для ве­
ликої области енерґії Е в приближению П\ — й, т. зн. кожна 
комірка є обсаджена молвкулом. Тоді збір находиться в стані 
скрайної деґенерації.

2. Проф. Зоммерфельд1) виказав, що свобідні електрони в ме­
далях навіть в нормальних температурах можуть служити як 
приклад скрайної деґенерації. Коли приймемо тільки один сво- 
бідний електрон для кождого атому металю, тоді ~ е ряду від 
1022 до 1023; а для Т = 300° аЬз є:

з
(2яш^У 10_

пп.
а се якраз сповняє умову (В). Такого висліду можна було спо­
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діватися з огляду на дуже малу масу електрону в порівнянню 
з масою атому газу.

Дуже важною послідовностю застосування теорії Фермі до 
електронової теорії металів е згода теорії з досвідом відносно 
питомого тепла металів. По виводам клясичної теорії рухи сво- 
бідних електронів повинніби давати замітний причинок у вар­
тості! питомого тепла металів, а тимчасом сього причинка ніяк 
досвідно не можна було викрити. Одначе на основі теорії скрай- 
ної деґенерації Фермі питоме тепло у сім стані е пропорційне 
до маси (89); а що маса електронів в порівнанню з масою атому 
металю є дуже мала, то причинок руху свобідних електронів до 
питомого тепла металю є майже незамітний. Вияснення сеї 
справи усуває велику трудність в електроновій теорії металів 
і з тої причини треба се записати як один може з найважнійших 
успіхів статистики Фермі.

3. Статистична метода Фермі вияснила вповні всі прояви 
деґенерації газу та найшла дуже влучне пристосування до 
електронової теорії металів; дальше Дірак, Гайзенберґ та інші 
орудують нею в квантовій механіці і атомістичній теорії, а Павлі 
подав при еї помочі теорію парамаґнетизму тіл. Усе те вказує 
на далекосяглу ідею і послідовність статистичної теорії Фермі. 
З тої саме причини мусимо признати теорії Фермі вищість над 
статистичною теорією одноатомового газу Айнштайна.

VI.

ПОРІВНАННЯ СТАТИСТИЧНИХ ТЕОРІЙ.

1. Основну ріжницю між трома, вище представленими ста­
тистиками можна вияснити на однім прикладі. Возьмім під увагу 
збір з двох членів і тільки дві комірки в фазовім просторі. Ха­
рактеристичною ціхою клясичної статистики є те, що всі члени 
є між собою тотожні і взаїмно статистично незалежні, тому кож­
ний з них може рівно імовірно виступати так в першій як й 
в другій комірці. Тоді маємо чотири можливі уложення, а саме:

аЬ а Ь Ь а аЬ

Кожне знов уложення розкладу числиться з поданням ваги 
комплєксіонів.

Однак в статистиці Бозе-Айнштайна члени збору тратять 
свою тотожність і статистичну незалежність, а статистичний роз- 
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клад основується на комірках а ніколи на членах збору так, що 
кожна комірка може мати довільне число членів з однаковою 
імовірносте. В обранім прикладі в три можливі уложення: 

де члени б представлені точками.
В статистиці Фермі-Дірака члени збору тратять свою то­

тожність і статистичну незалежність, подібно як у статистиці 
Бозе-Айнштайна, а при обсаді членами комірок що найвище один 
член може бути в комірці. Таким робом при двох членах збору 
і двох комірках у фазовім просторі є тільки можливе одно уло­
ження, а саме:

У випадку великого числа комірок, а відносно малої скіль- 
кости членів до уложення в них, нема істотної ріжниці між тими 
трома статистиками, бо імовірність, щоби кожна комірка мала 
більше як один член, є дуже мала. Лише тоді, коли число членів 
зрівнується з числом комірок, кожна з трох статистичних метод 
веде до ріжних вислідів.

2. Іншу методу до розріжнення між тими трома случаями 
подав Брілюен ). Він спирається на основнім заложению, що 
присутність члена збору в комірці зменшує a priori імовірність 
іншого члена в тій самій комірці у відношенню /?. Коли отже 
в ¿-тій елементарній области є Zi комірок, а Пі членів збору, тоді 
число комірок здатних до приняття додаткового члена [(пі-і-і)-ого 
члена] є (zi—fln,). Число можливих уложень Пі членів у Zi ко­
мірках, що підлягають сій умові, є:

1

Zi (zt - /3) (Zi - 2 ІЗ).... (zi - (Пі - 1) 0 ------ 4 , (90)

де Г є функція ґамма Айлєра. Загальне число уложень для 
цілости фазового простору є:

Г—. п\
W = п\ п 0 Г(|+1)

(91)

!) Brillouin, Comptes Rend. 1927, 184, рр. 589.
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Брілюен виказав, що всі статистичні теорії: клясична, Бозе- 
Айнштайна і Фермі-Дірака містяться у його формулі (91) за­
лежно від співчинника ¡3. І так: для клясичної теорії (3 = 0, 
для теорії Бозе-Айнштайна /? = — 1, а для теорії Фермі-Дірака 
0 = 4-1.

3. Ріжниця між рівняннями для числа молєкулів збору (27), 
(49) і (75) з приналежними енергіями всіх трох статистичних те­
орій полягає на функції Р, яка в поодиноких трох випадках 
приймає вид:

Є

для клясичної: Р — е . е кТ (92)

„ Бозе-Айнштайна: Р = (в+кТ — 1) 1 (93)

„ Фермі-Дірака: Р = (е'+кг 4-1) 1 (94)

Функція Р є імовірністю, що комірка області! енергії е є об­
саджена якимсь молєкулом. Зазначити тут треба, що Л висту­
пають, що правда, як постійні, одначе їх вартости не все є такі 
самі у всіх трох теоріях навіть тоді, коли густота і температура 
є такі самі. Для малих концентрацій і високих температур 2 є ве-

------------ Крива розложена клясична.
------------ „ „ Бозе-Айнштайна
------------ „ „ Фермі-Дірака

лике і додатне для всіх трох случаїв. Криві розложення змага­
ють тоді до виложничого виду Мексуеля. Ріжниці статистичних 
розкладів після трох теорій виказує наглядно долучений їх ґра- 
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фічний образ. Замітає, що крива розкладу Фермі є в прибли- 
женню одиницею для великої области енергії.

В статистиці Бозе-Айнштайна 2 є дійсно додатне; його гра­
нична вартість б зеро, а тоді функція Р принимає неозначену 
вартість для енерґії зеро; т. зн., що всі репрезентаційні точки 
в фазовім просторі зібралися в комірці з найшіщою енергією, 
або іншими словами всі члени збору находяться в супочинку. 
Се умова скрайного звиродніння. Збір переходить отже від стану 
клясичного статистичного розкладу для великих вартостей 2 до 
стану деґенерації, коли Я зближується до зера. Для малих вар­
тостей Л члени малих скоростей є частіші чим в зборі клясич­
ного розкладу.

В статистичній теорії Фермі заходить деґенерація тоді, коли 
і є велике і від’ємне. Тоді функція Р є постійна і рівнається 
одиниці для широкої области енергії є, відтак вона зменшується 
виложничо після права Мексуеля. Всі комірки зерової енергії 
в фазовім просторі є тоді виповнені. Члени малих скоростей 
є менше часті, чим се є вказане законом Мексуеля.


