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На сьогодні, при плануванні траєкторії польоту актуальними є три види шляхів: 

Dubins – шлях з дугами постійної кривизни; клотоїда – шляхи, які схожі з Dubins 

шляхами, але з дугами змінної кривизни; Піфагора – годограф (PH) шляху. Кожен з них 

володіє низкою переваг та недоліків однак у моделюванні шляху БПЛА застосування їх 

є необхідною умовою. 

З точки зору планування траєкторії, початок у плануванні шляху залишається 

аналогічним початковому, тобто, параметри одинакові у початковій та кінцевій точках. 

Фактично є три просторові координати  , ,x y z  та три кутові орієнтації, (крену, тангажу, 

нишпорення).  

Дослідження проведене на прикладі двох методів:  

I) траєкторія Dubins; 

II) просторова теорема Піфагора щодо годографа (далі – PH). 
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Рисунок 1 – Тривимірні умови маневру Dubins [9] 

 

Один з варіантів методу «відрізок – дуга» – це метод Dubins. Цей метод 

згладжування полягає в заміні прилеглих до кута ламаної частин відрізків дуги кола. 

Відзначимо, що, хоча шлях по методу Dubins згладжується, кривизна цього шляху є 

розривною, розриви виникають в точках з'єднання відрізків і дуг кіл. 

Тривимірний шлях польоту  r q  можна отримати за допомогою розв’язку 

наступного рівняння:  
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де  t  – кривизна;  k t  – кручення траєкторії;  r q  – шлях польоту; , , , , ,
s s s f f f

x y z x y z  

– координати початку та кінця шляху відповідно; , , ,
s s f f

     – кути повороту початку 

та кінця шляху відповідно. 

Одна з класичних траєкторій, що використовується для маневру безпілотного 

літального апарату від однієї висоти до іншої є перетин круглої спіралі, яка проектується 

на площину X Y  у вигляді кола. Траєкторію можна представити як намотування на 

поверхню вертикального циліндра. Важливою властивістю цієї кривої є те, що і кривизна 
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і кручення постійні, що у сукупності дає радіус циліндра і виток спіралі. У порівнянні з 

РН, довжина траєкторії спіралі буде більше, ніж будь-яка інша та більш точна за формою 

траєкторії. 

Рисунок 1 показує, що два дотичні вектори знаходяться в різних площинах, а 

початок дотичного вектора 
s

t  не лежить в площині, яка визначається двома векторами 

f
t  та 

0
t . 

Для отримання траєкторії польоту, необхідно визначити початковий маневр дуги, 

що торкається дотичного вектору 
s

t  в площині, щоб отримати 
sr

t . Це буде гарантувати, 

що цей вектор знаходиться в одній площині з 
f

t  та 
0

t . Траєкторію Dubins можна 

обчислити за допомогою повернутого вектора 
sr

t  в якості нового вектора початку 

дотичної. Нормальний вектор 
sr

n  може бути визначений як норма до дотичного вектора, 

а також такий, що лежить в площині, яка визначається f
t  та 

0
t . Бінормаль вектора 

sr
b  

складає праву трійку. 

Початкова траєкторія буде складатися з комбінованої кривизни траєкторії щодо 

вектору бінормалі, з подальшим креном, щоб вибудувати нормальні та бінормалі 

вектори, для формування остаточної траєкторії Dubins. Тому траєкторія Dubins 

складається з однієї площини кола траєкторії з визначенням кривизни 
s

k , з нормального 

запуску траєкторії кола з визначенням кривизни 
s

k  та прямолінійної траєкторії і, 

нарешті, закінчення траєкторії кола з визначенням кривизни f
k . 
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