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МАТЕМАТИЧНА МОДЕЛЬ ЕЛЕКТРОРЕТИНОГРАМИ У ВИ-
ГЛЯДІ ЛІНІЙНОГО ВИПАДКОВОГО ПРОЦЕСУ
Побудовано та досліджено математичну модель елек-

троретинограми у вигляді лінійного випадкового процесу. 
Запропоновано підхід і розроблено метод та наведено ста-
тистику для оцінки ядра лінійного випадкового процесу, як 
моделі електроретинограми.
Для проведення діагностування по електрофізіологічних сиг-

налах (зокрема ЕРГ) із використанням статистичного підходу 
перш за все необхідно вибрати чи побудувати нову математичну 
модель електроретинограм. Це пов’язано з тим, що на основі моде-
лі з’являються можливості визначати діагностичні ознаки, які від-
повідають різним станам пацієнта; провести вибір діагностичних 
просторів (навчання) і сформувати за експериментальними дани-
ми навчаючі сукупності, які відповідають конкретним захворюван-
ням; побудувати правила прийняття рішення, які реалізуються на 
основі навчаючих сукупностей шляхом повторної реєстрації ЕРГ.

В статті розглянуто перший етап діагностування — побудова 
математичної моделі електроретинограми у вигляді лінійного ви-
падкового процесу, а також оцінку ядра моделі ЕРГ. 

Обґрунтування моделі електроретинограми.
Аналіз механізму утворення ЕРГ показує, що зорову систему 

можна з певним припущенням розглядати як лінійну.
У результаті подразнення сітківки світловими імпульсами, на 

виході, де розміщено давач, ми спостерігаємо вихідний сигнал, тоб-
то ЕРГ. Оскільки послідовність вхідних імпульсів є випадковою, то 
ЕРГ описується з допомогою випадкового процесу
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—  імпульсна реакція зорової системи, тобто відгук нестаціонарної 
системи в момент часу t  на одиничний імпульс, що потрапив на 
вхід у момент часу τ ; kα —  випадкові величини, що характеризу-
ють інтенсивність імпульсів.

Вираз (1) можна записати в іншому вигляді. Для цього вико-
ристаємо випадковий процес з незалежними приростами ( )τη   , 
прирости (стрибки) якого в точках росту kτ  являють собою ви-
падкові величини kα , тобто

( ) ( ) ( ) ,...1,0,1...,00 −==−−+= kd kkkk ατητητη (2)
При зробленому зауваженні модель ЕРГ можна записати у ви-

гляді стохастичного інтегралу

∫
∞

∞−
= )(),()( τητϕξ dtt , (3)

для якого процес )(τη  ще називають породжуючим процесом. Сам 
процес ( )tξ  називають [1] лінійним  випадковим процесом.

Якщо вважати, що зорова система інваріантна в часі, тобто її 
імпульсна реакції )(),( τϕτϕ −= tt , а породжуючий процес ( )τη  —  
однорідний, то моделлю ЕРГ буде стаціонарний лінійний процес

∫
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Легко показати, що у випадку, коли для лінійного випадкового 
процесу (3) його породжуючий процес ( )τη  однорідний, матема-
тичне сподівання для (3)

( )[ ] ( ) ττϕχξ dtt ∫
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кореляційна функція

( ) ( ) ( ) ττϕτϕχξ dttttR ∫
∞

∞−

= 21221 ,,, , (6)

де 1χ і 2χ  —  відповідні кумулянти випадкової величини ( )1η .
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Для стаціонарного лінійного випадкового процесу (4) вирази 
(5) та (6) набувають вигляду
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( ) ( ) ( )dxxxR ∫
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У моделях (1), (3), (4) не бралися до уваги просторові коорди-
нати точок, у яких розміщені вхід і вихід системи. В загальному ви-
падку імпульсна реакція залежить не тільки від змінних часу τ  і t , 
але й від просторових координат. З урахуванням сказаного, модель 
ЕРГ можна обґрунтувати у вигляді лінійного випадкового поля
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де t,τ  — змінні часу, розглянуті в моделях (1), (3), (4); 

s  — точка в просторі 
3R , де розміщений вхід зорової системи; 

r  — точка розміщення виходу системи, тобто точка, в якій 
спостерігається ЕРГ; 

),,,( rstτϕ  — імпульсна просторово-часова реакція лінійної 
системи; 

),( sτη – неоднорідне поле з незалежними приростами як по 
часу, так і по простору, прирости якого характеризують енергетич-
ні характеристики вхідного сигналу.

У випадку, коли зорова система є інваріантною в часі, її модел-
лю є лінійне стаціонарне по часу поле
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За умови, що в (9) або (10) просторові координати s  і r  —  фік-
совані, ми отримуємо частковий випадок цих моделей, а саме ліній-
ний процес (3) чи відповідно лінійний стаціонарний процес (4).

dx

dx
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Важливо, що для лінійного випадкового процесу (3) в явному 
вигляді записана його характеристична функція. Якщо породжу-
ючий процес ( )τη  є однорідним, то згідно з [1] логарифм однови-
мірної характеристичної функції  у формі Колмогорова процесу (3) 
визначається виразом

(11)

де параметри m —  математичне сподівання і K (x) —  пуассонів-
ський спектр стрибків у формі Колмогорова.

Логарифм n-вимірної характеристичної функції лінійного ви-
падкового процесу у формі Колмогорова, згідно з [1,2] визначаєть-
ся виразом:

(12)

Метод характеристичних функцій має велике практичне зна-
чення для розв’язання багатьох прикладних задач, при цьому важ-
ливу роль відіграють такі факти [1,2]:

існує взаємно однозначна відповідність між функція-1)	
ми розподілу і характеристичними функціями;

при використанні характеристичних функцій у зв’язку 2)	
з її неперервністю і обмеженістю широко використовуються кла-
сичні методи функціонального аналізу, який дозволяє проводити 
аналіз різних видів збіжності рядів характеристичних функцій за-
мість функцій розподілів;

шляхом використання характеристичних функцій 3)	
отримуються основні результати теорії ймовірностей, які стосу-
ються доведення центральної граничної теореми для суми неза-
лежних випадкових величин;
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Метод характеристичних функцій має велике практичне значення для 
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характеристична функція у випадку існування 4)	 n  пер-
ших моментів має неперервні похідні до порядка n  включно, що 
дозволяє з її допомогою значно спростити процес обчислення мо-
ментів (кумулянтів) n -го порядку випадкової величини.

Наявність характеристичної функції (12), як зазначено у [3], 
дозволяє проводити повний аналіз відгуків лінійних систем: зна-
ходити кумулянти, функцію розподілу ймовірності або функцію 
розподілу відгуку, вивчати розподіл стрибків реалізацій на вході й 
виході системи, прослідкувати зв’язки між вхідними й вихідними 
характеристиками лінійних ланок.

Модель ЕРГ у вигляді лінійного випадкового процесу з дис-
кретним часом.

Враховуючи, що до складу ІВС входять  пристрої, які здійсню-
ють цифрову обробку сигналів (дискретизації по часу та квантуван-
ню по рівню реальних неперервних сигналів), важливо побудувати 
модель ЕРГ з дискретним часом. У відповідності з [1-3] лінійним 
випадковим процесом з дискретним часом називають процес

( ),,,,∑
∞

−∞=
∞∞−∈=

τ
ττ ςϕξ ttt (13)

сформований  лінійною системою з дискретною імпульсною реак-

цією ,,tτϕ  ∑
∞

−∞=
∞<

τ
τϕ

2

,t
 при кожному фіксованому t  з використан-

ням вхідного білого шуму ( )∞∞−∈ ,,τς τ
. Процес τς  називають 

породжуючим процесом, невипадкову функцію t,τϕ  —  ядром зо-
браження (13).

	 Аналогічно (5) і (6), математичне сподівання і кореляційну 
функцію  для ЛВП з дискретним часом (13) можна записати

∑
∞

−∞=
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τ
τϕχξ tt ,1M (14)
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де 
τςχ M=1
, 

τςχ D=2
.
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Коли ЛВП з дискретним часом є стаціонарним, тобто 
∑

∞
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τ
ττ ςϕξ tt , то
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x
xt constϕχξ 1M , (16)
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x
xxR ττ ϕϕχ 2 . (17)

Оцінювання ядра моделі електроретинограм.
На відміну від відомих моделей, запропонована вище мате-

матична модель ЕРГ у вигляді лінійного випадкового процесу дає 
можливість оцінювати його ядро та його характеристики за резуль-
татами експерименту.

Розглянемо питання статистичної оцінки ядра лінійного ви-
падкового процесу. 

При відсутності фотостимуляції сигнал, який надходить на да-
вач, можна зобразити у вигляді

∫
∞

∞−

∞−∞∈−= ),(),()()( tdtt τητϕξ ,        t∈(–∞ , ∞). (18)

де, як зазначалося вище, ядро ( )sϕ  має фізичну інтерпретацію ім-
пульсної реакції системи.

Будемо вважати, що ядро ( )τϕ  має скінчену тривалість 0T . За 
цієї умові фотостимули будемо подавати через інтервали 0TT > , 
тобто на всю систему буде надходити періодично з періодом T  по-
слідовність імпульсів. При зроблених зауваженнях  досліджуваний 
процес можна зобразити у вигляді

( )∫
∞

∞−

+−= ),)(()()( ττητϕξ Idtt , (19)

де ( )τη  —  процес з незалежними приростами, що враховує шумову 
складову вхідного процесу,

 ( ) ∑
−

=
Τ−=

1

0
0 )(

N

n
nUII ττ  —  послідовність фотостимулів, 0I  —  по-

тужність одного стимулу, причому ( )( )τηDI >> ,

( )




<
≥

=
0,0
0,1

τ
τ

τU  — функція Хевісайда,
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    








 ,)()()(  Idtdtt  (20) 

де другий доданок в (20) є послідовністю відгуків стаціонарної лінійної 

системи з імпульсною реакцією    на вплив послідовності   – імпульсів, 
що подаються на її вхід. 

В той же час    є ядром лінійного випадкового процесу (19), яке нам 
необхідно оцінити. 

Беручи до уваги (7), очевидно, що 

          ,1)(
1

0
0 










N

n
tnUntUntImdItm  tM

 

(21) 

де    



 


-

-t  dm M . 

Враховуючи, що при синтезі системи реєстрації досліджуваних 
сигналів неважко буде розробити фільтр, який враховуватиме “постійну 
складову” вхідного сигналу в (21), приймемо 0m . На рис.1 проілюстровано 
сказане вище. 

 
Рисунок1. 

 
Таким чином, для того, щоб оцінити ядро процесу (18), а в нашому 

випадку – це оцінити імпульсну реакцію зорової системи, достатньо оцінити 
математичне сподівання процесу (20) на інтервалі  0,0 T . В якості такої 
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T  - період подачі стимулів, N  — кількість стимулів, причому 
( )[ ]τηdD>>0I . 

При зроблених зауваженнях (19) можна представити у вигля-
ді: 

( ) ( )∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−

−+−= ,)()()( ττϕτητϕξ Idtdtt (20)

де другий доданок в (20) є послідовністю відгуків стаціонарної лі-
нійної системи з імпульсною реакцією ( )τϕ  на вплив послідовності  
— імпульсів, що подаються на її вхід.

В той же час ( )τϕ  є ядром лінійного випадкового процесу (19), 
яке нам необхідно оцінити.

Беручи до уваги (7), очевидно, що

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ),1)(
1

0
0 ∑∫

−

=

∞

∞−
−Τ+⋅Τ−⋅Τ−+=−+=

N

n
tnUntUntImdItm ϕττϕξ tM (21)

де ( ) ( )



= ∫

∞

∞-

-t τητϕ dm M .

Враховуючи, що при синтезі системи реєстрації досліджува-
них сигналів неважко буде розробити фільтр, який враховуватиме 
«постійну складову» вхідного сигналу в (21), приймемо 0=m . На 
рис.1 проілюстровано сказане вище.

Таким чином, для того, щоб оцінити ядро процесу (18), а в на-
шому випадку — це оцінити імпульсну реакцію зорової системи, 
достатньо оцінити математичне сподівання процесу (20) на інтер-
валі [ ]0,0 T . В якості такої оцінки можна запропонувати 
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( ) ( ) [ ]∑
−

=
Τ∈Τ+=

1

0
0,0,1 N

n
tnt

N
tm ξ . (22)

Таким чином, оцінкою ядра ( )τϕ  процесу (18), яку ми позна-
чимо через ( )τϕ

^

, буде вираз (22), тобто

( ) ( ) [ ]0

^

,0, Τ∈= ttmtϕ . (23)
Зауважимо лише, що в розроблюваній системі оцінка (23) буде 

будуватися з допомогою цифрових обчислювальних засобів, тоб-
то параметри будуть набувати дискретних значень ,tit i ∆⋅=  де 

N
Tt 0=∆  — крок дискретизації, 1,0 −= Ni .

В даній роботі отримано такі результати:
– побудовано математичну модель електроретинограми у ви-

гляді лінійного випадкового процесу, якщо враховувати механізм 
утворення біопотенціалів сітківки ока. Важливо, що побудована 
модель є придатною для вирішення завдань вимірювання та діа-
гностики;

– запропоновано підхід і розроблено метод та наведено ста-
тистику для оцінки ядра лінійного випадкового процесу як моделі 
електроретинограми.

Наведені статистичні оцінки можуть бути використанні в при-
кладних дослідженнях діагностики зорового апарату.
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Oleksandr Matsiuk, Mykola Pryjmak

MATHEMATICAL MODEL OF AN ELECTRORETINOGRAM IN 
FORM OF A LINEAR STOCHASTIC PROCESS 

Mathematical model of an electroretinogram in form of a 
linear process has been built and analyzed. For this purpose, the 
approach has been proposed and the method has been elaborated, 
statistical data for estimation of the kernel of a linear stochastic 
process has been given.


