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РЕКУРСИВНЫЕ ЦИФРОВЫЕ ФИЛЬТРЫ 
Д  ЕЛ ЬТА-МО Д  У Л Я Ц И Е Й

ПОГРИБНОЙ В. А., ЯВОРСКИЙ Б, И.

Даны методы расчета коэффициентов и моделирования работы рекурсив 
ных цифровых фильтров с линейной дельта-модуляцией.

Дельта-модуляция (ДМ) с равномерным шагом квантования и по
стоянной частотой дискретизации применяется в цифровой фильтрации 
благодаря простоте реализации и помехозащищенности [1]. Следует за
метить, что методы расчета и построения рекурсивных цифровых фильт
ров (РЦФ) с применением ДМ известны для случая, когда отсчеты 
представлены в формате линейной ДМ, а коэффициенты — в формате 
импульсно-кодовой модуляции (ИКМ) [2,

Методы расчета, моделирования на ЭВМ и построения РЦФ, в ко 
торых все величины представлены в формате ДМ (РЦФДМ), не раз
работаны. Это ограничивает применение ДМ в реализациях РЦФ. В на
стоящей статье даны методы расчета, моделирования и вариант прак
тической реализации РЦФДМ, полученные во взаимосвязи форматов

ИКМ и линейной ДМ.
Введем обозначения: Гд — период дискретизации при ДМ;

А

шаг квантования входного сигнала в формате ДМ; {х*}, {г/г} — аппрок
симации входного и выходного сигналов у(1) соответственно в
формате ИКМ; е̂ н\  е№ — шаги квантования коэффициентов фильтра в
формате ДМ; {Лг}, {^г} — аппроксимации последних в формате ИКМ. 
Для гармонического сигнала х (7), исходя из его максимальной ампли
туды и ш и частоты /в,  частота дискретизации дельта-модулятора, при 
которой последний не перегружается [1]

Гд 1 >  2питП \ е(х) (1)
Введем исходные выражения, полученные на основании [6]:

е
(*)е' лгь — хь >  0;

Х к - \  =  е р ;  хк — у .е \х)] хк =  0 п р и £ < 1 .  (2)

е(*>, х ь — хк <  0;
*

<«=1
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Для выходного одноразрядного двоичного кода {Ь^} дельта-модулятора
справедливо равенство Ьъ =  (в\^ +  г^)/2е^х\  Для значений выходных от
счетов запишем:

А уП ЯП ІУ п—1’ откуда у п =  уп , +  Д уп,

Д'(Ду)п =  Ду п — Ду , Ауп =  Дг/„_; +  Д (Дг/)п.
/ч /ч

Шаги квантования ег(Ч  егш связаны с Лг, выражениями, аналогич
ными (2). В общем случае \е () \ф 1 ,  однако для упрощения часто при
нимают е<‘)=1, а при выполнении последующих арифметических опера
дий 0 кода {Ьь} преобразуют в —1. Тогда перемножение вырождается
в суммирование по модулю I  с отрицанием, при сдвиге оперируют ко
дом {ЬЛ У и при аппаратурной реализации ЦФ в формате ДМ получа-
ют выигрыш по сравнению с форматом ИКМ. Проигрыш заключается
в более высокой частоте дискретизации Гд_1>>Г“ 1̂ 2 /в .  Алгоритм ра 
боты РЦФДМ представим, исходя из

п ^  " п -т ^ т  ^  ? л _ т б т >
т=0 т— 1

(3)

[4] показано, что для формата ДМ
Л1д—1 Мд — 1

,<х) „(Л)д (А ук  = У  е?1 т е % > - У  А  ( А у \ _ т е(«)т (4)
т —0 т = 1

Для РЦФ результат фильтрации во временной области с учетом (3), 
(4) во взаимосвязи форматов смешанного, соответствующего алгорит
му Стилтьеса, ДМ и ИКМ:

і—щьт » (5)
\ т—0 т »  1

и £ /Мд—̂ Мд—1
л Л Х )  ЛЬ)

п У  еь-теії -  У  А (Ду )к_т <№ I, (6)
4=1 \  т=О т = 1

т. е. для получения результата в формате ИКМ, в РЦФ требуются до
полнительные суммирования. Передаточные функции РЦФ, согласно 
(5), (6), тогда соответственно равны:

Н  (г) >

Мд—1 /
(Д) (2) =  2  С У " т /| 1 +  3  Фп2~т

т= 0 '  т = 1

(7)

Одинаковые по абсолютной величине шаги квантования в полученных 
формулах обычно предполагаются равными 1, что необходимо при за
мене умножения в формате ИКМ суммированием по модулю 2 с отри 
цанием в формате ДМ. Как следует из (7), все комплексно-сопряжен* 
ные полюсы передаточной функции РЦФ будут находиться на единич
ном круге г-плоскости, что соответствует работе на грани устойчивости

Для обеспечения устойчивой работы необходимо, чтобы 2  ет гш „ — т

т—1
что можно обеспечить, например, путем выбора | №  \ <  1. Однако выбор 
гШ | ф  1 при равных 1 величинах остальных шагов препятствует осущест-
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влению суммирования по модулю 2 с отрицанием, так как последнее произ
водится лишь с кодовыми значениями ^ ф)6{0,1}» в которые преобразуются 

инаковые по абсолютной величине шаги квантования. Указанную труд
ность можно преодолеть следующим образом:

М (т)е<*>, — 8ъ

М (т)г<г\ ёи-  к

где М(т) 6 (0,1) — масштабирующий множитель в формате ИКМ. В резуль
тате этого операции над кодовыми значениями: ф Ьт\ Ь{к -т ® Ь(т
€{0,1}, соответствующие произведениям е[х]_т и Д(Ду)к_те ^ \  можно
производить обычным способом. Придтаком выборе величин шагов и масш
табирующего множителя выражение (4) примет ви,

А (Ау)к -  2  № * №  ~  М(т) 2  А * *  -  А (Ау)г -  0, г <  1.
т —0 т~\

(8)

Отметим, что умножение числа М ^  на соответствующую сумму осу
ществляется в позиционном коде, так как результат суммирований по
модулю 1 с отрицанием поступает в реверсивные счетчики, выходные
сигналы которых представляют соответствующие суммы в правой части 
(8) в позиционном коде. За счет некоторой неточности АЧХ, возника
ющей при таком методе, обеспечивается устойчивая работа РЦФ, так 
как полюсы в этом случае будут лежать внутри единичного круга

(д)
м '  • ~т

т—О

Мд-1 / Мд-1
(г) =  У  е^2-~тП 1 4- М (т) У  е№г т

т= 1

учетом сказанного значение М т > следует выбирать, исходя из 
обеспечения устойчивости РЦФ и точности АЧХ. Практически значение
ЛК™) зависит от отношения и= Г /Г д, Т=  (2/в)” 1, где /в — верхняя часто-
та спектра сигнала и максимального значения уь, а умножение на М 
сводится к сдвигу позиционного кода соответствующего числа в сторо
ну младших разрядов.

Конкретная схема РЦФ ДМ обычно состоит из каскадно соединен
ных звеньев-резонаторов, представляющих собой прямые или канони
ческие формы второго порядка из рекурсивных и нерекурсивных частей, 
содержащих регистры сдвига, различные сумматоры, реверсивные счет-
чики [1, 2, 3].

Для определения коэффициентов РЦФ ДМ на основе расчета РЦФ 
с ИКМ [8] предлагается следующая методика.

Исходя из значения амплитуды ^ шах)=  | Н |р иТ*х\  где и{™ах) — максима
льная амплитуда гармонического входного сигнала резонансной частоты

, , Н | — модуль передаточной функции цифрового резонатора в формате 
ИКМ для значения/, находится частота дискретизации Г д согласно (1), 
причем в данном случае и<тах), |е(#) | где и(™іп) — минимальноеу 1 I - ■ ------X * ^  X
значение амплитуды входного сигнала. Если Т%1 слишком большое, его 
можно уменьшить до приемлемой величины соответствующим выбором отно

шения ит1г^ <  Другим путем уменьшения является примене
ние усилителя с автоматической регулировкой усиления.

Полученные согласно [8] последовательности Р[7], С}[1] коэффициен
тов рекурсивной и нерекурсивной частей РЦФ-резонаторов (звеньев), 
представленные в формате ИКМ, квантуются с помощью ДМ (рис. 1 , а),
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где АС — старое значение аппроксимации при ДМ; АСС  — новое значе
ние аппроксимации при ДМ; DEL — шаг квантования при ДМ; VYX 
выходной код дельта-модулятора; ND — количество заполненных ячеек 
регистра GW (или HW) \ N — количество коэффициентов в исходной по
следовательности; I — текущий номер коэффициента исходной последо
вательности; DN  — номер текущего такта ДМ; DL — число тактов ДМ
на период ИКМ.

Расчет проверяется при помощи имитационной модели РЦФДМ 
(рис. 1, б), где JX  — количество заполненных ячеек регистра SX; AS1 
содержимое сумматора нерекурсивной части РЦФДМ; RC  — состояние

\ASs0\
\АС*0\

ш - у к

Ж-oW \RC=RC+f
1*14

DN~W+ f

1 r3----1JJ I=! 1
\\TAHT ДМ П

т-2----I BN-0
П ASS-BXD\

м Г г ^ н
г АтмгА

r /S—I
J i4  L
1 ТАКТ ДМ fi

Г &---J DN*0
ПACC-BYX

rTJ----1Arc-rc- f
| M*f |

П \ r 2o—1\rc*rc+iY
I \UiIlL Г

r22---]
&RC*RC-t\
1 МЧ 1

, тГ9----
*уясж гу

r }°—1
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h
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Ш
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Рис. 1

реверсивного счетчика; A S  — старое значение аппроксимации во вход
ном ДМ; J — количество заполненных ячеек регистра S Y ; АС1 — со
держимое сумматора рекурсивной части РЦФДМ; АС  — старое значе
ние аппроксимации в ДМ рекурсивной части РЦФДМ; A S S  — новое 
значение аппроксимации во входном ДМ; H W y G W — регистры ДМ- 
последовательностей коэффициентов; BXD — новый отсчет входного 
сигнала в формате ИКМ; остальные обозначения те же, что и на 
рис. 1, а. При этом сравниваются импульсные характеристики или АЧХ
исходного РЦФ в формате ИКМ и имитационной модели РЦФДМ, при 
помощи любого известного метода (например, по критерию средне
квадратичной ошибки). При неудовлетворительном результате необхо
димо увеличить частоту Гд” 1, уменьшая величину е<*).

В имитационной модели РЦФДМ отсчеты входного сигнала хп 
(BXD ) — десятичные числа с плавающей запятой. При их дельта-мо- 
дуляции осуществляется суммирование или вычитание предыдущего 
аппроксимированного квантованного отсчета (АС) и значение шага 
квантования е < 1  (DEL),  которые также являются десятичными чис
лами с плавающей запятой. Выходной код дельта-модулятора Lk 
(VYX)  принимает значение 1 или 0. Произведение двух ДМ-последова-
тельностей представляет собой сумму слагаемых Тогда резуль
тат последующих суммирований А С1 будет представлен в целочислен
ном виде и возможны случаи, когда АС1^>уПу я = 0 , сю. Поэтому ре
зультат АС1 при подаче на выходной сумматор масштабируется, так 
как его значение в а /p раз больше, где р — произведение истинных зна
чений е<>; а — произведение принятых значений е<>. В данном случае

определяется из (1), ю0=1, р =  е2. Тогда масштабирующий коэффи
циент в рекурсивной части, необходимый для обеспечения устойчивости, 
равен е2 (на рис. 1,6 Aft™) соответствует DEL2).
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Для сохранения модуля коэффициента передачи умножение на ана
логичный коэффициент осуществляется и в нерекурсивной части
р ц ф ;  Щ . Практически в конкретной реализации такое умножение осу
ществляется путем сдвига кода в реверсивном счетчике.

Приведем для иллюстрации метода некоторые результаты расчета 
рекурсивного резонатора с ДМ, в основе алгоритма которого лежит 
выражение

п И
✓ч

П

/ч /ч
Н0х

/ч /ч /ч
П-2ЇИ

п I 2 Хп 2 +  ёгУ п—\ —  £>2Уп—2
/=1 к= 1 1=1 6=1 2 к і

/1—1 р. п— 2 р.

+ 2  є\№ уі 2̂ к. і'
І=\ /5=1 /=1 6=1

Л А / \ Л
где о
(рис. 2, а, б)

ё\ 0,81, что соответствует Г/р
регистрах Н'ЧР, такого РЦФДМ содержатся

1/12
ель-

ные коэффициенты разностного уравнения, представленные в формате

////

/о- РЦФДМ
8
6

2
О

Е  Е
гпосі2 то(і2

0.2Щ/ЇД10 Ц А

а
Рис. 2

ДМ по правилу (2). Число отсчетов, аппроксимирующих каждый коэф
фициент, выбрано одинаковым и равным ц =  64, что определило вели
чину е—/Х£Х =  2/64. Для коэффициентов, по абсолютной величине мень
ших максимального, указанные регистры содержат соответствующее
число символов нулевого дельта-кода вида ...010101. Например, для 
коэффициентов рекурсивной части РЦФ Р(1)> /==1,2 (в данном случае 
Р(  1) =  1,5588458, Р(  2) = —0,81), соответствующие коэффициенты
РЦФДМ Л/Х> = 1,128 будут равны: 1 ... 1 для МО=1 ... 50; 01 ...
...01 для М/) =  51 ...64; 0... 0 для N 0  = 65... 90 и 10... 10 для N 0  — 91... 
... 128. Реверсивные счетчики РС производят дозированное суммирова
ние произведений по модулю 2 с отрицанием в позиционном коде. Их 
выходные величины составляют соответственно:

I МД, I м д
2  2  « т е ,  11 2  2  №  •
7=1 т=1 1—\ 1

9

где Л1д==р|х; р — количество коэффициентов. Каждая из таких сумм на
капливается в сумматоре АБ1 или АС1 соответственно, масштабирует
ся с помощью множителя М<т\  после чего поступает на выходной сум
матор. На рис. 2, в приведены АЧХ РЦФ с ИКМ и РЦФДМ. Некоторое 
несовпадение АЧХ обусловлено наличием перегрузки по крутизне и
дрейфом коэффициентов вследствие шумов зернистости при приня
том [г.
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При реализации РЦ Ф Д М  получен выигрыш в оборудовании и бы
стродействии по сравнению с ЦФ ДМ  нерекурсивного типа, поскольку 
длина регистров М я для хранения коэффициентов и ДМ-последователь- 
ностей сигналов во втором случае определяется количеством ИКМ  от
счетов импульсной характеристики, необходимом для реализации ЦФ 
с малыми эффектами усечения (колебаниями Гиббса), что для случая, 
приведенного в примере, составляет как минимум три периода, т. е. 36 
весовых коэффициентов (для РЦ Ф Д М  всего четыре коэффициента).
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