
Ткачук Р. Математична модель та оптимальна обробка електроетиносигналу в задачах 
офтальмодіагностики // Вісник ТДТУ. — 2009. — Том 14. — № 2. — С. 142-148. — (математичне 
моделювання. математика. фізика). 

 

УДК 53.05:617.735 
 

Р. Ткачук, канд. техн. наук 
 

Тернопільський державний технічний університет імені Івана Пулюя 
 

МАТЕМАТИЧНА МОДЕЛЬ  ТА ОПТИМАЛЬНА ОБРОБКА 
ЕЛЕКТРОЕТИНОСИГНАЛУ В ЗАДАЧАХ ОФТАЛЬМОДІАГНОСТИКИ 

  

На базі лінійного випадкового дискретного процесу як математичної моделі електроретиносигналу (ЕРС) 

побудовано метод його цифрової обробки при оцінюванні електроретинограми (ЕРГ) для 

офтальмодіагностики. Розроблено метод синтезу оптимального цифрового фільтру ЕРС. Визначено 

характеристику передачі фільтра, вибрано його структуру і побудовано метод розрахунку параметрів цієї 

структури. Наведено результати комп’ютерного моделювання оптимальної обробки ЕРС та її 

характеристики. 
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MATHEMATICAL   MODEL   AND   OPTIMAL   PROCESSING    

OF   ELECTRORETINOSIGNAL   IN OPHTALMODIAGNOSTIC TASKS  
 

On the base of the linear stochastic discreet process as a mathematics model of an electroretinosignal  a 

digital electroretinosignal processing method  for ophtalmodiagnastic estimation of the electroretinogram  has been 

built. A method of an optimal digital filter synthesis has been developed. The filters transfer function determined, the 

structure selected and a method of its parameters estimation is given. Results of computing simulation of the optimal 

digital processing of the electroretinosignal are lay down. 

Key words:  mathematics model, electroretinosignal, synthes, digital filter. 

 

 Вступ. Для певної форми змін та динамічного діапазону інтенсивності світлового 
стимулу візуальні системи як хребетних, так і безхребетних вважаються лінійними 
системами [1, 2]. Основною перевагою лінійної системи є простота  її аналізу, використання 
й інтерпретації результатів цього аналізу та їх більша точність й вірогідність; її 
характеристики  (відгук на тестовий сигнал, функція передачі) повністю її представляють. 
Зокрема, частотний аналіз зорового аналізатора на малому сигналі надається для опису й 
прогнозу не тільки інтегрального відгуку його елементів, але й окремих відгуків цих 
елементів (при синусоїдній, низькоамплітудній модуляції світлового стимулу  й 
спостереженні зміни амплітуди й фази синусоїдного відгуку зі зміною частоти модулюючої 
синусоїди [2]).  Крім того, коли довготривалу стабільну  реєстрацію ЕРС  важко забезпечити, 
такий аналіз найбільш прийнятний. Проте специфічні для біосигналу шуми, артефакти та 
завади применшують роздільну здатність та точність результатів аналізу ЕРГ, яку аналізує 
лікар в інтерактивному режимі чи при автоматичному аналізі ЕРС.  Виникає задача 
оптимального, адаптивного опрацювання ЕРС. Відомо, що ефективними для застосувань є 
цифрові методи  обробки сигналів. Проте ретельніші дослідження з метою  їх застосування 
для обробки ЕРС не проводилися. 

У цій статті на базі обґрунтованих раніше експериментально лінійних математичних 
моделей ЕРС [3-6] досліджено методи синтезу характеристики оптимального цифрового 
фільтра ЕРС, вибору його структури та розрахунку  параметрів цієї структури. 

 Побудова базової структури цифрового оптимального фільтру. Для побудови 
цифрового фільтра ЕРС зроблено припущення, що його базова структура випливає з 
алгоритму цифрової обробки дискретного сигналу й наданих (вибраних) обчислювальних 
ресурсів. Тому сам алгоритм вважається формалізованим представленням  методу 
розв’язування математичної задачі, сформульованої на базі математичної моделі, адекватної 



МАТЕМАТИЧНЕ МОДЕЛЮВАННЯ. МАТЕМАТИКА. ФІЗИКА 
 

 143 

до проблеми, що виникла при побудові ЕРГ (тут-забезпечення  точності та оцінка  
достовірності отриманої ЕРГ).  Такою моделлю  вважатимемо математичну модель ЕРС. 

Якщо результати застосування цифрового фільтра з деякою базовою структурою 
незадовільні, то цю структуру оптимізують [7-8].  Базова структура (суматор, помножувач, 
затримки, регістри постійних коефіцієнтів та даних з’єднані відповідно до алгоритму 
обробки) представляє алгоритм. Тоді, з іншого боку, алгоритм є об’єктом теорії кіл  — 
направленим графом, у якому вузли є суматорами, а гілки — затримками та помножувачами 
на відповідні коефіцієнти. Для побудови тотожних перетворень при оптимізації структури 
застосовують алгебру графів.  Програмний "генератор" структур із базової структури з 
врахуванням обмежень на ресурси готує біжучі структури та контролює: (а) — точність, 
(б) — числення, (в) — чутливість характеристики структури до малих змін коефіцієнтів від 
квантування їх значень, (г) — дотримання техніко-економічних вимог, таких як вартість, 
надійність, розміри, маса, електромагнітна й інша сумісність з оточенням (довкіллям). 
( Обмеження (б) враховуються на базі  теореми про вигляд матриці обчислювального 
цифрового кола, представленого у частотній області).  

На базі лінійної моделі цифрових сигналів евристично вибрано низку базових 
структур для цифрової обробки ЕРС за алгоритмами [7]: а) ковзного середнього, коли за 
середньо квадратичним критерієм і кількома (як правило 3 — 11) заданими еквідистантними 
значеннями ЕРС визначаються коефіцієнти лінійної форми, яка вважається зваженим 
усередненням ЕРС; б) згортки (конволюції) — коли заданих еквідистантних значень ЕРС є 
надлишок і за тим самим критерієм, що і в п. (а), шукалися значення ядра дискретної згортки 
з ЕРС; в) регресії — різницевого оператора; г) рекурсії та трансверсальної обробки; 
д) прямого-зворотнього перетворення Фур’є (П-ЗПФ), коли алгоритм згортки виконувався в 
ізоморфній області, а перед ним і після нього виконувалися відповідно пряме і зворотнє 
перетворення Фур’є; е) дискретних моделей драбинчастих аналогових структур; 
є) оптимальної обробки у просторі змінних стану (фільтр Калмана- Бьюсі та ін.); 
ж) апроксимації до заданих "в точках" значень сигналу. Алгоритм числення, структура 
з’єднання елементарних операційних елементів всюди представлені лінійною формою. 

За допомогою умовних позначень суматорiв, затримок, помножувачів на постiйний 

коефiцiєнт (див. таблицю 1, де dTj
ez

πλ21 −− = , }{ 1−zX  — z - перетворення від ∞= ,0   , nxn ;  
 

Таблиця 1—  Елементи цифрових кіл 
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dT  — період дискретизації ЕРС х(t):  

( ) ( )dtnTttxxnTx
dnd

−=≡ ∫
∞

∞−

δˆ)( )                                              (1) 

 
представляються базові структури (таблиця 2).  
 

Таблиця 2— Базові структури алгоритмів 
 

Назва Вигляд

1. Драбинчаста

2. Трансверсальна

3. Рекурсивна

4. Перетворення

Фур’є

5. Частотна вибірка

 
 У таблиці 2 малими літерами позначено числа та вектори, великими — матриці, 
точками (вузлами) — суматори, стрілками (направленими гілками) — помножувачі (з 
контексту зрозуміло, де вони є векторно-матричними), а 1−z — оператор затримки на період 

дискретизації, із зображенням в ізоморфній часовій частотній області є експонента dTj
e

λ−
. 
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Драбинчасті структури у дискретному виконанні подаються через вирази (таблиця 2, 
п.1): 
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На відміну від цифрових моделей для кіл, що підлягають закону Кірхгофа, такі структури 
виражають "хвилі", які поширюються  у колах з розподіленими параметрами. Значення їх 
відліків визначаються обчисленнями за алгоритмом, що задається виразами (2, 3). На 
виходах і входах таких кіл витримуються умови існування тільки прямої хвилі, чим 
забезпечується передача її без втрат. Елементарні структури застосовувалися для побудови 
алгоритмів функцій аналізу вищих порядків через їх декомпозиції. Розрахунок коефіцієнтів 
цифрових хвильових кіл виконувався методом перерахунку коефіцієнтів відповідних 
аналогових фільтрів. 

Обчислення ковзного середнього породжує трансверсальні структури (таблиця 2, п. 
2): 

∑
=

−=
n

i

ikik xay
1

.                                                       (4) 

 

Трансверсальний вигляд мають також структури, які обчислюють "згортку". Між цими 
однаковими за виглядом структурами є суттєва різниця в трактуванні і синтезові їх 
параметрів (перші є ваговими коефіцієнтами, шуканими за методом найменших квадратів, 
характеристики фільтра при заданому вигляді функції, до якої наближають вхідні дані, а 
другі — відліками імпульсної функції відгуку при зображенні обробки у вигляді "чорного 
ящика"). 

Структури, що втілюють ідею апроксимації: частотних характеристик в точках 
(пряме-зворотнє перетворення Фур'є або "частотна вибірка" — апроксимація Лагранжа), 
подані в таблиці 2, п.п.4-5): 
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де NN kNn   ,1,0 ,1,0 −=−=  — кількість відліків; Н — амплітудно-частотна характеристика 
структури. Або, відповідно, 
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де m  — кількість точок апроксимації Лагранжа амплітудно-частотної характеристики. 
Застосовано також алгоритм, що ґрунтується на моделі простору змінних стану. ЕРС 

виражався матрицями та векторами: А — матриця сигналу; В — матриця входу; С — 
матриця виходу; К — матриця коефіцієнтів Калмана; Х, Y — вектори змінних стану і 

спостережень; Y,Х ˆˆ — їх оцінки; компоненти векторів та елементи матриць залежать від часу. 
Тоді: 



ВІСНИК ТЕРНОПІЛЬСЬКОГО ДЕРЖАВНОГО ТЕХНІЧНОГО УНІВЕРСИТЕТУ. 2009. Том 14. № 2 
 

 146 

[ ],ˆˆˆ

,

,

1

1

nnnn

nnn

nnn

XCYKXAX

VCXY

BWAXX

−+=

+=

+=

+

+

                                              (8) 

де nV  —шум спостереження, nW  —вхідний сигнал. При апріорних відомостях про вхід та 

опис системи для детермінованого випадку або опис кореляційних функцій змінних стану і 
входу для стохастичного випадку обчислювалася матриця коефіцієнтів, за допомогою яких 
шукалися оцінки змінних стану, точність яких перевірялася за критерієм мінімального 
середньоквадратичного відхилення. Ці обчислення повторюються до досягнення 
прийнятного значення дисперсії. Для обчислення коефіцієнтів необхідно знати функції 
розподілу імовірностей для векторів стану, входу, шумів оцифрування (АЦП). Коефіцієнти К 
шукалися процедурою, на кожному кроці якої або розв'язувалося рівняння Рікаті (складене з 
використанням обновлюючого білого шуму, коли застосовувалися відповідні кореляційні 
функції), або методом статистичної теорії вибору рішення (коли задавалися відповідні 
функції густини розподілу).  

Таким чином, використано способи синтезу: а) моделювання засобами цифрової 
обчислювальної техніки відомих аналогових структур (кіл); б) моделювання 
обчислювальним процесом неперервних операторів (диференціальних, інтегральних, у тому 
числі високих порядків, таблиця 3). Тому що структура простру функцій, якими модельовано 
ЕРС, узгоджувалася зі структурою оператора, що моделював його обробку, тому методичні 
похибки  усувалися. 

Остаточне рішення щодо вибору базової структури здійснювалося шляхом 
імітаційного комп′ютерного моделювання за критерієм максимуму варіації спектральних 
характеристик обробленого тестового ЕРС. 

За наведеними міркуваннями та результатом дослідження [5] вибрано рекурсивну 
структуру другого порядку (таблиця 2, п. 3) . 

2. Параметричний синтез структури. Коефіцієнти b1 і b2, початкові умови 21, −− xx  

вибраної структури та кількість відліків ЕРС N  визначаються такими, щоби  послідовність 

ky  на виході фільтра була близькою  до заданої послідовності ks  при подаванні на вхід ЕРС 

Nkxk ,1, = : 

),(minarg
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критерій близькості.  
  На рис. 1 наведено графік залежності  К від зміни коефіцієнтів b1 і b2  від заданих їх 
початкових значень. Процедуру вибору коефіцієнтівів виконано методом простого, 
направленого перебору. Граничні значення коефіцієнтів та початкових умов, крок їх зміни 
вибирався евристично, зі застосуванням розрахункових залежностей між коефіцієнтами b1 і 
b2, початковими умовами 21, −− xx  та параметрами послідовності ns  — заданої (стандартної) 

ЕРГ (наведеної в [9], рис.1). 
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Рисунок 1— Графік залежності середньоквадратичної похибки фільтрації від коефіцієнтів фільтра 

  
При налаштуванні (програмуванні) фільтра застосовувалися ті коефіцієнти, для яких 

виконувалася умова (3). Їх знайдено за  номерами  приростів коефіцієнтів та їх початковими 
значеннями для мінімальної середньоквадратичної похибки (рис.1). 

   3. Результат оптимальної обробки ЕРС. На рис. 2 наведено ЕРГ ,,1, Nnуn =  N=256, 

отриману оптимальною за критерієм  (3) фільтрацією адитивної суміші заданої ЕРГ та білого 
нормального шуму з нульовим математичним сподіванням  і дисперсією, рівною одиниці.  

 
Рисунок 2 — Ілюстрація результату оптимальної обробки ЕРС  для отримання ЕРГ 

 

Використана   ЕРГ вважається зразковою, отриманою з деякого ЕРС шляхом його 
АЦП з вхідним біопідсилювачем з верхньою частотою рівномірної АЧХ  30  Гц та 
коефіцієнтом підсилення 104; n=12, df =500 Гц,  с =15 мВ [6].  При цьому за початкові 

значення коефіцієнтів взято 9.11 =b ,  9.02 =b , крок зміни коефіцієнтів складав 0.000111. 

Отримано значення коефіцієнтів відповідно 1.9001 та 0.9359 при нульових початкових 
умовах. Значення середньоквадратичного відхилення  К =0.0745. 

При заданні початкових умов (ненульових,  знайдених, наприклад,  методом, 
наведеним у [10], для заданої ЕРГ), точніших коефіцієнтах та функції передачі  фільтра (щоб 
форма оцінки ЕРГ була точнішою, необхідно закладати інший критерій оптимізації — не 
„енергетичний” ,  у сенсі Колмогорова -Вінера, а „узгоджений” — наприклад, у сенсі Норса 
[11. 12])  точність оцінки ЕРГ буде підвищуватися. 
 

 Висновки  

Досліджено побудову оптимального фільтра ЕРС — адитивної суміші заданої ЕРГ та 
білого шуму. При аналізі ансамблю ЕРС необхідно виконувати оптимальну фільтрацію 
кожного ЕРС з ансамблю, тобто фільтр синтезується для кожного ЕРС з ансамблю. Звідси 
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випливає необхідність в статистичній обробці отриманого ансамблю електроретинограм та  
визначення вірогідності ЕРГ, отриманої у результаті такої статистичної обробки. Крім того, 
важливою є задача дослідження оптимізаційних та адаптаційних процедур і визначення їх 
складності.  Постає також задача подальших досліджень математичних моделей ЕРС  та їх 
верифікації на базі отриманих характеристик вірогідності оцінок ЕРГ, з одного боку, та 
вірогідності їх за статистикою результатів медичних застосувань -  із іншого боку.  
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