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СКІНЧЕННЕ ГІБРИДНЕ ІНТЕГРАЛЬНЕ ПЕРЕТВОРЕННЯ 
ТИПУ БЕССЕЛЯ–ФУР’Є (КОНТОРОВИЧА–ЛЄБЄДЄВА) НА 

СЕГМЕНТІ ],[ 30 RR   ПОЛЯРНОЇ ОСІ 
 

Резюме. Запроваджено інтегральне перетворення, породжене на сегменті  ],[ 30 RR  полярної 

осі з двома точками спряження гібридним диференціальним оператором Бесселя–Фур’є (Конторовича–

Лєбєдєва). 

Ключові слова: гібридний диференціальний оператор, гібридне інтегральне перетворення, 

дискретний спектр, дискретна спектральна функція, ряд Фур’є, основна тотожність.    

 

M. Lenyuk, B. Shelestovsky 
 

FINITE HYBRID INTEGRAL TRANSFORMATION OF THE BESSEL–
FURIER (KONTOROVICH–LEBEDEV) ON THE POLAR AXIS 

SEGMENT ],[ 30 RR  
 

The summary. Introduced integral transformation, generated by the segment polar axis of the two 

coupling points hybrid differential operator Bessel–Furier (Kontorovich–Lebedev).  

Key words: hybrid differential operator hybrid integral transform, discrete spectrum, discrete spectral 

function, Furier series, the main identity.  

 
Вступ. Класичні інтегральні перетворення Фур’є, Фур’є–Бесселя, Вебера, 

Ганкеля, Меліна, Лежандра та ін. служать ефективним математичним апаратом для 

побудови інтегрального зображення аналітичного розв’язку відповідних задач 

математичної фізики однорідних середовищ. З появою композитних матеріалів, 

гідролізів, різного характер сумішей маємо справу із задачами математичної фізики 

неоднорідних середовищ. Виявляється, що для їх розв’язання ефективним 

математичним апаратом є гібридні інтегральні перетворення,  створення яких почалося 

в другій половині ХХ-го століття з роботи Я.С. Уфлянда [1]. Основи теорії  гібридних 

інтегральних перетворень закладено в роботах [2, 3]. 

Метою роботи є запровадження нового типу скінченного гібридного 

інтегрального перетворення, що дасть можливість побудови аналітичного розв’язку 

ширшого класу крайових задач для диференціальних рівнянь із частинними похідними. 

Постановка задачі. Розглянемо узагальнений диференціальний оператор Бесселя 
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гібридний диференціальний оператор (ГДО). 
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Запровадити на множині { }∞<>∪∪∈= 303221102 ,0);,(),(),(: RRRRRRRRrrI  

інтегральне перетворення, породжене ГДО ,( )vM α . 
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Із умов спряження (3) випливає базова тотожність 

[ ] [ ] 2,1,)()()()()()()()( 1111

1

2 =′−′=′−′
=++++=

krvrurvru
c

c
rvrurvru

kk Rrkkkk

k

k

Rrkkkk .      (6) 

Переконаймося у справедливості рівності 
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Згідно з базовою тотожністю (6) 
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Таким чином, позаінтегральні доданки перетворюються в нуль і рівність (9) 

набуває вигляду (7). Звідси випливає, що ГДО )(, ανM  самоспряжений. Отже, його 

спектр дійсний. Оскільки на множині 2I  ГДО )(, ανM  не має особливих точок, то його 

спектр дискретний [3]. Якщо −β  власне число ГДО ),(ανM , то йому відповідає дійсна 

власна функція 
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При цьому функції ),();(, βαν rV m  повинні задовольняти відповідно 

диференціальні рівняння 
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крайові умови (2) та умови спряження (3). 
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Фундаментальну систему розв’язків для диференціального рівняння Бесселя 

0)( 2

1, 1
=+ vbB αν  утворюють функції Бесселя першого роду )( 1, 1

rbJ αν  та другого роду 

)( 1, 1
rbN αν [4], фундаментальну систему розв’язків для диференціального рівняння Фур’є 

0)( 2

22

2

=+ vb
dr

d  утворюють тригонометричні функції rb2cos  та rb2sin  [5]; 

фундаментальну систему розв’язків для диференціального рівняння (Конторовича–

Лєбєдєва) 0)( 2

32
=+ vbBα  утворюють функції ),( 32

brC λα та ),( 32
brD λα [6].  

Якщо в міру лінійності задачі покласти 
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,( );2 2 2 2 2( , ) cos sinV r A b r B b rν α β = + .                                   (11) 

2 2,( );3 3 3 3 3( , ) ( , ) ( , )V r A C r b B D r bν α α αβ λ λ= + , 

то умови спряження (3) й крайові умови (2) дають для визначення величин ,jA  
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Введемо до розгляду функції 
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Усі інші функції – загальновідомі [7]. 

Для того, щоб алгебраїчна система (12) мала ненульовий розв’язок, необхідно й 

достатньо, щоб ії визначник дорівнював нулю: 
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Отримали трансцендентне рівняння для обчислення власних чисел. Якщо −nβ  

одне із власних чисел ГДО ),(αvM  (корінь рівняння (13)), то при ))(( jnnjn bb βββ =  

рівняння системи (12) стають лінійно залежними. В міру лінійної залежності відкинемо 

останнє рівняння в системі (12). Візьмемо ),(),( 01

01

11;,0101

02

11;,01 11
RbuABRbuAA nvnv αα =−=  де 

00 ≠A  підлягає визначенню. При такому виборі 11, BA  перше рівняння в системі (12) 

стає тотожною рівністю. 

Для визначення величин 22 , BA  маємо алгебраїчну систему 
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Звідси отримуємо, що 
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( ) ( ) ( ) ( )
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При відомих 22 , BA  розглянемо алгебраїчну систему стосовно 33 , BA  
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Отже, отримаємо, що 
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Підставивши в рівності (11) визначені величини jj BA , , маємо функції 
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2 2,( );3 ,( );1 3 ,( );2 3( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , )n n n n nV r D r b C r bν α ν α α ν α αβ ω β λ ω β λ= − . 

Власна функція ),(),( nrV βαν  стає відомою. 

Згідно з роботою [2] можемо сформулювати твердження. 

Теорема 1 (про дискретний спектр). Корені nβ  трансцендентного рівняння 

( ) 0)(, =βδ αv  складають дискретний спектр ГДО ),(αvM : дійсні, різні, симетричні 

відносно 0=β  й на числовій півосі 0>β  утворюють монотонно зростаючу числову 

послідовність з єдиною граничною точкою .∞=β   
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=1),( ),(

nnrV βαν  

ортогональна на множині 2I  з ваговою функцією ),(rσ  повна й замкнена. При цьому 

квадрат норми власної функції ),(),( nrV βαν  обчислюється за звичайним правилом 

( ) [ ] drrrVrVrVrV

R

R

nnnn )(),(),(),,(),(

2

),(),(),(

2

),(

3

0

σββββ αναναναν ∫== .         (15) 

Теорема 3 (про зображення рядом Фур’є). Будь-яка вектор-функція Grg ∈)(  

зображається за системою { }∞
=1),( ),(

nnrV βαν  абсолютно й рівномірно збіжним на множині 

2I  рядом Фур’є 

( ) ×==
−∞

=
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=
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1

),(),(

1
2
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),(

),(

1

),(),()(
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),(
)(),()()(

3

0

3

0

nn

n

R

Rn

n

n

n

R

R

rVrVrg
rV

rV
dVgrg ββ

β

β
ρρσβρρ αναν

αν

αν
αν

( ) ),()(),()(),(),()( )(),(

1

1

),(),(

3

0

nnv

n

R

R

nn rvdvgrVrdrVr βρρσβρρββσ αααναν ∑∫
∞

=

−
≡× .  (16) 
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Ряд Фур’є (16) визначає пряме ),(αvH  й обернене 1

),(

−
αvH  скінченне гібридне 

інтегральне перетворення (СГІП), породжене на множині 2I  ГДО ),(αvM , 

[ ] n

R

R

nv gdrrrvrgrgH ~)(),()()(
3

0

),(),( ≡= ∫ σβανα .                                 (17) 

[ ] )(),(~~
),(

1

1

),( rgrvggH n

n

nnv ≡=∑
∞

=

− βανα .                                      (18) 

Теорема 4 (про основну тотожність). Якщо вектор-функція 

)]}([);()];([{)( 3

''

1, 21
rgBrgrgBrf ααν=  неперервна на множині 2I , а функції )(rg j  

задовольняють крайові умови 

( ) ( ) RRrRr
grg

dr
dgrg

dr
d =+=+

== 30

)(,)( 3

3

22

3

2201

0

11

0

11 βαβα           (19) 

та умови спряження 

2,1,;|)]()()()[( 12211 ==+−+ =+ kjrg
dr

drg
dr

d
jkRrk

k

j

k

jk

k

j

k

j k
ωβαβα ,        (20) 

то має місце основна тотожність СГІП ГДО )(, ανM  

∑
=

+− +−+−−=
3

1

01);,(0

12

01

10

11

22

),(),( ),()(~~)]]([[ 1

j

nvinin RvgRgkgrgMH βσαβ α
α

αναν  

])()([),()( 122);,(212);,(

2

1

33);,(

12

33

13

22
1

kn

k

kn

k

k

knvR ZZdRvgR ωβωββσα ανανα
α −++ ∑

=

+− .     (21) 

Тут прийняті позначення 

kRrnk

k

i

k

in

k

i rv
dr

dZcdcRd =+
+ +=== |),()()(,:,: 1);,(222);,(122211

12

111
1 ββαβσσ αναν

α
, 

1 2

1

0 1

2 1
1 1 ,( );1 1 2 2 ,( );2 2( ) ( , ) , ( ) ( ) ( , )

R R

n n n n

R R

g g r v r r dr g g r v r drα
ν α ν αβ σ β β σ+= =∫ ∫% % , 

3

2

2

2 1
3 3 ,( );3 3( ) ( , ) ; , 1, 2

R

n n

R

g g r v r r dr i kα
ν α β σ −= =∫% . 

Правила (17), (18) та (21) складають ефективний математичний апарат для 

розв’язування відповідних стаціонарних та нестаціонарних задач математичної фізики 

неоднорідних середовищ. 

Логічну схему застосування покажемо на одній із задач. 

Задача 1 (статики). Побудувати обмежений в області  

( ){ }),(,:, 22 +∞−∞∈∈= zIrzrD . 

Розв’язок еліптичної системи [8] 
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                                           (22) 

за крайовими умовами 

( ) ( ) )(),(),(),(
30

3

3

22

3

2201

0

11

0

11 zgzru
r

zgzru
r RRrRr

=+∂
∂=+∂

∂
==

βαβα                 (23) 

та умовами спряження 
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1 1 2 2 1[( ) ( , ) ( ) ( , )] | ( ); , 1,2
k

k k k k
j j k j j k r R jku r z u r z z j k

r r
α β α β ω+ =

∂ ∂+ − + = =∂ ∂ .          (24) 

 Розв’язання. Запишемо систему (22) в матричній формі 
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
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z
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z

v

γ

γ

γ

α

α

.                                      (25) 

 Інтегральний оператор )(, ανH  згідно з правилом (17) зобразимо у вигляді 

операторної матриці-рядка 

]),(...),(...),(...[[...]
3

2

1

2

1

1

1 12

33);,(22);,(

0

12

11);,(),( ∫∫∫ −+=
R

R

n

R

R

n

R

n drrrvdrrvrrvH α
αναν

α
αναν σβσβσβ .      (26) 

 Застосуємо операторну матрицю-рядок (27) за правилом множення матриць до 

системи (26). Внаслідок основної тотожності (21) отримуємо крайову задачу: 

побудувати обмежений на ( )+∞∞− ,  розв’язок диференціального рівняння Фур’є 

)(
~

)(~2

2

2

zFzu
dz

d
nnn −=








−ω .                                                 (27) 

Тут прийняті позначення 
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11 ,( );1 0 1 0 0 22( ) ( ) ( ) ( , ) ( ) ( )n n v nF z f z v R R g z
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αα β σ α+− −= + − + ⋅%%  
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2
2 1 ( )

,( );3 3 3 3 ,( );12 2 ,( );22 1
1

( , ) ( ) ( ) ( ) ( )k z k
v n R k v n k v n k

k

v R R g z d Z Z z
α

α α αβ σ β ω β ω+

=

 ⋅ + − ∑ .   (28) 

 

 

 

Безпосередньо перевіряється, що розв’язком крайової задачі (28) є функція 

ξξ
ω

ξω

dF
e

zu n

n

z

n

n

)(
~

2
)(~ ∫

∞

∞−

−−

= .                                                  (29) 

Фунція )(~ zun  буде обмежена на ( )∞±  розв’язком диференціального рівняння 

(27), якщо функція )(
~

zFn  має скінченне граничне значення при ±∞→z або ( ) .0
~

=∞±nF  

Оператор 1

)(,

−
ανH  згідно з правилом (18) як обернений до (26) зобразимо у формі 

операторної матриці-стовпця 
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 Застосуємо операторну матрицю-стовпець (31) за правилом множення матриць до 

матриці-елемента )](~[ zun , де функція )(~ zun  визначена формулою (29). У результаті 

низки елементарних перетворень отримуємо інтегральне зображення єдиного розв’язку 

еліптичної крайової задачі (22)–(24) 

,( );1 0 ,( );3( , ) ( , , ) ( ) ( , , ) ( )j v j v j Ru r z W r z g W r z g dα ας ς ς ς ς
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 + = ∑ ∫ ∫ , 

( )1 22 1 2 1
1 2 2 3( ) , ( ) , ( )r r r r rα αϕ ϕ σ ϕ+ −= = = .                               (31) 

 У рівності (31) беруть участь головні розв’язки еліптичної задачі (22) - (24): 

1) породжені неоднорідністю системи (22) функції впливу 
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2) породжені неоднорідністю умов спряження функції Гріна 
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3) породжені крайовими умовами в точках 0Rr =  та 3Rr =  функції Гріна 
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Зауваження. Якщо { } ,0;;max 2

2

2
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2

2

2

1 >= γγγγ то ,02

1

2

2

2

1 ≥−= γγk  ,02

2 =k  

02

3

2

2

2

3 ≥−= γγk  і замість ( )2

1

2 γβ +n  стоятиме ( ).2

2

2 γβ +n . Якщо 

{ } ,0;;max 2

3

2

3

2

2

2

1 >= γγγγ то ,02

1

2

2

2

1 ≥−= γγk   ,02

2

2

3

2

2 ≥−= γγk ,02

3 =k  і замість 

виразу ( )2

1

2 γβ +n  стоятиме вираз ( )2 2
3nβ γ+ . 

Висновки. За наведеною вище логічною схемою будується загальний розв’язок 
відповідних нестаціонарних задач. Розв’язок (31) еліптичної задачі носить 
алгоритмічний характер. Це дає можливість використовувати його як в теоретичному 
дослідженні, так і в числових розрахунках. При цьому вибором параметрів можна 
безпосередньо із загальних структур виділити будь-який частковий випадок (у рамках 
даної моделі).  
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