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ІНТЕГРАЛЬНЕ ПЕРЕТВОРЕННЯ НА ДВОШАРОВІЙ ПЛОЩИНІ З 

ЦИЛІНДРИЧНО-ЕЛІПТИЧНОЮ ПОРОЖНИНОЮ 
 

На двошаровій площині з еліптичною лінією поділу та циліндрично-еліптичною 

порожниною запроваджено інтегральне перетворення, породжене диференціальним 

оператором Лапласа з кусково-неперервними коефіцієнтами у циліндрично-еліптичній системі 

координат. 

 

 
 Розгляньмо задачу побудови обмеженого в області 

      12 12 0 1 1 1 00 0 2 0D t, , : t , [ , ), I , , , ,                  

розв`язку сепаратної системи рівнянь теплопровідності М-параболічного типу [1] : 
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, j = 1, 2 (3) 

та крайовими умовами 
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 , uj(t, ,  + 2) = uj(t, , ), j = 1, 2. (4)  

 У рівностях (1) - (3) 1 1 1 1

1 2 1 1 2j j j j jc      , с11с21 > 0, 2

j = 2-1c j
2

(ch2 - cos2), c j
2

 > 

0, j = 1, 2. 

 Припустимо, що функції uj(t, , ) є оригіналами за Лапласом щодо змінної t [2]. 

У зображеннях за Лапласом задачі (1) - (4) відповідає задача побудови обмеженого в 

області 

        12 0 1 1 1 00 2 0, : [ , ), , , , ,                 

розв`язку сепаратної системи рівнянь еліптичного типу 
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за умовами спряження 
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, j = 1, 2 (6) 

та крайовими умовами 
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 У формулах (5) - (6) при j = 1 (, )  (0, 1)[0,2), при j = 2 (, )  
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 Перепишемо рівняння (5): 
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 Розгляньмо рівняння Матьє [3] 
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Диференціальне рівняння (8) має періодичні розв`язки [3] 

       m m mj j jz ,q ce ,q ise ,q    , i2 = -1. (9) 

 Оскільки система функцій   
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 ортогональна й повна на [0, 2), то ряд 

Фур`є за цією системою виглядає так: 
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Тут 
0 2  , 1 = ... = m = ... =  2, Re() означає дійсну частину виразу щодо , квадрат 

норми 
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 При цьому власні значення km дорівнюють : а) для функції  m jce ,q  km = a2n при 

m = 2n, km = a2n+1 при m = 2n + 1; б) для функції  m jse ,q  km = b2n+1 при m = 2n+1,  

km = b2n+2 при m = 2n+2 [4]. 

 Ряд Фур`є (10) породжує пряме скінченне інтегральне перетворення 
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та обернене скінченне інтегральне перетворення 
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 Методом інтегрування частинами внаслідок рівняння (8) встановлюємо 

інтегральну тотожність : 
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 Застосувавши до задачі (5) - (7) оператор mm  за правилом (12), внаслідок 

тотожності (14) одержуємо задачу побудови обмеженого на множині I12
  розв`язку 

сепаратної системи неоднорідних рівнянь Матьє для модифікованих функцій 
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за крайовими умовами 

  
0

1 0*

mu
 

 , 2 0
*

mdu

d





 . (17) 

та умовами спряження 
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, j = 1, 2 (18) 

 У рівняннях (15), (16) беруть участь функції 
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 Внаслідок рівності (19) рівняння (15), (16) еквівалентні рівнянням : 
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, j = 1, 2, (20)   
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 Оскільки фундаментальну систему розв`язків для відповідного (20) однорідного 

рівняння утворюють модифіковані функції Матьє  2n jCe ,q  та  2n jFek ,q  [3], то 

обмежений на множині I12


 розв`язок крайової задачі (20), (17), (18) будуватимемо за 

правилами : 
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Тут беруть участь функції Коші2 
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 Позначення загальноприйняті [5]. 

 Умови спряження (18) та крайова умова (17) для визначення сталих A1, B1, B2 

дають алгебраїчну систему : 
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 У системі (26) бере участь функція 
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 Припустимо, що виконана умова однозначного розв`язку даної задачі: для p =  

+ i із Rep = > 0, де 0 - абсциса збіжності інтеграла Лапласа, та Imp =   (-, )  

визначник алгебраїчної системи (26) 
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 У результаті однозначного розв`язку алгебраїчної системи (26), підстановки 

знайдених значень A1, B1, B2 у формули (24) одержуємо розв`язок крайової задачі (20), 

(17), (18) : 
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 Повертаючись в формулах (29) до оригіналу, маємо функції 
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 Особливими точками функцій  2

c*

n, jsH ,x,p  є точки галуження p = 2

1 ,    

p =   2
2

 і p = . 

 Якщо  2 2

1 2    0, то покладемо 
2

1
1 2

14

c
q

a


  =  

2 2
21 1
12 2

1 14 4

i
ic e c

k e
a a




    , 

   
2 2

2 2 22 2
1 2 22 2 2

2 24 4

ic c
q k e

a a

         , 2

1 0k  . 

 Якщо ж  2 2

2 1  0, то покладемо  
2

2 21
2 11 2

14

c
q

a
       

2
21
12

14

ic
k e

a

   , 

   
2 2

22 2
22 2 2

2 2

0
4 4

ic c
q k e

a a

      . 
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Безпосередньо маємо : 
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 Згідно з формулами (31) одержимо, що 
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 Розв’язком задачі (15) - (18) є функція 
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2 2 2a g x, x, dxd }    ; j = 1, 2. 

 Повертаючись у формулах (36) до оригіналу, внаслідок рівностей (32) - (34) 

маємо єдиний розв`язок задачі (1) - (4) : 
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0
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1 1

0 0 0

1

2

t c*
jj m m, j m

m

u t, e V , ce ,b [ g x,
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2

1 21 1 1 2 2

0

c c

m, m m, mV x, ce ,b x, dxd g x, V x, ce ,b





          


     

     
 

    
2
2

2 2

1 0

1

2

c s
jm m, j m

m

x, dxd ] d e V , se ,b
 

          



 



    (37) 
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0 1

2 2

11 1 1 1 2

0 0

s

m, m[ g x, V x, se ,b x, dxd g x,

 

 

        


       

          22 2 2

s s

m, m mV x, se ,b x, dxd ] d          . 

 Звідси внаслідок початкових умов(2) маємо інтегральні зображення : 
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m m, m, m m m
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( [V , V x, ce ,b ce ,b





         






     (38) 

               1 11 1 1 1 1

s s s

m, m, m m mV , V x, se ,b se ,b ]d )g x, x, dxd               , 

             
1

2

2 22 2 2

00 0

1

2

c c c

m m, m, m m m

m

g , ( [V , V x, ce ,b ce ,b





           


 



     

               2 22 2 2 2 2

s s s

m, m, m m mV , V x, se ,b se ,b ]d )g x, x, dxd               . 

 Визначимо функції : 

                 1 21 0 1 2 1

c c

m m, m m, mH , , [V , ce ,b V , ce ,b ]                          

                 1 21 0 1 2 1

c s s

m m, m m, mi[V , se ,b V , se ,b ]                        
 

             1 0 1 2 1

s

m m, m,H , , H , ,                      ; (39) 

         1 20 1 1                 ; 1 22j j jc  . 

 Інтегральні зображення (38) породжують інтегральне зображення міри Дірака в області 12 : 

       , ;x, x              

        
0 0

2 2
2

m m m

m

Re
H , , H x, , d x ch x cos       







   . (40) 

 Інтегральне зображення (40) породжує пряме 

            
12

2

0 0

2 2mg , g , H , , ch cos d d g



              


      m  (41) 

і обернене 

         
12

1

0 0
2

m m

m

Re
g g H , , d g ,         








     m  (42) 

Інтегральні перетворення на двошаровій площині з циліндрично-еліптичною порожниною. 

Справджується твердження. 

 Теорема1. Якщо вектор-функція g(, ) = {g1(, ), g2(, )} неперервна, абсолютно сумовна з 

вагою (ch2 - cos2)1/2  й має обмежену варіацію в області (0, )[0, 2),  то для будь-якої точки (, ) є 

1,2 справджується інтегральне зображення 

           
0

2

0 0 0
2

m m m

m

Re
g , H , , [ g x, H x, , x





         


 



      

   2 2ch x cos dxd ]d    . (43) 

 Теорема 2. Нехай вектор-функція g(, ) двічі неперервно диференційовна в 

області 1,2, періодична з періодом 2 відносно кутової змінної , задовольняє умови 

спряження (18) та крайові умови 

     
0

1 10g , g
 

  


 ,     22
2 2 0m,

m,

Vg
lim V , g ,



   

 

 
  

 
. (44)  

  

 Тоді справджується основна тотожність інтегрального перетворення 

диференціального оператора 

        
2 2

12 2 2 2

1 1 1 2 2 1 2 2
2 2 2 2a c a c ch cos

 
         

 

   
        

 
L : 
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12
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2

2 2
11 1

0

2 2mg , g k g , H , , ch cos d d
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1

2

2
22 2 2

0

2 2m,k g , H , , ch cos d d





         


     

   
 

 
0

2

1
110 0

0

2 2m,H , ,
g ch cos d .



 

   
    




  . (45) 

 Тотожність (45) лежить в основі побудови алгебри диференціального оператора 

L, що дозволяє вилучити його із розгляду у відповідних задачах математичної фізики. 
 

 The integral transformation, which was given by Laplace differential operator with sectionally 

continuous coefficients in cylindrical-elliptical system of axes was introduce on two-layer  plane with elliptical 

division line and cylindrical-elliptical cavity. 
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