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ОБЧИСЛЕННЯ НЕВЛАСНИХ ІНТЕГРАЛІВ МЕТОДОМ  

ГІБРИДНОГО ІНТЕГРАЛЬНОГО ПЕРЕТВОРЕННЯ  

ТИПУ ЛЕЖАНДРА 1-ГО РОДУ – (КОНТОРОВИЧА - ЛЕБЕДЕВА) 

2-ГО РОДУ – ВЕБЕРА 
 

 Методом порівняння розв’язків крайової задачі на спряження для модифікованих диференціаль-

них рівнянь Бесселя та Лежандра обчислено сім’ю поліпараметричних невласних інтегралів від функцій 

Бесселя і приєднаних функцій Лежандра. 

 

 Вступ 

 В довідниковій літературі з математики знаходимо формули обчислення невлас-

них інтегралів за спектральними елементами одного диференціального оператора (як 

правило, лінійного, другого порядку), фундаментальну систему розв’язків для якого 

утворюють спеціальні функції математичної фізики [8, 9]. У зв’язку з широким впрова-

дженням композиційних матеріалів виникає потреба в обчисленні поліпараметричних 

невласних інтегралів за спектральними елементами гібридних диференціальних опера-

торів (на різних ділянках інтервалу ( )ba ,  діють різні диференціальні оператори). Один 

із методів обчислення таких інтегралів запропоновано метод гібридних інтегральних 

перетворень [10]. При цьому поява нового типу гібридного інтегрального перетворення 

дає можливість обчислити нову сім’ю невласних інтегралів. В даній роботі обчислено 

сім’ю невласних інтегралів методом гібридного перетворення типу Лежандра 1-го роду 

– (Конторовича-Лєбєдєва) 2-го роду – Вебера. 

 Розглянемо задачу про побудову обмеженого на множині 

{ }),(),(),0(: 221112 ∞∪∪∈=+ RRRRrrI  розв’язку сепаратної системи модифікованих 

диференціальних рівнянь Лежандра і Бесселя 
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за умовами спряження 
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( );,0,
2

1
2 ∞∈−≥≥ λαν  −Λµ диференціальний оператор Лежандра [1], −

1αB дифе-

ренціальний оператор Бесселя з виродженням при старшій похідній [2], −
2,ανB дифе-

ренціальний оператор Бесселя з виродженням при молодших похідних [3]. 
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 Фундаментальну систему розв’язків для рівняння Лежандра ( ) 02 =−Λ νµ q  

утворюють приєднані модифіковані функції Лежандра ( )chr
q

µ
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 [1]; 

фундаментальну систему розв’язків для рівняння Бесселя ( ) 02 =− να qB утворюють 

модифіковані функції Бесселя ( )rI q λα,  і ( )rKq λα,  [2], а для рівняння Бесселя 

( ) 02
, =− ναν qB  - модифіковані функції Бесселя ( )qrI αν ,  і ( )qrK αν ,   [3]. 

 Наявність фундаментальної системи розв’язків дає можливість побудувати зага-

льний розв’язок крайової задачі (1), (2) методом функцій Коші [4,5]: 
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 Тут ( )ρε ,rj - функції Коші [4,5]: 
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 Визначимо функції: 
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 Безпосередньо перевіряється, що за функції Коші ( )ρε ,rj  можна взяти функції: 
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 Умови спряження (2) для визначення величин 3221 ,,, BBAA  дають алгебраїчну 

систему з чотирьох рівнянь: 
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 Тут беруть участь символ Кронекера jkδ  і функції 
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 Для того, щоб алгебраїчна система мала єдиний розв’язок, необхідно й досить, 

щоб визначник системи 
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 Тут прийняті позначення: 
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 Визначимо: 1) породжені неоднорідністю системи (1) функції впливу 



МАТЕМАТИЧНЕ  МОДЕЛЮВАННЯ.  МАТЕМАТИКА.  ФІЗИКА 

 

 111

( ) ( )
( )

( ) ( )

( ) ( )[ ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )








 −

−

∆
=

+−+−

+−+−

chrchRFqAchP

chchRFqAchrP

q

qS
qrH

qq

qq

,

,

,,

1
1,

11;
2

12;,
2

1

1

1,

11;
2

12;,
2

1

,

1

11;,

11

11

µ
αν

µ

µ
αν

µ

µ
αν

µµ
αν

ρ

ρ
ρ  

 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ;0,,

0,,

11

1,

21;
2

11;,

11

1,

21;
2

11;,

1

1

RrchrchRFqA

RrchchRFqA

q

q

<<<
−

<<<
−

+−

+−

ρ

ρρ

µ
αν

µ
αν

 

 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ),,
1

,, ,
2

1

,

12

1

21

12;,
11

qQchrP
qR

c
qrH

q
ρρ αν

µ
µ

αν
α

µ
αν +−+ ∆

=  

 

 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( );,,,
2

2

21;,23

22

12;,2

2

11;,23

22

22;,,
122122

rRRqUrRRqUqrQ
qq

λλλλ
αανααναν

∗∗ Ψ−Ψ=

( ) ( )
( )( )

( ) ( );1
,,

3,

2

1

,

12
2

12
1

2

2221

13;,
2

1

211

ρ
λ

ρ
αν

µ

µ

αν

ααα
µ

αν
qKchrP

qRR

CC
qrH

q+−
++

∆
−=  

 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ),,
1

,, ,
2

1

,1

11
21;,

1

qrQchP
qshR

c
qrH

q αν
µ

µ
αν

µ
αν ρρ

+−∆
=  

 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )




<<<

<<<

∆
= ,

,,,

,,,
,,

21,,

21,,

,

2

22;,

1

1
1

RrRqQqQ

RrRqQqrQ

q
qrH

ρρρ
ρρλ

ρ
αναµ

αναµ
µ

αν

α
µ

αν  

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ),,,, 1
1

12;,1
11,

21;
2

11
1

22;,1
11,

11;
2

1, 12
1

12
1

1
rRchRZrRchRZqrQ qqqq

λλλλ α
µ

α
µ

αµ
∗

+−
∗

+−
Ψ−Ψ=  

 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( );,
1

,, 3,,

,

12
2

22
23;, 212

ρρ αναµµ
αν

α
µ

αν qKqrQ
qR

c
qrH

∆
−=

+
                     (7) 

 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ),1
,, 3,

2
1

,

12
2

2

12

1

11
31;, 211

rqKchP
qR

c

shR

c
qrH

q αν
µ

µ
αν

αα
µ

αν ρ
λ

ρ
+−+ ∆

−=  

 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )rqKqQ
qR

c
qrH 3,,

,

12
2

12
32;, 211

,
1

,, αναµµ
αν

α
µ

αν ρρ
∆

−=
+

 

 

( ) ( )
( ) ( )

( ) [ ( ) ( )
( ) [ ( ) ( )





−Ψ

−Ψ

∆
= ∗

∗

ρ

ρ
ρ

αναµαν

αναµαν
µ

αν

α
µ

αν
323

2
12;,2;,3,

323
2

12;,2;,3,

,

2
3

33;,
,

,
,,

212

212

2

qRqqBrqK

rqRqqBqK

q

q
qrH  

 

( ) ( )]
( ) ( )] ;

,,

,,

2323
2

22;,1;,

2323
2

22;,1;,

21

21

∞<<<Ψ−

∞<<<Ψ−
∗

∗

rRqRqqB

rRrqRqqB

ρρ

ρ

αναµ

αναµ
 

 

2) породжені неоднорідністю умов спряження функції Гріна 
 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( );,,,

11 2
1

,

1;,1,

21;,
2

1

,

2;,1,

11;,
chrP

q

qA
qrchrP

q

qA
qr

qq

µ
µ

αν

ανµ
αν

µ
µ

αν

ανµ
αν +−+− ∆

−=ℜ
∆

=ℜ  

 



ВІСНИК ТЕРНОПІЛЬСЬКОГО ДЕРЖАВНОГО ТЕХНІЧНОГО УНІВЕРСИТЕТУ. 2003. Том 8. № 3 

 

 112

( ) ( )
( )

( ) ( )
( ),,

1

2

11 2
1

,

23
22

22;,

12
1

2

211,

12;,
chrP

q

RqU

R

c
qr

q

µ
µ

αν

αν
αα

µ
αν λ +−+ ∆

=ℜ  

( ) ( )
( )

( ) ( )
( );,

1

2

11 2
1

,

23
22

12;,

12
1

2

211,

22;,
chrP

q

RqU

R

c
qr

q

µ
µ

αν

αν
αα

µ
αν λ +−+ ∆

−=ℜ                        (8) 

 

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( );,,;,, ,

,

1
11,

11;
2

1
2,

21;,,

,

1
11,

21;
2

1
2,

11;,

11

qr
q

chRZ

qrqr
q

chRZ

qr
qq

ανµ
αν

µ

µ
ανανµ

αν

µ

µ
αν θθ

∆
=ℜ⋅

∆
−=ℜ

+−+−
 

 

( ) ( )
( )

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )

( ) ( )
( );,,;,,

1

2

1

2

,

,

23
22

12;,2,

22;,,

,

23
22

22;,2,

12;,
qr

q

RqU
qrqr

q

RqU
qr αµµ

αν

ανµ
αναµµ

αν

ανµ
αν θθ

∆
−=ℜ

∆
=ℜ  

 

( ) ( )
( )

( ) ( )
( ),, 3,

,

1
11,

21,
2

1

12
2

2

123,

11;, 2

1

11

rqK
q

chRZ

R

c
qr

q

ανµ
αν

µ

αα
µ

αν λ
⋅

∆
=ℜ

+−

+
 

 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ),1
, 3,1

11,

11;
2

1

,

12
2

2

123,

21;, 2
111

rqKchRZ
qR

c
qr

q αν
µ

µ
αν

αα
µ

αν λ +−+ ∆
−=ℜ  

 

( ) ( )
( )

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )

( ) ( )
( ).,;, 3,

,

1;,3,

22;,3,

,

2;,3,

12;, 2

1

2

1 rqK
q

qB
qrrqK

q

qB
qr ανµ

αν

αµµ
ανανµ

αν

αµµ
αν ∆

−=ℜ
∆

=ℜ  

 

У результаті однозначної розв’язності алгебраїчної системи (5), підстановки 

одержаних значень 3221 ,,, BBAA  у формули (3) маємо єдиний розв’язок крайової задачі 

(1), (2): 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫ ∫ ++= −
1 2

1

1

0

12
22;,11;,

,,,,)(

R R

R

jjj dgqrHdshgqrHru ρρρρρρρρ αµ
αν

µ
αν  

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )∑∫
=

∞
+ =ℜ++

2

1,

,

;,

12
33;,

3,1;,,,

2

2

km

mk
j

mk

R

j
jqrdgqrH ωρρρρ µ

αν
αµ

αν                   (9) 

 

           Побудуємо розв’язок крайової задачі (1), (2) методом інтегрального перетворен-

ня, породженого на множині +
12I  гібридним диференціальним оператором 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,
21 ,2211, αναµ

µ
αν θθθθθ BRrBrRRrrRrM −+−−+Λ−=               (10) 

 

−)(xθ  одинична функція Хевісайда [5]. 
 

           Оскільки оператор ( )
µ

αν ,
M  самоспряжений і має одну особливу точку ∞=r , то 

його спектр дійсний і неперервний, а спектральна вектор-функція 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )}{ ,,;,;,,
3;,2;,1;,,

ββββ µ
αν

µ
αν

µ
αν

µ
αν rVrVrVrV =  

 

яка відповідає спектральному параметру (власному числу) β , дійсна. При цьому функ-

ції ( ) ( )βµ
αν ,

;,
rV

j
 є обмеженим на множині +

12I  розв’язком сепаратної системи диферен-

ціальних рівнянь Лежандра і Бесселя 
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( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )∞∈=+

∈=+

∈=+Λ

,,0,

,,0,

,0,0,

23;,

2
3,

212;,

2
2

11;,

2
1

2

1

RrrVbB

RRrrVbB

RrrVb

β

β

β

µ
αναν

µ
ανα

µ
ανµ

                                     (11) 

 

за умовами спряження 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] 2,1,;0,,
1;,22;,11 ==+−+ =+ kjrV

dr
drV

dr
d

kRrk

k
j

k
jk

k
j

k
j ββαββα µ

αν
µ

αν     (12) 

 

 Фундаментальну систему розв’язків для рівняння Бесселя ( ) 02
21

=+ υα bB  утво-

рюють спеціальні функції Бесселя ( )2,r
1

bC λα  та ( )2,r
1

bD λα   [2], а для рівняння Бесселя 

( ) 02
3, 2

=+bB αν - функції Бесселя ( )r3, 2
bJ αν  і ( )r3, 2

bN αν ,  [3],  

( ) .3,1,0, 22
1

22 =≥+= jkkb jjj β  

           Якщо покласти 
 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ),rrr,

br,br,r,

,r,

3,33,33;,

22222;,

2
111;,

22

11

1

bNBbJAV

DBCAV

chrPAV
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αναν
µ
αν

αα
µ

αν

µµ
αν

β

λλβ

β

+=

+=

=
+−

                                 (13) 

 

то умови спряження (12) дають алгебраїчну систему: 
 

( ) ( ) ( ) ;,, 11
11,

1;
2

1221
12

2;221
11

2;
1

11
ARhcZBbRXAbRX

jibjj
µ

αα λλ
+−

=+  

 

( ) ( ) ( ) ( ) 2,1;,, 222
22

1;222
21

1;323
22

2;,323
21

2;, 1122
=+=+ jBbRXAbRXBRbuARbu jjjj λλ αααναν  (14) 

 

            У системі (14) беруть участь функції: 
 

( ) ( ) ( ) ,,, 22
1

; 11 mRr
m
jk

m
jkm

m

jk
brC

dr
dbRX =+= λβαλ αα  

 

( ) ( ) ( ) ,,, 22
2
; 11 mRr

m
jk

m
jkm

m
jk brD

dr
dbRX =+= λβαλ αα  

 

( ) ( ) ( ),231,12
2
3

2
223,

2
2

2

22
223

21
2;, 222

RbJRbRbJ
R

Rbu jjjj ++−







+

−
= αναναν αβ
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α  

 

( ) ( ) ( )231,12
2
3

2
223,

2
2

2

22
223
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R

Rbu jjjj ++−







+

−
= αναναν αβ

αν
α  

            При 

( ) ( )ββ
πλπ

π
αααααα 212211 12

2
2
3

22

12
1

2

221
1

2
qq

Rb

c

R

bshc
A ≡⋅=

++
 

 

із системи (14) отримуємо .,,, 3322 BABA Підставивши їх значення в рівності (13), має-

мо: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ),,
1

21
2

11;,
rchPqqrV

ib

µ
αα

µ
αν βββ

+−
=  

 

( ) ( ) ( ) ( )
 −Ψ=

+− 21
1

22;,1
11,

11;
2

12;,
,,,

12
1

2
brRchRZqrV qib

λλβ α
µ

α
µ
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( ) ( ) ,,, 21
1

12;,1
11,

21;
2

1 12
1 

Ψ−
+−

brRRchZ qib
λλα

µ
                                   (15) 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )., 3,2;,3,1;,3;, 22
rbJrbNrV αν

µ
αναν

µ
αν

µ
αν βωβωβ −=  

 

            У рівностях (15) прийняті позначення: 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( );,,,, 2211;1
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21;
2

12212;1
11,

11;
2

1;, 1
1

1
1

1
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .2,1;1;,23
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           Визначимо вагову функцію 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2
12

321
12

211
21 RrrrRRrrrRrshrr −+−−+−= +− θσθθσθθσσ αα

 
 

спектральну вектор-функцію 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )βθβθθβθθβ µ
αν

µ
αν

µ
αν

µ
αν ,,,,

3;,22;,211;,1,
rVRrrVrRRrrVrRrrV −+−−+−=
 

і спектральну щільність 

( ) ( ) ( )[ ] ( )[ ] .
1

2

2;,

2

1;,
2
3,

2

−






 +=Ω βωβωββ µ
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µ
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           Наявність спектральної вектор-функції ( ) ( )βµ
αν ,

,
rV  оператора ( )

µ
αν ,

M , визначеного 

рівністю (10), вагової функції ( )rσ  і спектральної щільності ( )( )βµ
αν ,

Ω  дозволяє визна-

чити пряме ( )
µ

αν 2,,
Η∗  і обернене ( )

µ
αν

−∗Η
2;,

 гібридне інтегральне перетворення типу Ле-

жандра 1-го роду – (Конторовича – Лєбєдева) 2-го роду – Вебера, породжене на мно-

жині +
12I  гібридним диференціальним оператором ( )

µ
αν ,

M : 
 

( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( ) ( )βσβµ
αν

µ
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∞
∗ ≡=Η

0

,2;,
~, gdrrrVrgrg                               (16) 

 

( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )rgdrVgg ≡Ω=Η ∫
∞

−∗ βββββ µ
αν

µ
αν

µ
αν ,,

0

2;,
,~~                         (17) 

 

              Математичним обгрунтуванням правил (16), (17) є твердження [6]: Якщо вектор-

функція  
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )rgRrrrRRrrrRrshrrf 



 −+−−+−= +−

2
12

21
12

1
11 θθθθθ αα

 

 

неперервна, абсолютно сумовна і має обмежену варіацію на множині ( )∞,0 , то для 

будь-якого +∈ 12Ir  справджується інтегральне зображення 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫ ∫
∞ ∞

Ω=
0 0
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,, βρρσβρρββ µ

αν
µ
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µ

αν ddVgrVrg                      (18) 
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           Побудований методом запровадженого формулами (16), (17) інтегрального пере-

творення за відомою логічною схемою [7]  єдиний розв’язок крайової задачі (1), (2) має 

структуру: 
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             Тут прийняті позначення: 
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               Порівнюючи розв’язки (9) і (19) в силу єдності, одержуємо наступні формули 

обчислення невласних інтегралів: 
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           Зауважимо, що можна покласти .
22

3
2
2

2
1 qqqq ≡==  

           Підсумком вищевикладеного є твердження. 

Теорема: Якщо вектор-функція ( ) ( )[ ] ( )[ ] ( )[ ]}{ rgBrgBrgrf 3,21 21
,; αναµΛ=  неперервна на 

множині +
12I , а вектор-функція ( ) ( ) ( ) ( ){ }rgrgrgrg 321 ;;=  задовольняє умови обмеження 
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умови спряження (2) і виконується умова (6) однозначної розв’язності крайової задачі 

(1), (2), то справджуються формули (20) - (22) обчислення  поліпараметричної сім’ї не-

власних інтегралів від спеціальних функцій Бесселя та функцій Лежандра. 
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           Зауваження:  Праві та ліві частини рівностей (20) - (22) залежать від даних і па-

раметрів задачі неперервно. Це дозволяє виділити безпосередньо із загальних структур 

будь – який частковий випадок ( в межах даної моделі). 
 

 Висновки 

 Результати роботи поповнюють довідникову математичну літературу і можуть 

бути використані при обчисленні невласних інтегралів, що описують стаціонарний ре-

жим композиційних конструкцій, які знаходяться в полі дії стрибкоподібного наванта-

ження, та невласних інтегралів, які виникають в результаті дослідження фізико-

технічних процесів в неоднорідних середовищах. 
 

 The family of polyparametric non-personal integrals from the Bessel functions and joint Legandre 

functions were calculated by means of  comparison of  the boudary  task  solution  on  the  conjugation  for  

modificated  Bessel  and  Legandre  differential  equations.  
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