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АНАЛІЗ ФУНКЦІЮВАННЯ ГНУЧКИХ ВИРОБНИЧИХ СИСТЕМ 
 

Визначено аналітичні вирази для одержання функцій розподілу випадкових величин часу ро-

боти гнучкої виробничої системи, що описують її функціювання з урахуванням відмов і часу пере-

налагоджень для випадків апроксимації реальних законів розподілу відомими 

 

Методологія побудови математичної моделі гнучкої виробничої системи (ГВС) 

[1-4] ґрунтується на алгоритмі послідовного виконання операцій розрідження потоків 

подій і дальшої їхньої суперпозиції. У випадку визначення функції розподілу часу від-

новлення перед застосуванням даних операцій використано перетворення ненадійного 

пристрою на еквівалентний абсолютно надійний. При визначенні функції розподілу ча-

су переналагоджень послідовність операцій розрідження потоків подій і їхньої супер-

позиції застосована двічі: при визначенні функції розподілу сумарного потоку перена-

лагоджень для кожного виду продукції і при визначенні функції розподілу сумарного 

потоку переналагоджень для усіх видів продукції. Процеси функціювання ГВС можна 

подати як альтернативний процес відновлення з відомими функціями розподілу обслу-

говування вимог і переналагоджень [1-4]. Перевага побудованої моделі – відмова від 

апріорного припущення про експонентність законів розподілу випадкових величин, 

можливість використання довільних законів розподілу випадкових величин. Спростити 

подальше використання на практиці отриманих теоретичних результатів дозволяє за-

стосування аналітичних виразів для функцій розподілу і числових характеристик випа-

дкових величин (ВВ), отриманих при апроксимації реальних законів розподілу відоми-

ми, наприклад, експонентним, експонентним зі зсувом, узагальненим Ерланга другого 

порядку, узагальненим Ерланга другого порядку із зсувом [3, 4]. Далі визначаються 

аналітичні вирази, використовувані для функцій розподілу ВВ, отриманих при апрок-

симації реальних законів розподілу відомими. 

Для експонентного закону розподілу функція, густина розподілу ВВ α  і функція 

відновлення відповідно виглядають так: 

( ) 1 atF t e−= − ,  ( ) atf t a e−= ⋅ ,  ( )H t a t= ⋅ , 

де а – параметр експонентного закону розподілу. 

Для взаємно незалежних ВВ 1α , 2α , що мають функції розподілу відповідно 

F1(t) і F2(t), функція розподілу суми s=α1+α2 задається інтегралом згортки вихідних 

функцій: 

0

( ) 1( ) 2( )

t

S t F t k dF k= −∫ .                  

Інтеграл згортки для випадку, коли F1(t)= F2(t)=F(t), набирає вигляду: 

*2

0

( ) ( ) ( )

t

F t F t k dF k= −∫ ,                

де (*2) – позначення операції 2-кратної згортки.  

Інтеграл згортки другого порядку функції відновлення:  

*2 2 2

0

1
( ) ( )

2

t

H t a t k a dk t a= − ⋅ ⋅ = ⋅∫ . 

Згортка другого порядку функції розподілу ВВ α  виглядає так: 

*2 ( )

0

( ) (1 )( ) (1 ) 1

t

a t k ak atF t e a e dk at e− − − −= − ⋅ = − + +∫ . 

Аналогічно згортка третього порядку функції розподілу ВВ α : 
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*3 ( ) 2 2

0

1
( ) ( (1 ( )) 1)( ) ( )(2 2) 1

2

t

a t k ak atF t e a t k a e dk e a t t a− − − −= − + − + ⋅ = − ⋅ ⋅ + ⋅ + +∫ . 

Згортка другого порядку густини розподілу ВВ α : 

*2 ( ) 2

0

( )

t

a t k ak atf t a e a e dk t a e− − − −= ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅∫ . 

Згортка третього порядку густини розподілу ВВ α : 

 *3 2 ( ) 2 3

0

1
( ) ( )

2

t

a t k ak atf t t k a e a e dk t a e− − − −= − ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅∫ . 

Для експонентного із зсувом закону розподілу функція і густина розподілу ВВ 

α : 
( )( ) 1 a tF t e τ− −= − , ( )( ) a tf t a e τ− −= ⋅ ,               

де τ  – параметр зсуву. 

У перетвореннях Лапласа функція і густина розподілу ВВ α  виглядають так 

[6,7]: 

( )
( )

sa
F s e

s s a

τ−= ⋅
⋅ +

,   ( ) sa
f s e

s a

τ−= ⋅
+

, 

де s – комплексна змінна. 

Перетворення Лапласа функції відновлення ВВ при H(0)=0 [5-7]: 

( )
( )

(1 ( )) ( )
(1 )

s
s

s
s

a
e

f s a es aH s
as f s s s a a e

s e
s a

τ
τ

τ
τ

−
−

−
−

⋅ ⋅+= = =
− ⋅ + − ⋅⋅ − ⋅

+

.   

Перетворення Лапласа густини функції відновлення ВВ [5-7]: 

( )
( )

1 ( )
1

s
s

s
s

a
e

f s a es ah s
af s s a a e

e
s a

τ
τ

τ
τ

−
−

−
−

⋅ ⋅+= = =
− + − ⋅− ⋅

+

.     

Згортка другого порядку функції відновлення Н(s) у перетвореннях Лапласа [6,7] 

визначається як квадрат перетворення Лапласа густини функції відновлення h(s), поді-

лений на змінну s: 

*2 2 21 1
( ) ( ) ( )

s

s

a e
H s h s

s s s a a e

τ

τ

−

−

⋅
= ⋅ = ⋅

+ − ⋅
.                                        (1)  

Оригінал *2 ( )H s  отриманий після попереднього розкладання (1) в ряд Тейлора 

до шостого члена 
3 2 2

2 3 2
*2

2 3 2

2

(1 ) (1 )
( )

(1 )

a a

a a a
H s

a s s

τ τ
τ τ

τ

⋅ ⋅
−

+ ⋅ − ⋅
≈ + +

+ ⋅ ⋅
  

3 2 4 2
3 3 2 2

4 3 2

1 3
( (1 ) )

2 23 4

(1 ) (1 ) (1 )

a a a a
a a

a a a

s

τ τ τ τ τ
τ τ τ

−
+ ⋅ +

− +
+ + +

+ +  

2 5
2 3 2 4 2 3 2 44 2 5

2 3 2
2

2

1 7 1 51 1
( ) ( 4 5 ) 2 ( )
3 12 12 3 1212 4

(1 ) (1 ) (1 )

(1 )

a
a a a a a a aa a

a a a
a

a

τ
τ τ τ τ τ τ ττ τ

τ τ τ
τ

+ + − + − ++
− −

+ + +
+ +

+
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3 4 2 3

3 2

2 4

(1 ) 3 (1 )

a a

a a

τ τ
τ τ

+ − ⋅
+ +

.                                                     (2)  

Зворотне перетворення Лапласа для (2) виглядає так: 
2 2 3 2 2 2

*2 3 2 4

2 3 2 4

2 4 5
( ) ( )

2(1 ) (1 ) (1 ) 12 12 (1 )

a t a a a
H t t a a

a a a a

τ τ
τ τ

τ τ τ τ
 

≈ + − + − + − + + + + 
 

3 3 2 2

3 2

2 2

(1 ) (1 )

a a

a a

τ τ
τ τ

− + +
+ +

 

2 5
2

2 4 3 2 4

2 3 2

3

1 5
( )

1 1 3 1 7 3 12

12 (1 ) (1 ) 3 3 (1 )

Dirac( )
(1 )

a a
a a

a a a a
a a a

t
a

τ ττ τ
τ τ τ

τ τ τ

τ

 − + +  − + +  + + +  
 + −

+
   

3 4 3 4 2 3

4 3 2

( 4 5 ) 2 4
Dirac( ) Dirac( ) Dirac( )

6(1 ) (1 ) 3(1 )

a a a a
t t t

a a a

τ τ τ τ
τ τ τ

− +
− + −

+ + +
,   

де Dirac(t) – функція Дірака (Dirac(t)=0, якщо 0t ≠  і Dirac( ) 1t dt

∞

−∞

=∫ ). 

Згортка другого порядку функції розподілу ВВ α  у перетвореннях Лапласа ви-

глядає так: 

                    

2

*2 1
( )

sa e
F s

s s a

τ− ⋅
=  + 

.                                                        (3)    

Оригінал (3): 
( 2 ) ( 2 )

*2 2

2 2

1
( ) ( 2 ) ( 2 )

a t a te e
F t a Ф t t

a a a

τ τ

τ τ
− − − − −

= − − − ⋅ + 
 

,        

де Ф(t) – імпульсна функція Хевісайда (Ф(t)=0 при t<0, інакше Ф(t)=1). 

Згортка третього порядку функції розподілу ВВ α  у перетвореннях Лапласа ви-

глядає так: 

                    

3

*3 1
( )

sa e
F s

s s a

τ− ⋅
=  + 

.                                                      (4) 

Оригінал (4): 
( 3 ) ( 3 ) ( 3 )

*3 3 2

3 2 3

1 1
( ) ( 3 ) ( 3 ) ( 3 )

2

a t a t a te e e
F t a Ф t t t

a a a a

τ τ τ

τ τ τ
− − − − − − −

= − − − ⋅ − − ⋅ + 
 

. 

Згортка другого порядку густини функції розподілу в перетвореннях Лапласа  

виглядає так: 
2

*2 ( )
sa e

f s
s a

τ− ⋅
=  + 

.                   

Згортка другого порядку густини розподілу ВВ α : 

 
*2 2 ( 2 )( ) ( 2 ) ( 2 ) a tf t a Ф t t e ττ τ − −= − ⋅ − ⋅ .           

 

Аналогічно згортка третього порядку:  

                  

3

*3( )
sa e

f s
s a

τ− ⋅
=  + 

.                                                       (5) 

Зворотне перетворення (5):  
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*3 3 2 ( 3 )1
( ) ( 3 )( 3 )

2

a tf t a Ф t t e ττ τ − −= − − ⋅ .      

Для узагальненого закону Ерланга другого порядку функція і густина розподілу 

ВВ α  відповідно виглядають так: 

   

21

2 1

2 1

1 1
( )

tte e
F t

λλλ λ

λ λ

− ⋅− ⋅   − − −   =
−

,   

2 1

2 1

2 1

( )

t te e
f t

λ λλ λ

λ λ

− ⋅ − ⋅ ⋅ − =
−

,                  (6)             

де 1λ , 2λ  – параметри узагальненого закону Ерланга другого порядку розподілу. 

У перетвореннях Лапласа (6) виглядають так [5-7]: 

( )
( )( )

1 2

1 2

F s
s s s

λ λ
λ λ

⋅
=

⋅ + +
,  ( )

( ) ( )
1 2

1 2

f s
s s

λ λ
λ λ

⋅
=

+ +
,               

де s – комплексна змінна. 

Перетворення Лапласа функції відновлення ВВ, розподіленої відповідно до уза-

гальненого закону Ерланга другого порядку при H(0)=0 [6, 7]: 

( )
( )

(1 ( ))

f s
H s

s f s
= =

−
( ) ( )

( )( )

1 2

1 2
1 2

1 2

1s s s
s s

λ λ

λ λ
λ λ

λ λ

⋅
=

 
+ + − 

+ + 

 

( )
( ) ( )

( )

2

1 1 2 2 1 2 331 2 1 2

2 2 2

1 2 1 2 1 2

A s s A s A sAA A

s s s s s s s

λ λ λ λλ λ
λ λ λ λ λ λ

+ + + + + +
= = + + =

+ + + + + +
.      (7) 

Далі застосовано прийом розкладання на елементарні дроби, за допомогою 

розв’язку системи рівнянь: 

1 3

1 1 1 2 2

1 2 2 1 2 2

0

0

A A

A A A

A A

λ λ

λ λ λ λ

+ =


⋅ + ⋅ + =
 = ⋅ + ⋅

. 

Тоді (7) виглядає так: 

        ( )
( ) ( ) ( ) ( )

1 2 1 2 1 2

2 22

1 21 2 1 2 1 2

H s
ss s

λ λ λ λ λ λ
λ λλ λ λ λ λ λ

= − + +
++ + + +

.                    (8) 

Зворотне перетворення (8): 

            ( )
( )

( )

( )

1 2

1 2 1 2 1 2

2 2

1 21 2 1 2

t
t e

H t

λ λλ λ λ λ λ λ
λ λλ λ λ λ

− +

= − + +
++ +

.                                    (9) 

Справедливість (9) перевірялася з використанням асимптотичної властивості 

(при t →∞ ) процесу відновлення [5]: 

                      
( ) 1

lim
t

H t

t M→∞
= ,                                                     (10) 

де 1 2

1 2

M
λ λ
λ λ
+

=
⋅

 - математичне сподівання ВВ, розподіленої за узагальненим законом 

Ерланга другого порядку. 

Виконаємо перевірку на збіжність (9):  

( ) ( )

( )

( )

1 2

1 2 1 2 1 2

2 2

1 21 2 1 2 1 2

1 2

lim lim

t

t t

t e

H t

t t

λ λλ λ λ λ λ λ
λ λλ λ λ λ λ λ

λ λ

− +

→∞ →∞

− + +
++ + ⋅

= =
+

. 

Умову (10) виконано. 

Згортка другого порядку функції відновлення Н(s) у перетвореннях Лапласа ви-

значається як квадрат перетворення Лапласа густини функції відновлення h(s), поділе-

ний на змінну s: 
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( ) ( )

( )( )

2

1 2

2
1 2*2 2

22

1 2

1 2

1 ( )
( ) ( )

(1 ( ))
1

s sf s
H s h s

s s f s
s

s s

λ λ
λ λ

λ λ
λ λ

 ⋅
 

+ + = ⋅ = =
−  ⋅

− 
+ + 

.                            (11)    

Зворотне перетворення Лапласа для (11) виглядає так: 

 
1 2 1 2( ) ( )2 2

*2 2 2 2 1 2 1 2 1
2 1 2 2

1 2 2 1

1 ( ) 2 ( ) 2 6 4 6
( )

2 2

t t
t te t e t

H t
λ λ λ λλ λ λ λ λ λ

λ λ
λ λ λ λ

− + − ++ − + − − − +
=

+ +
. 

 

Формула згортки другого порядку функції розподілу ВВ α  у перетвореннях Ла-

пласа виглядає так: 

            
( )( )

2

*2 1 2

1 2

1
( )F s

s s s

λ λ
λ λ

 ⋅
=   + + 

.                                         (12) 

Оригінал (12): 
1 1 1 2

*2 2 2 2 2
2 1 3 3 2 2 3 2

2 1 1 2 1 1 2 1 1 2 1 2

3
( ) (

( ) ( ) ( ) ( )

t t t t
e e t e e

F t
λ λ λ λλ λ

λ λ
λ λ λ λ λ λ λ λ λ λ λ λ

− − − −⋅ ⋅ ⋅ ⋅
= − − + −

− − − −
 

          
2 2

2 23 2

2 1 2 2 1 2 2 1

3 1
)

( ) ( )

t t
e t e

λ λ

λ λ λ λ λ λ λ λ

− −⋅ ⋅
− − +

− − ⋅
.       

Аналогічно згортка третього порядку: 

 
1 1 12

*3 3 3 2 2
2 1 2 355 5

2 1 12 1 1 2 1 1

5 10
( ) (

( )( ) ( )

t t t
e e e

F t
λ λ λλ λ

λ λ
λ λ λλ λ λ λ λ λ

− − −⋅ ⋅ ⋅
= − − −

−− −
 

1 1 1 2 22

2 1

2 4 3 5 5 24
2 1 1 2 1 1 2 1 2 2 1 22 1 1

4 10 5

( ) 2( ) ( ) ( )( )

t t t t t
t e t e t e e e

λ λ λ λ λλ λ
λ λ λ λ λ λ λ λ λ λ λ λλ λ λ

− − − − −⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
− + − + − +

− − − −−
 

2 2 2 22 2

1 1

3 3 34 4 2 35
2 1 2 2 1 2 2 1 22 1 2 2 1

4 1
)

( ) ( ) 2( )( )

t t t t
e t e t e t e

λ λ λ λλ λ
λ λ λ λ λ λ λ λ λλ λ λ λ λ

− − − −⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
− + − + +

− − −− ⋅
. 

Згортка другого порядку густини функції розподілу ВВ α  у перетвореннях Лап-

ласа виглядає так: 

                 
( ) ( )

2

*2 1 2

1 2

( )f s
s s

λ λ
λ λ

 ⋅
=   + + 

.                                           (14)  

Згортка другого порядку густини розподілу ВВ α : 

 
1 12 2 2 2

*2 2 1 2 1

2 2 3 23 2

1 2 2 1 1 2 2 1 1 2

2
( )

3 3 2

t t
e t e

f t
λ λλ λ λ λ

λ λ λ λ λ λ λ λ λ λ

− −− ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
= − +

− − + − + +
 

2 22 2 2 2

2 1 2 1

2 2 3 23 2

1 2 2 1 1 2 2 1 1 2

2

3 3 2

t t
e t e

λ λλ λ λ λ
λ λ λ λ λ λ λ λ λ λ

− −⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
+ +

− − + − + +
.       

 

Аналогічно згортка третього порядку ВВ α : 

 
1 1 12

*3 3 3

2 1 5 4 3

2 1 2 1 2 1

6 3
( ) (

( ) ( ) 2( )

t t t
e t e t e

f t
λ λ λ

λ λ
λ λ λ λ λ λ

− − −⋅ ⋅ ⋅ ⋅
= − + −

− − −
 

2 2 22

5 4 3

2 1 2 1 2 1

6 3
)

( ) ( ) 2( )

t t t
e t e t e

λ λ λ

λ λ λ λ λ λ

− − −⋅ ⋅ ⋅ ⋅
− − +

− − −
.        
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Для узагальненого закону Ерланга другого порядку із зсувом функція і густина 

розподілу ВВ α  відповідно виглядають так: 

    

2 ( )1 ( )

2 1

2 1

1 1
( )

tte e
F t

λ τλ τλ λ

λ λ

− ⋅ −− ⋅ −   − − −   =
−

,  

2 1( ) ( )

2 1

2 1

( )

t te e
f t

λ τ λ τλ λ

λ λ

− ⋅ − − ⋅ − ⋅ − =
−

,            (15)              

де τ – параметр зсуву.  

У перетвореннях Лапласа (15) виглядають так:  
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Перетворення Лапласа густини, а також функції відновлення відповідно при 

H(0)=0:  
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Згортка другого порядку Н(s) у перетвореннях Лапласа: 
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Оригінал *2 ( )H s  отриманий після попереднього розкладання (16) в ряд Тейлора 

до шостого члена: 
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Зворотне перетворення Лапласа для (17) виглядає так: 
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Формула згортки другого порядку функції розподілу ВВ α  у перетвореннях Ла-

пласа виглядає так: 

                  
( )( )

2

*2 1 2

1 2

1
( )

se
F s

s s s

τλ λ
λ λ

− ⋅ ⋅
=   + + 

.                                          (18) 

Оригінал (18): 
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Аналогічно визначено, що: 
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Отже, знайдено аналітичні вирази для одержання функцій розподілу часу роботи 

ГВС з урахуванням відмов, відновлень і часу переналагоджень при апроксимації реаль-

них законів розподілу відомими, у тому числі функції відновлення, згортки функцій 

другого і третього порядків. Для апроксимації реальних законів розподілу використо-

вувалися такі закони: узагальнений Ерланга другого порядку, узагальнений Ерланга 

другого порядку із зсувом, експонентний, експонентний із зсувом. Причому ці закони 

розподілу ВВ дозволяють апроксимувати дуже широкий клас реальних процесів. 

Отримані результати дозволяють спростити дальше використання на практиці розроб-

лених математичних моделей ГВС  при визначенні продуктивності, надійності, частки 

втрат часу на переналагодження і відмову та ін., а також при розробці програмного за-

безпечення для автоматизації процесу математичного моделювання. 
 

The analytical expressions for obtaining cumulative distribution functions of random times variables 

circumscribing operation of the floppy industrial system in view of refusals, time adjustment for cases of real 

laws approximating are defined. 
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