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Abstract. An oscillating system consisting of a concentrated mass and an elastic 

weighted beam connected by a system of weightless elastic ropes is considered. A specific type 

of orthogonality of eigenforms with a displacement caused by a concentrated mass has been 

found. The obtained result makes it possible to decompose the initial conditions and loads 

acting on the system into a series. 

 

Знаходження ортогональних функцiй при розв'язку задач динамiки систем з 

розподiленими параметрами дозволяє розкласти зовнiшнi збудження та початковi умови 

в нескiнченний ряд по шуканих ортогональних функцiях. Розглянемо випадок 

коливальної системи, що складається із зосередженої маси, що iмiтує механiзм пiдйому, 

та пружної вагомої балки (вантажу), зв'язаних за допомогою системи невагомих пружних 

канатiв, як зображено на малюнку. 

 
Відомо [1, 2], що поперечнi коливання балки, яка складається із кількох ділянок, на 

кожній із них можуть бути записанi, згідно методу Фур'є, у виглядi нескiнченного ряду 
 

 𝑦𝑖(𝑥𝑖, 𝑡) = ∑ 𝑇𝑘(𝑡)∞
𝑘=1 𝑌𝑖𝑘(𝑥𝑖)        (1) 

 

Тоді рівняння для визначення власних форм Yik на кожній i -й ділянці балки матиме 

вигляд 
 

 
𝑑4𝑌𝑖𝑘

𝑑𝑥𝑖
4 −

𝜆𝑘
4

𝐿4 𝑌𝑖𝑘 = 0.          (2) 

 

де 𝜆𝑘 - власне число k -ї форми коливань. 

Граничні умови та умови спряження ділянок передбачають вільні кінці (3) - 

відсутність згинного моменту та перерізуючої сили, а також рівності прогинів, кутів 

повороту та згинних моментів на границях ділянок (4), на відміну від цього перерізуюча 

сила має стрибок при переході з ділянки на ділянку на велчину зусилля в пружному 

канаті (5): 
 

𝑌1,𝑘
′′ (0) = 0; 𝑌1,𝑘

′′′(0) = 0; 𝑌𝑛+1,𝑘
′′ (𝑙𝑛+1) = 0; 𝑌𝑛+1,𝑘

′′′ (𝑙𝑛+1) = 0;   (3) 

𝑌𝑖,𝑘(𝑙𝑖) = 𝑌𝑖+1,𝑘(0); 𝑌𝑖,𝑘
′ (𝑙𝑖) = 𝑌𝑖+1,𝑘

′ (0); 𝑌𝑖,𝑘
′′ (𝑙𝑖) = 𝑌𝑖+1,𝑘

′′ (0);    (4) 
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𝑌𝑖,𝑘
′′′(𝑙𝑖) −

𝐶𝑖

𝐸𝐽
[𝑌𝑖(𝑙𝑖) −  𝑆𝑘] = 𝑌𝑖+1,𝑘

′′′ (0).      (5) 

 

де 𝐸 та 𝐽 - відповідно, модуль пружності та момент інерції перерізу балки, 

𝑆𝑘 - коефіцієнт розкладу коливань приєднаної маси m у нескінчений ряд 

𝑆 = ∑ 𝑆𝑘𝑇𝑘
∞
𝑘=1     

 

Власні коливання маси m на кожній із власних частот записуються у вигляді 

наступного рівняння [3] 
 

 𝑚𝑆𝑘𝜔𝑘
2 + ∑ 𝐶𝑖[𝑌𝑖,𝑘(𝑙𝑖) − 𝑆𝑘]𝑛

𝑖=1 = 0;   
 

де  𝜔𝑘
2 =

𝜆𝑘
4𝐸𝐽

𝜌𝐿4
 - цей вираз пов'язує власні числа і частоти коливань [3]. 

Звідси коефіцієнти розкладу визначаються 
 

𝑆𝑘 =
∑ 𝐶𝑖𝑌𝑖(𝑙𝑖)𝑛

𝑖=1

∑ 𝐶𝑖
𝑛
𝑖=1 −𝑚𝜔𝑘

2  .  

 

Дослідження ортогональності власних форм виявило, що власні форми не є 

ортогональними, тобто 
 

∫ 𝑌𝑘𝑌𝑗𝑑𝑥 ≠
𝐿

0
0,     

 

Розклад у ряд Фур'е за звичайним методом неможливий внаслiдок 

неортогональностi власних форм коливань балки. Знайдено специфiчний тип 

ортогональностi - ортогональнiсть власних форм iз змiщенням, що спричиняеться 

зосередженою масою, виду: 
 

∫ 𝑌𝑘(𝑌𝑗 − 𝑆𝑗)𝑑𝑥 =
𝐿

0
0,    

 

Як показало дослідження ортогональними між собою виявились дві системи 

функцій 𝑌𝑘 та (𝑌𝑗 − 𝑆𝑗), тобто кожен елемент однієї системи функцій ортогональний з 

довільним елементом іншої. 

У цьому випадку розклад довільної функції 𝑓(𝑥) в ряд за власними функціями 𝑌𝑘 

може бути записаний: 
 

𝑓(𝑥) = ∑
∫ 𝑓(𝑥)(𝑌𝑘−𝑆𝑘)𝑑𝑥

𝐿
0

∫ 𝑌𝑘(𝑌𝑘−𝑆𝑘)𝑑𝑥
𝐿

0

𝑌𝑘
∞
𝑘=1 .       (6) 

  

Згідно виразу (6) можливо розкласти у вигляді нескінченого ряду за власними 

числами початковi умови та зовнiшнi навантаження, що дiють на систему. Отриманий 

результат застосовується для визначення зусиль та перемiщень в пружних системах 

вказаного типу. 
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