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ДЕТЕРМІНОВАНА МАТЕМАТИЧНА МОДЕЛЬ ВИХІДНОЇ  

ТОЧНОСТІ ШПИНДЕЛЬНОГО ВУЗЛА НА ОПОРАХ КОЧЕННЯ 
 

Вироблено детерміновану математичну модель вихідної точності шпиндельного вузла 

(ШВ) на опорах кочення. Модель забезпечує комплексне врахування функціональних, 

конструктивних та технологічних факторів формування точності ШВ шляхом врахування 
кінематичного збурення у підшипниках опор, викликаного як похибками виготовлення і збирання 

ШВ, так і дією зовнішнього навантаження. Показано приклад розрахунку статичних 

характеристик ШВ внутрішньо-шліфувального верстата. 

 

Неухильне підвищення вимог до металорізального обладнання змушує постійно 

удосконалювати систему забезпечення його якості, зокрема і на стадії проектування. 

Ефективність проектних рішень, з одного боку, визначаються рівнем та можливостями 

використання обчислювальної техніки, а з іншого – методичною базою, основу якої 

становлять математичні моделі (ММ) реальних об’єктів (РО).   Загалом ММ можна 

поділити на 3 типи [1]: критеріальні (КММ), що містять інформацію про зв’язки 

технічних характеристик РО з його конструктивними параметрами; морфологічні 

(МММ), що описують структуру, форму і розміри РО і є узагальненням відомого 

поняття геометричної ММ; ММ поведінки (ММП), що стосовно металорізальних 

верстатів (МРВ), їх вузлів та механізмів описують кінематику та динаміку їх рухів. Між 

усіма типами ММ існує тісний взаємозв’язок, оскільки всі вони, не зважаючи на 

різницю їх математичних конструкцій, є формами відбиття тієї ж самої реальності. Так, 

КММ досить часто отримують як результат досліджень ММП. При цьому параметрами 

КММ можуть бути геометричні розміри, що визначають вид МММ. Остання, у свою 

чергу, містить дані, що є вихідними для визначення параметрів ММП. Саме це і 

визначає необхідність комплексного підходу при виробленні ММ як МРВ загалом, так і 

його окремих вузлів та механізмів зокрема, особливо при застосуванні методів 

автоматизованого проектування. 

Саме такий підхід зазвичай застосовується при проектуванні шпиндельних 

вузлів (ШВ) МРВ. Задача проектування ШВ, як правило, розв’язується за два етапи: 1) 

синтез конструкції (МММ); 2) її багатокритеріальна параметрична оптимізація (КММ) 

[2]. При цьому якість процесу оптимізації залежить від повноти врахування та 

адекватності опису відповідними ММП реальних фізичних процесів. Саме тому 

сьогодні при проектуванні ШВ найбільше уваги приділяється вдосконаленню ММП 

ШВ загалом та його конструктивних елементів зокрема. Так, постійно зростаючі 

вимоги до точності обробки потребують повного використання наявних резервів 

точності ШВ, що, в свою чергу, при проектуванні викликає необхідність комплексного 

врахування всіх факторів формування точності: функціональних, конструктивних та 

технологічних. А основним недоліком наявних ММП ШВ є недостатнє врахування дії 

саме технологічних факторів, наприклад, можливості зменшення втрат точності ШВ 

шляхом підбору підшипників із заданими характеристиками віброактивності [1] або 

пошуку оптимального варіанту збирання ШВ [3]. Безперечно, врахування 

технологічних факторів власне на стадії проектування ШВ потребує застосування 

ймовірнісного підходу, але на стадії доведення ШВ [2], при уточненні його основних 

характеристик, можливе застосування й детерміністичного підходу. Насамперед, це 

обґрунтовується такими причинами: 1) можливістю метрологічних досліджень, 

спряжених з підшипниками опор ШВ деталей; 2) відносною детермінованістю спектрів 

вібрацій підшипника у низькочастотній області (50-150 Гц) [4]. Крім того, 

детерміновані моделі характеризуються більшою пізнавальною цінністю, ніж 

стохастичні, особливо при виявленні закономірностей формування саме систематичних 

складових випадкових процесів [5].  
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Рис. 1. Розрахункова схема ділянки пружної системи ШВ:  

а) елементи ділянки; б) правило знаків; в) узагальнена схема ділянки. 
 

Точність ШВ на опорах кочення характеризується радіальним і осьовим биттям та 

похибкою обертання його шпинделя і, насамперед, визначається точністю виготовлення та 

монтажу підшипників його опор [1]. Цей факт, як правило, і намагаються враховувати при 
математичному моделюванні ШВ [6,7]. Але наявні підходи до математичного опису точності 

обертання підшипників не розрізняють наслідків впливу технологічних та силових факторів на 

формування траєкторії руху вісі підшипника. Це накладає відповідні обмеження на ММП ШВ, 
що використовують наявні ММП підшипників опор. Насамперед, це пов’язано з порядком 

урахування параметрів кінематичних збурень, викликаних похибками виготовлення та монтажу 

підшипників. Як правило, ці збурення задаються за розрахунками власне підшипників у вигляді 

нормованих спектрів вібрацій з незмінними параметрами (фіксований амплітудний та 
частотний склад). Насправді ж вони можуть суттєво відрізнятися при розгляді тих самих 

підшипників окремо і в складі ШВ, що необхідно враховувати при моделюванні точності ШВ. 

При виробленні пружно-деформаційних статичних та динамічних ММП, як правило, 
застосовують метод кінцевих елементів [1,2] або метод початкових параметрів в матричній 

формі (метод перехідних матриць) [8,9]. При використанні останнього ШВ  подають у вигляді 

послідовно з’єднаних ділянок постійного поперечного перетину з урахуванням можливої 
присутності в i-му  перетині опори або зовнішнього силового навантаження. Така форма опису 

пружно-деформованого стану ШВ дозволяє без порушення структури формування ММП ШВ 

[8] додатково враховувати і кінематичне збурення в підшипниках опор у вигляді віброзміщень 

iq  або еквівалентного силового навантаження iP  [10] (рис.1). При цьому початкові 

параметри на кінцях ділянки пов’язуються виразом: 
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iiii SQПQ  1  , 

 

де 1ii ,QQ  – матриці-стовпці параметрів на кінцях ділянки; iП  – матриця (44), що дорівнює 

добуткові всіх матриць переходу на ділянці; iS  – матриця-стовпець зовнішнього ( ii 'P,'M ) і 

внутрішнього ( iP ) навантажень у i-ому перетині: 
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де iG – масово-інерційна матриця зосередженого вантажу (враховується тільки при 

розрахунках динамічних характеристик); iR  – матриця пружно-дисипативної лінійно-

поворотної опори; iU  – матриця ділянки стрижня. 

 При цьому необхідно зауважити, що при розрахунках статичних і динамічних 

характеристик матриці iR  та iU  відрізняються не тільки за складом, а й за формою запису. 

 У загальному випадку прикладання навантажень (зовнішніх та внутрішніх) матричне 
рівняння для узагальненої (гіпотетичної) схеми ШВ (рис.2) буде таким: 
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iПП ; u,QQ0  – матриці-стовпці параметрів на передньому і задньому кінцях 

шпинделя; П  – матриця (44), що дорівнює добуткові всіх матриць переходу  ділянок; 
1П  – 

матриця (44), рівна добутку матриць переходу, що відповідають ділянкам шпинделя, 

розміщеним лівіше від перетину N, в якому прикладене навантаження; NS  – матриця-стовпець 

навантаження в перетині N. 
 

 
 

Рис. 2. Узагальнена розрахункова схема пружної системи ШВ. 
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З рівняння (1) із використанням силових граничних умов знаходять прогин 0q  і 

кут 0  нахилу в початковому перетині, а потім (зворотним шляхом) – початкові 

параметри у решті перетинів. Наступним кроком, на відміну від класичних ММП ШВ, 

має стати не тільки уточнення жорсткостей ik  підшипників опор, а й характеристик їх 

кінематичного збурення iq ( iP ). Власне, такий підхід стосується тільки розрахунку 

статичних та квазістатичних (з урахуванням кута повороту шпинделя) характеристик 

ШВ. Це пояснюється тим, що при розрахунку динамічних характеристик ШВ 

розглядається як лінійно-пружна система, що знаходиться під дією полігармонічного 

збурення зовнішнього та внутрішнього походження, а для цього необхідно знати 

амплітуди і фази частотних складових кінематичного збурення iq ( iP ) та середні 

значення жорсткостей ik  підшипників опор за кутом повороту шпинделя, що власне є 

результатом квазістатичних розрахунків. 

Стосовно прецизійних шпиндельних вузлів, які переважно монтуються на 

радіально-упорних кулькових підшипниках, для розрахунку жорсткостей ik , та 

характеристик кінематичного збурення iq ( iP ) окремих підшипників опор 

пропонується використовувати ММП неідеального радіально-упорного підшипника, 

описану в роботах [11,12]. Основною перевагою цієї ММП є можливість виділення із 

загального просторового зміщення центру внутрішнього кільця підшипника 

 Tssss z,y,x h  зміщення  TПППП z,y,x h , викликаного неідеальністю 

виготовлення підшипника та його монтажу на шпинделі і в корпусі ШВ з урахуванням 

зміни форми пружної лінії шпинделя при його зовнішньому навантаженні. Складові 

вектора 
Пh  власне і є характеристиками кінематичного збурення iq  за відповідними 

координатами (x або y). Похибки збирання ШВ, викликані похибками виготовлення 

опорних шийок шпинделя та посадкових отворів корпуса ШВ, а власне відхиленнями 

від співвісності та паралельності осей цих поверхонь, враховуються так: 

1) ексцентриситети розміщення посадкових поверхонь шпинделя і корпуса умовно 

враховуються як додаткові ексцентриситети розміщення жолобів кілець 

підшипників відносно власних посадкових поверхонь шляхом векторного 

сумування перших гармонік спектрального розкладу контрольованих профілів; 

2) початкові (технологічні) відхилення від співвісності посадкових поверхонь 

шпинделя і корпуса, а також додаткові кутові деформації шпинделя, враховуються 

як сумарний розворот кілець підшипника. 

Значення малих кутів   і   розвороту кілець відносно осей 0X  і 0Y для 

кожного підшипника з урахуванням кутового положення шпинделя визначаються 

залежностями: 
 

bFkgbgbg ααsin  -βcos αα    ;   bFkgbgbg cos β sin α    , 

 

де bgbg β,α  і kgkg β,α  - малі кути, що визначають просторове положення осей посадкових 

шийок шпинделя в початковому стані ( 0 ) і посадкових поверхонь корпуса 

відповідно; bFbF β,α  - кутові деформації шпинделя;  - кут повороту шпинделя відносно 

початкового положення. 

 На основі вказаної ММП неідеального радіально-упорного кулькового 

підшипника вироблено комплекс програм розрахунку ШВ. Базова програма “STATIC” 

виконує спільний (в площинах ZX0 та ZY0 ) розрахунок статичних прогинів, кутів 

нахилу, згинних моментів та поперечних сил у розрахункових перетинах шпинделя для 

його фіксованих кутових положень ( ). Програма “BEARING” забезпечує розрахунок 

вхідних для програми “STATIC” значень радіальних xk  і yk  жорсткостей та зусиль 
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кінематичного збурення xP  і yP  з урахуванням отриманих при розрахунку ШВ 

реакцій підшипників опор та кутів нахилу вісі шпинделя відносно осей 0X  і 0Y  у 

відповідних перетинах.  

 Для ілюстрації можливостей виробленого програмного забезпечення подамо 

приклад розрахунку статичних характеристик ШВ внутрішньо-шліфувального верстата 

(рис.3).  
 

 

 
 

Рис. 3. Конструктивна і розрахункова схема ШВ внутрішньо-шліфувального верстата. 

 
 

В опорах ШВ встановлено по два підшипники за схемою “тандем”. 

Конструктивна схема натягу – “пружна”. Основні характеристики підшипників: 

габаритні розміри ммBDd  135530  , кут контакту 150 , діаметр кульки 

мм,dw  74760  , число кульок 13n , зусилля осьового попереднього натягу HPz  90 , 

номінальне значення радіальної жорсткості мкмН,kk номyномx   38131   . 

Похибки виготовлення підшипника враховуються шляхом використання 

отриманих на кругломірі “TALYROND 73” результатів гармонічного аналізу   

контрольованих профілів доріжок кочення кілець по дну жолобів. Загальні значення 

відхилень від круглості доріжок:  мкм,,  65502360   (зовнішні кільця), 

мкм,,  65803400   (внутрішні кільця). Різнорозмірність комплектів кульок 

мкм,,  0300270  .  

Відхилення від співвісності опорних шийок шпинделя - мкм 1 . 

Радіальне навантаження на передньому кінці шпинделя - HPx  1500  . 

Характеристики ШВ розраховувались на 40 обертах шпинделя при його 

фіксованих поворотах через кожні 5. Основні результати подано на рис. 4, 5, 6.  
 

Висновки 

Моделювання вихідних характеристик точності ШВ на опорах кочення із 

застосуванням виробленої детермінованої моделі дозволяють не тільки визначати 

необхідні дані для динамічного розрахунку  ШВ, але й аналізувати особливості 

формування траєкторії руху вісі шпинделя та виявляти закономірності утворення 

систематичних похибок його обертання. 
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Рис. 4. Пружна лінія шпинделя: а) площина X0Z; б) площина Y0Z. 

 

 

 

 

 

 
 

Рис. 5. Характеристики траєкторії руху переднього кінця шпинделя а) траєкторія руху в площині X0Y;  

 б) спектр амплітуд зміщень по вісі 0X; в) спектр амплітуд  зміщень по вісі 0Y. 
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Рис. 6. Характеристики (спектри амплітуд та фаз) першого підшипника передньої опори шпинделя в 

напрямку вісі 0X: а) зміщення по вісі 0X; б) зусилля кінематичного збурення; в) реакція; г) 

радіальна жорсткість. 
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Determined mathematical model of the output accuracy for spindle unit with rolling-contact bearings 

was developed.  The model gives a complex correction for functional, constructive and technological factors of 

spindle unit accuracy formation. The influence of these factors is considered as a kinematic excitation within 
support bearings that is initiated both by the machining and assembly deviations of the spindle unit and by the 

act of the outer load. The example of statical characteristics analysis of inner-griding machine spindle unit are 

given.  
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