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ПРО ОДИН ПІДХІД ДО АПРОКСИМАЦІЇ ХАРАКТЕРИСТИК 

В’ЯЗКОЇ ВОДНОЇ ТЕЧІЇ ТА ПРОБЛЕМИ МОДЕЛЮВАННЯ 

ДЕФОРМАЦІЙ ДНА РУСЛА 

Запропоновано підхід до апроксимації характеристик в’язкої течії (побудови поля швидкості з 

урахуванням умови “прилипання” на бічних стінках) при моделюванні процесів деформації дна русла. 
 

Вступ. Підхід до моделювання та дослідження процесів деформації незв’язного 

піщаного русла при взаємодії з турбулентною водною течією та методику розв’язання 

відповідних сингулярно збурених задач для параболічних рівнянь в областях з 

вільними межами запропоновано у роботах [1,6-8]. Перевагою такого підходу є 

можливість ефективного прогнозування поверхні русла. Проте запропоновані моделі 

вимагають визначення поля швидкості водної течії, реалістичний математичний опис 

якої пов’язаний з необхідністю розв’язання досить складної системи рівнянь Нав’є- 

Стокса. Перехід до умов потенціальної течії в цих роботах є досить наближеним, 

оскільки, в першу чергу, не враховує умову “прилипання” [2] на поверхні русла. З 

іншого боку роботи [3,4] містять досить ефективну методологію розрахунку ідеальних 

та квазіідеальних полів у чотирикутних криволінійних областях, обмежених лініями 

течії та еквіпотенціальними лініями. На наш погляд, підвищити рівень достовірності 
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результатів прогнозування руслових деформацій на основі запропонованої в [1, 6-8] 

математичної моделі можна шляхом апроксимації реальної водної течії деякою 

“фіктивною квазіідеальною” течією, яка забезпечувала б практичне виконання умови 

“прилипання”. 

1. Математична модель процесу деформації дна русла (постановка задачі). 

При побудові математичної моделі такого процесу відповідно до відомої дифузійної 

теорії перенесення наносів [5,6-9] приймалось припущення, що відрив, вертикальний 

підйом, перенесення та відкладення частинок ґрунту під впливом водного потоку 

можна розглядати як їх дифузію у рідину з деяким “фіктивним” коефіцієнтом в області 

із змінною в часі ділянкою границі (поверхнею дна z  l(x, y,t) ). Вважаючи також, що 

перенесення частинок   у   рідині   здійснюється переважно за рахунок конвекції, 

аналогічно  до 6-8, приходимо   в області 

G (x, y, z,t) : (x, y) Gz, 0  z  l(x, y,t), t  0 до наступної модельної задачі: 
   c   c  c  c  c 

 
 z 

 Dx, y, z,l,V 
 z 

  ux, y, z,l,V 
 x 

 vx, y, z,l,V 
 y 

 wx, y, z,l,V  w0  
 z 

 
 t 

; (1) 

 

cx, y, z,0 cx, y, z; 

  c 

 
 c 

 z 
z 0 

 
 0 , c 

 



z lx, y,t   c ; (2)

 

d l 
 Dx, y, z,l,V 

 n 
 Vn x, y, z,l,V  w0n c   c ; lx, y,0  l , (3) d t 

  z lx, y,t 

де c(x, y, z,t) – концентрація частинок в точці (x, y, z) у момент часу t , w0 – швидкість 

осідання частинок в стоячій воді, c – концентрація частинок ґрунту на поверхні дна, 

n
→ 

– вектор нормалі до границі області, орієнтований в її середину,  – малий параметр. 

Тут D – “фіктивний” коефіцієнт дифузії, що пов’язаний з інтенсивністю проникнення 

частинок ґрунту в рідину і який далі приймемо, згідно з гіпотезою про коефіцієнт 

турбулентного обміну 5,6-8,10, пропорційним осередненій швидкості потоку: 

D  V 
 

. Рівняння (3) описує умову балансу маси наносів на вільній ділянці границі 

області (поверхні дна), l0 – початкове положення поверхні дна. Концентрацію 

частинок у початковий момент часу, відповідно до дифузійної теорії змулення дрібних 

наносів, задамо у вигляді [5,9,10]: 

c x, y, z  ce 
 
 l0   z
D . 

Використовуючи залежність показникового виду для вертикального розподілу 

компонент u, v, w осередненої швидкості потоку 
→
       [11], 

подамо далі їх, з урахуванням впливу зміни положення поверхні дна ( z  l(x, y,t) ), у 

вигляді: 
u0 x, yl0  lx, y,t  z 

m
 

 ux, y, z,t   
1  mlx, y,t  lx, y,t 

  


; (4) 

v0 x, yl0  lx, y,t  z 
m

 
 vx, y, z,t   

1  m
lx, y,t  lx, y,t 

  


; (5) 

l0 lx x, y,t u0 x, y ly x, y,t v0 x, y lx, y,t  z 
m

 

wx, y, z,t  
1  m

l 
2 x, y,t 

 
lx, y,t 

  


, (6) 

де  – мале число, u0 , v0 – компоненти вектора швидкості рідини на її поверхні. 

Будемо також вважати, що русло складається з настільки дрібних частинок, що 

впливом на кінематичні та турбулентні характеристики потоку при їх змуленні можна 
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знехтувати. Розподіл компонент швидкості u0 , v0 (див. (4)-(6)) водного потоку на 

поверхні рідини приймемо близьким до відповідного випадку “фіктивної 

квазіідеальної” течії. 

2. Моделювання водної течії (задача апроксимації поля швидкості) 

Апроксимацію поля швидкості на поверхні рідини здійснимо шляхом побудови деякої 
відповідної “фіктивної” (квазіїдеальної) течії у однозв’язній чотирикутній 

криволінійній області Gz = ABCD , обмеженій чотирма гладкими кривими 

AB = z = x + iy : f1x,y = 0, BC = z : f2 x,y = 0, CD = z : f3 x,y = 0, 

DA = z : f4 x,y = 0 (ортогональними між собою в точках їх перетину) з коефіцієнтом 

провідності k  4k0 ( 2  
 Q  ) /(Q 

2  
 4) , де   x, y – функція течії, 

Q  – повна витрата,  – малий параметр. Розрахунок такої квазіідеалної течії пов’язаний 

із знаходженням у даній області пари комплексно спряжених функцій   x, y

(квазіпотенціал),   x, y та витрати Q . Остання ж задача, в свою чергу, зводиться 
до квазіконформного відображення області Gz на відповідну область 

квазікомплексного потенціалу G   :     ,0    Q, де    AB , 

* 
  CD , 0  AD , Q  BC [3]. Відповідна їй обернена крайова задача на 

квазіконформне відображення z  z  x,  iy,  області G на   Gz при 

невідомому Q запишеться у вигляді: 
x 

 k(, ) 
y 

, x 
 

 1 y 
,
 (, )  G ; ; (7) 

   k(, ) 

 f1x, , y,   0, 

 f2 x,Q, y,Q  0, 

f3 x, , y,   0, 

f4 x,0, y,0  0, 

0   Q, 

    . 

 
(8) 

 2 
x 
  2 ,  

 2 
x 
 
 ,  x 

  ,  


  

,  
x 

 0, 

 2  2  ,    

 (9) 
 2 

y 2 

 
 

 2 
y  ,  y y  

 

2 

  ,  
 2  , 

 
  ,  , 



 0. 

 

Алгоритм наближеного розв’язання відповідного різницевого аналогу цієї задачі 

побудовано, згідно із загальною методологією (див., напр., [3,4]), з використанням ідеї 

почергового заморожування координат граничних і внутрішніх вузлів та параметра 

конформності. 

В результаті реалізованого на цій основі комп’ютерного моделювання, зокрема, 

отримано динамічну сітку, яку представлено на рис. 1, та поверхню швидкості (рис.2) 

для області обмеженої еквіпотенціальними лініями x=0, x=12,6 та лініями течії 

y  esin(x1.57) / 4  2 , y  1/(( x  8)
4 
1) при k0  0,1,   0.00001.  При  цьому  нев’язка 

конформності за 3167 кроків ітерацій становила   0.000503, а розрахункове значення 

витрати: Q=0.01309. 
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Рисунок 1 - Динамічна сітка руху рідини Рисунок 2 - Розрахункова поверхня швидкості 

 

3. Побудова розв’язку модельної задачі. Переходячи від області   G до 

відповідної області G {(,,z,t): (,)G, 0 zl(x(,), y(,),t), t 0} , перепишемо 

задачу (1)-(2) у вигляді: 
   c  (u

2
(,)v

2
(,))l 

 
 l(,,t)z 

 
 


m 
c 

 

z 
 D(V (,,z,l(,,t))) 

z 
 0 

m  
0

 
  

l(,,t)    



  (1) l(,,t)   (10) 
(w(,,z,l(,,t))w0) 

c 
 
c

; 

 
c(,,z,0)c(,,z) ; 

z 

c(,,z,t) 

z 

t 

 
z0 

 
0 , c(,,z,t) zl(,,t) c; (11) 


D(V (,,z,l(,,t))) 

c 
(V (,,z,l(,,t)) w )c


 c  

dl 
; 

 
n n

 

l(,,0)l0 . 

0n 
 zl(,,t) 

 dt 
 
 

(12) 

Ввівши нові змінні s, h, r , які пов’язанні із ,  , z співвідношеннями: 

s  , h   , r  l0 z l(, ,t) , 
 

перепишемо рівняння (10), (11) та рівності (4)-(6) відповідно у вигляді: 

l
2 
 




c    (u
2 
v

2
)l  l r 

m 
c 

 
 

l w  c c 
 

 0  D 


  0 0   0  0    0  0  ; (13) 
l2 r  r  (1)

m
l   l0   s l r t 

c(s,h,r,0)c(s,h,r) ; 
c(s,h,r,t)

 
r 

 

 
r0 

 
0 , c(s,h,r,t) 

 

rl0 

 
c ; (14) 

u0  l0  z 
 

  


m 

l0 
 

 

v0  l0  z 
 

  


m 

l0 
 

u(s,h,r,t)
(1)  l0

 


 l 
; v(s,h,r,t)(1)  l0

 


 l 
; (15) 

l (u2 v2)l  l r 
m

 
w(s,h,r,t) 0    0 0   s  0  . (16) 

(1)
m

l
2    l0 

Провівши дискретизацію часу t з настільки малим кроком t , щоб на кожному 

із проміжків tk ,tk 1 можна було б знехтувати зміною вільної ділянки границі, у 

випадку сильної узгодженості початкової та граничних умов [6,8,12], покроково 

розв’язок задачі (13)-(14) шукаємо наближено у вигляді асимптотичного ряду: 
ck 1  c0,k 1  c1,k 1  P0,k 1  P1,k 1  Пk 1  R , (17) 

V 

φ 

ψ 

m m 

f 

0 
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


2  g(s, h, r) 



   0 0 0 







 

де ck 1  cs, h, r,t для tk  t  tk 1, R  O( 2) – залишковий член, Pi,k 1(s, h,,t)   – 

примежові функції в околі r  l0 (i=0,1),  – розтягнута змінна, Пk 1 – примежові 

функції в околі r  0 , ci,k 1(s, h, r,t) – члени регулярної частини асимптотики (тут 

взято тільки нульовий та перший члени асимптотики лише з метою зменшення об’єму 

викладок, інші ж члени, при додаткових вимогах узгодженості початкової та граничних 

умов, знаходяться аналогічно) [12,13]. При цьому члени регулярної частини 

асимптотики (17) для кожного часового етапу запишуться у вигляді [8,12,13]: 

c0,k 1
ck ( f1( f ,gk t tk ),g1,k ( f ,gk t tk )) при t tk  gk , 

 
(18) 

0 

l0 

 

 l0 r 
 

 

 

m1 s 

 
d~s 

при t tk  gk , 

l(s,h,tk )r 
 f (s,h,r)

m  l0
 


 2 ~ 
2 ~ 

, gk (s,h,r) l0w0 
;
 (19) 

(m1)w0(1) 

tk 1 

 
0 u0 (s ,h)v0 (s ,h) 

~ 

 
 

~ ~ ~ 

c1,k 1 F( f1( f , gk t tk  t ), g1,k ( f , gk t tk  t ),t )dt , 

tk 

(20) 

l
2 

  c0,k 1 


F(s,h,r,t)
l 

0 
2
(s,h,tk ) r 

 Dk
 

 ; 
r 

Dk  D(V (s,h,r,l(s,h,tk ))) . (21) 

Тут f1, g 1, k – функції, які отримуються в результаті розв’язання відносно змінних 

s, r 
 

системи нелінійних рівнянь: 
1  f (s, h, r) 

.
 



Розкладаючи в околі r  l0 коефіцієнти біля похідних у рівнянні (13) в скінченні 

ряди Тейлора та вводячи змінну  (  
l0  r 

), аналогічно до [6-8,12], знаходимо 


вирази для примежових функцій  Pi,k (s, h,,t) ( i  0,1) на кожному часовому етапі: 


 w0 

l(s,h,tk ) 


P0,k 1(s,h,,t)(cc0,k 1(s,h,l0,t))e 
Dk (s,h,l0 ) l0 , (22) 

(cc0,k 1(s,h,l0,t))l(s,h,tk ) ls (s,h,tk )Dk (s,h,l0)(u
2
(s,h)v

2
(s,h))l 

m
 

 P1,k 1(s,h,,t)  
2 2 

 0 0 0 
m 

 2l0 Dk (s,h,l0) 
1 l(s,h,tk ) 

l0Dk (s,h,l0)(u
2
(s,h)v

2
(s,h))

m
 

  
2       1   (u

2(s,h)v2(s,h))l m
 

 s 0 0 w0l0Dk (s,h,l0)
      0 0 0 c

1m
 

s  l0w0  1ml(s,h,tk ) 
 

c (s,h,l  ,t)
(ls (s,h,tk )Dk (s,h,l0)l(s,h,tk )Dk s (s,h,l0))  (u

2
(s,h)v

2
(s,h))l 

m
 

Dk (s,h,l0)  (1)
m

 
  w l(s,h,t ) 

 
(23) 

c0,k 1(s,h,l0,t) 
 

 

c0,k 1(s,h,l0,t) 




  0 

l   
k  

 
 

l(s,h,tk ) c1,k 1(s,h,l0,t)e Dk (s,h,l0 ) 0 . s t  




Функції Пk 1 у даному випадку близькі до нуля, а тому віднесемо їх до 

залишкового члена R . У загальному ж випадку вони знаходяться аналогічно до того, як 

це зроблено, наприклад, в роботі [12]. 

0,k 1 0 


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c*   1  [u 
2 

(s, h)  v 
2 

(s, h)][l
2 

(s, h, t )  l
2 

(s, h, t )] 0 0 s k h k 

s h 



Використовуючи отриманий розв’язок ck 1(s,h,r,t) та рівність (12), визначимо 

положення границі l(s,h,tk ) 

l(s, h, tk 1)  l(s, h, tk ) 

за формулою: 

t 





    Dk (s, h, l0 )l0 2 
 

 

2 2 2 

 
 l(s, h, tk ) 

{[u0 (s, h)  v0 (s, h)][ls (s, h, tk )  lh (s, h, tk )]  1}

 
 

[c0,k 1(s, h, l0 , tk 1)  c1,k 1(s, h, l0 , tk 1)]  w0{[u 
2 

(s, h)  v 
2 

(s, h)] 

 r 

[l
2 

(s, h, tk 

 
)  l

2 
(s, h, tk 

 
)]  1}[c


 c0,k 1 

 
(s, h, l0 

 
, tk 1 

0 

 

)  c1, k 1 

0 

 
(s, h, l0 

 
, tk 1 

 

)] 



(24) 

Dk (s, h, l0 )[u 
2 

(s, h)  v 
2 

(s, h)] 2 2 
  w0c  0 0 

l(s, h, tk )w0 
[ls (s, h, tk )  lh

(s, h, tk )] 

 [u 
2 

(s, h)  v 
2 

(s, h)]l  m 
    0 0 0 [c  c0,k 1(s, h, l0 , tk 1)] 

 (1   )m
 

 
ls (s, h, tk )Dk (s, h, l0 )  l(s, h, tk )Dk s (s, h, l0 )  [u 

2 
(s, h)  v 

2 
(s, h)] 



Dk (s, h, l0 ) 
0 0

 
l0 m  c0,k 1(s, h,l0 ,tk 1) 

 
 

 c0,k 1(s, l0 , tk 1) 
 

(1   )m  s  l(s, h,tk ) 
 t

 
. 


Висновки. Запропоновано методику математичного моделювання процесу 

деформації дна русла на основі процедури апроксимації характеристик в’язкої течії 

(поля швидкості), яка дозволяє ефективно розраховувати максимальну глибину вирви 

розмиву, її форму, зону відкладення частинок з урахуванням транспортування наносів 

та прогнозувати розвиток процесу в часі. Дана методика переважно стосується випад- 

ків, коли руслоформуючі наноси переносяться потоком у зваженому стані, тобто коли 

(Нікітін І.К. [14]) динамічна швидкість становить принаймні 32% швидкості осідання 

частинок у стоячій воді. 
 

The approach to approximation of the characteristics of a knitting current (construction of a speed field 

with using of condition on lateral walls) during modelling of the processes of the channel's bottom deformation. 
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