
Обчислене деяких тригонометричних інтегралів.
Подав Др. Володимир Левицький.

(Dr. Wladimir Lewyckyj. Berechnung einiger trigonometrischen 
Integrale).

1. В тій ногї занимаюсь обчисленем тригонометричних ін
тегралів типу:

7Г

2 dx О— a2n *
де ^р(аз) є гоніометрична функція, п число ціле, а якенебудь по
стійне. Обчислене поведу наперед загально для функції <р(х)г 
а опісля по черзі розберу случаї тригонометричних функцій.

ТаК як:

<p(ic)2n
S=1

то можемо через розділене на часті дроби написати:

1 Ц , С2 . , Сіп
------------------- -‘ ------------------------ ------ £7 ..................................~ ’ 
9>(ж)гп — аіп <р(х) — а е" <р(х) — а еn у(.г) — ä е2п

V~1 <р(а?) — а е 

Cv
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а звідси слід;
2n

Г = 1 С_

{s в добутку = 7, 2, . . . (v — 7), (v^-1)......... 2гі).
Коли розвинемо сю суму, дістанемо рівнанє:

Sn

2 C'ri (р(хУп~1 — <p(æ)Sn - га2 <P('^)'n~3a2Se^y~^a 
v=l L

2n 1 (*  + e" +..••+*  (ЙП 1}) 1 = 1.

Через порівнанє сочинників при степенях функції ?>(æ) 
дістанемо ряд рівнань:

Сі 4- С3 4-................... Н-С2п = О.
s f 7F' r 7î г Л x/■ «і- «з- *În-\  _ ()

a\(\Se п±С\2е "4-...............4-Cin2e n)

CxSe + C'a Se

9n , / ,, , .......... . (вп-і)я2 ^i+* j+-,-4“*i )— (вї4~Л s4"...+ъ —
a \Cre- n + (\e .... ............« +

(#'an-f-y'fti + +#i!n (*и J))—Л___ і
+ Cine nJ

{степені a, a2,.. .aSn~2 можна в рівнанях пропустити). Звідси 
дістанемо на частні чисельники форму:

Сг D
ДЄ:

D= a211-1

* 71
s 1—

Se n

1
, n 

S 2i.—
Se n

(»'ааЧ*»  2n)^

Se

(On-H 2n4-...-Hto )—
л n 



145

а Л е визначником де в місце г-го пряму вставлено праву 
сторону рівнянь 2) (без а* “-1)»

ЗБІРНИК МЛТ.-ПРЙР.-ЛЇК. СЕКЦІЇ, Т. XVIII.

В виду сего дістанемо загальну форму інтеграла <7;
ЇГ я

Г2 гіді  Ох .

тп
де: = ае п.

Пристосуймо сю форму До поодинокихтригонометричних 
функцій.

2. В случаю дістанемо :
Я п
— 2п —*-

1 ~ ізгпіох— а^~ ¿і У)зіп х—аг*
0 т=ї 0

Коли підставимо зіпхну, дістанемо:
2п

(іу
№-лг)Уі—у* ’

а коли пристосуємо субституцію: у = * ,, інтеграл прийме
X ■] ■ З

ВИД:
2п

л=2
аг

00

А ЩО:

г,_£ 
аг

то інтеграл:

1—^1—ат 
ат

дг
і—а>

з
а?

5

7—аг2 
ар

/ ду

2уІ-а’’г = 
а?*  г------------- 1---------------

ау

аг
/ 21/1-аг8 
оо

Іод
аг

ар
10
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В виду сего дістанемо:

j _ >2___ dx Су Iіarg—1—Vi- ___
1 ) sin2nx—а2а ¿y/l—ar2 І arz—і-гУї^аг2

ó т^і да

От , СЬг — і —Яг2
=Іуї^я? 09 яг-і-ьУ^^я? 4>

3. В случаю ff(xy=cosx дістанемо:
7Г 2 Я

j _ Ґ - dx —Vf? С i 
2~J eos™x—tiin jcosx—av

0 r=l 0
A LUO :

cosx = sin

ТО:

г2 dx _ ґ2 dx _ Ґ 2 dy 
j J 'in Ї J ’
» eosx—av 0 8гп\ї ~XJ~av » siny—a?

коли вставимо ^ — x = у і відповідно доберемо границі. Зна

чить ся, на 72 дістанемо ту саму вартість, шо на Jr.

4. В случаю <р(х) = ідх дістанемо:

Г 3 dx __ р f 2
J 1д* пх~a2n jtgx—a»*
0 v=l 0

Коли ужиємо субституції: tgx = z, дістанемо:

ґ2 dx f dz
J tgx—av (z^ar)(l+z%) ’

Колиж покладемо:
1 = A . Bz±C

(z—ar) (1+z*)  z—av 1-t-z*  ’

дістанемо через простий рахунок:
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В виду сего:
^х

(l+aWs = \-^- 
а Jz—av

отже:
00

А= 7Т7П ^z~ аг> “ І lo$ (1+^2) - (lv arG % z] =I -It 'It 
0

11 r. z~av , -і 1 r— am 7 . . i-------- log —-7— — ay arc tg z =——--------------log(—a?) .,7+aA \l±z*  У J НвЛ 2 *'4

3 сего слідує:
n

т с2 dx Ср Г 7 / \ avn 1 cv3 айп — Ш 2 J'
0 У"!

5. Так як cotgx = tg to:

It 7t 7Г

j- _ f 2 dx _ C 2 — C8
J cotgiax~a^ ^^8n(y-ic)—a2n J tg^y—

коли вставимо^—& = y і відповідні доберемо границі. має 

отже таку саму вартість, як J3.

6. Для д>(х) = sec х буде:
ТІ 7Г 7Г

Л— - 2п Л~Г*  і 2il -
_С8 dx _^£уС dx _ у С cos х dx

5~J $ес2ах—аїп ~ j secx—av~ £j1—o,v cos х'
0 -V=l 0 у=ї 0

2z
Через підставленя cosx = yt а опісля У = j_j_~8 дістанемо: 

я
Г 2 cosх dx _ Г1 ydy ___ 1 P (l—avy) — l =
}l — avcosx ¿(I—a» y  ̂1-у*  av^l—avy^l—y*
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1 Ґ1 dy 1 Г1 dy_______
«¿Уї^у*  ar}(l-ary)V'i-y2

rl
— are cos у -J- 
dv

^2 Г1 dz _ л 2 Г1 dz
av^z2—2(ivZ-\-l 2dv ar^-(z—(i,-yavi-t)(z-av^\av‘i-i)

Розділім послїдний інтеграл на частні дроби, то дістанемо:

Р__________ dz_____  _ = Z*1 1
¿(z—ai—1/агй—17(^—ttr+Var8—1) / —З—r. dz —

V z—dv'—ya і'2—1

L 1зУа*8 -1 
z—ar-^av*—!

1 1 
———— log 
,2}/ar*-l

z—ar—yar2—!
Z — — 1

1 j l—ar—y/a^—i 
= — - = log ■-------- -1- ,

2]/av2—2 2—ar-hVar8— 1
отже :

j. r2 dx 1 i0 л~|
s Jsec8“«—a2n ittvLyay8—1 & і-ау-у^аг2—! 2J

0 V=1
Анальоґічне обчислене дістанемо в случаю у>(я;) = cosec аз.

Львів, грудень 1918.

In dieser Note berechnet der Verfasser den allgemeinen Wert 
des Integrales:

n
T [ 8 ____

' qp(ac)2n— aia ’

n ganz, a constant, im Falle, wenn (¡p(a3) eine goniometrische 
Funktion darstellt.


