Huzndop CaxoBcrrnit
(TeprOmins).

Jo Teopil amaniTHYEEY SYHEMiE ABOX HesANeARHEX SMIHHEXL.

Nikefor §adows’kyj
(Ternopil).

Zur Theorie der analytischen Funktionen von zwei
unabhingigen Variablen.

B Teopit ananiTuunnx c¢yskuid onnol 3minHoi maemo 1Ba npa-
Bana GynoBM analiTuyHux CYHKUIA 3i 3 ropu lanWMu 3epamu aGo
Girynamu. [lepe monas Baepwitpacc ans ¢ywsxuid ninux, npyre
noxoauts BiL Mirtar-Jlegpdnepa ans pynkuid mepomopdhux.

B uuuiwAii po3BinLl noxar0 KOHCTPYKUIIO KibKOX iHTepecHuX.
¢yHkUid IBOX He3aneXHUX 3MIHHHMX, Ha AKHMX NOKaxy, WO Teopema
Baepwtpacca paeTb ¢ npuminnTH i B Teopil aHaATTHYHUX PYHKLUIHK
ABOX 3MIHHHX.

L.

Ak nepwy 3amayy craBnAlo co6i: 306ynyBaTH aHaniTHYHY
¢yHKUilO, KA Mae nNepeldcTaBuTd (DUIKO, UIO PO3XOIUTb ¢4 Ha BOli
Nil BOAHBOM TOYKM, KOJH BOHa APOXUTh npsamoBicHo, B npuponi
HaTpaasieMo Ha Taki ¢unil, NpUMipOM BMKIJIMKYE ii KamiHb, KHHeHHH
Ha BOMY.

3 TeomeTpuuHOi CTOpOHW Oyle <ce mNOBepXxHA {HAsLCTa
z==1F(z,y). BapTocTi Ha 2z OGy@yTb BCi 3aMKHeHi TOMDK ABOMa NJO-
wamn z= 44, ne 4 € amnnirynoro apoxavoro pyxy. [as npo-
CTOTH PaxyHKy KJaly JApoOXKadyy TOYKY B TNOYAaTOK CHIBPAAHMX,
Bicb +# npsaMoBicHO B ropy, ocHM % i ¥ nosemi. Josinbua maowa
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(M)y — tge.z—0 nepeTMHac nOBepxHIO Z=F(T,y) BLOBXK
KPHUBOi, AKa € CiHycoij010, 3 Orifdy Ha Te, WO if BUL He 3aBUCHTH
Bil Kyra @, nosepxts 2=/ (z,y) € 0OOpOTOBOIO NOBEPXHEID
1i moxua nepesncraBuTH OPMYNOIO:

2= sinz.cosa  pans £>0 (1)

(Cnoci6 o3navens rn. Hukonait Mopososb, dyHkuis, Kiesb 1912).
OnHak MW MOCTapacMO c4 BHPA3HTH CIO TOBEPXHIO aHaniruuHo, Oy-
Ayrouu ii Ha ochosi ii 3ep. Sk Buiko 3 irypd, cs nOBepxHs ne-
peTHHae oy (zy) B Konax o jysax k, 2k, 3k... saranbHo Ak,

Yy

M)

/szx

dicl.

®yHknis 3 3epom B Touui (O, 0) mae Bunm 2% =z34y*
PyHKkuis 3 3epamu Ha Koai 2%+ y:=FK?

xﬂ_'.,‘ 2

P1 (2‘}, y)=1-' "—7{;2—"/—

®yHKlig 3 3epamH Ha xoni 2%+ y*=(2k,*

@2_‘_?/2
Pz, y)=1 ~ @
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dir 2.
JIina kona
wz_i_yﬂ J— (zk)z
IicraHemo yHKilito
Pey—1-SF  i-12s.

dyHkuig, sxka OGyle MaTH piBHOYAcHO 3epa ‘Ha o06BoAi BCIX Kin
22 +yt=(4k)?, Oyne noGYTKOM

ﬂPz(x,y) ﬂ( ~250) )

Ceit no6yToK € 36ixnn#t piBHo4acHo 3i cymoio

[+ o}

xﬂ_{_y xﬂ_i_y 2
2k 2 A?

A=TI r=1

a cf ocrauud cyma € 36ikHa IS BCiX (7y).
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Bosbmim mpumipom Touxy B nepctenn 4k <lr <&k, toni
16k <lz*+y? <25k2
noﬁyTOKlz Pa(zy) pinmo Toni Ha mBa MOOYTKM YACTHHHI: f_i f’x (zy),
axni, 9K DYHKLIA BUMipHa, uina, € 36iKHWA Ha Uini naowi, i Ha
noGyToulIzﬁPA (ry), oNa SKOTO
2:4y? <(Ak): npu A>5
Gyne Taxox 36ixuuid, i TO abconoTHO. 3 cero pospaxaHs Gauumo,
o n.oﬁyToxxi Pi(zy) ¢ Ge3ynuHHO 306iXKHHUH.

KsoT z

—— @ ) zs_’_ys
2 2 e e M
VEFar T (1—557)

€ BXe (yHKUi€lo, AKa Ha Uiniil maowi (zy) Hemae Hile 3epa, a TaKy
npHKMeTY mac yHKitia uina

eH(x-’ Y , EBeHT. const;

nputim H (T i) 30BCiM JOBiNbHA, OTXKE MOXHA 3aXagaTH, LWOGH
BOHa mana sua H (z2+yY).

B peaynbrari
2
—o (x”wl/x’-ky”l |(1 L) @)

Bo3bMmim 1N0BiNbHE KOJNO i3 Nydom :1:‘~’+y5’=1‘a3s y nosinbuim nep-
cTeHi, TOAi

e e B T (1~ ) @

A=1

Konn nopisaemo Ty ¢hopmyny. si .3HaHOlO 3 Teopii Bacpmrrpacca
. .
2
SINAEL =— nx I I (1 —%), (5
1=1

R
noGaunmo, WO BHCTaHe NOKJIACTH =17 wo6H BoHa nepeimaa Ha

uR ”RH(I p]ci
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i3 COIBUMHHUKOM
eH(R") k
o

Tenep moctapacmMo csl BHIIyKaTu ¢yHkuito H(R®. V Tiit uinn
KIagemo ¥ = o i 6auumo, o dyHKUis 2 nepexOldTh Ha MPOCTilly.
2
H(z ) k sin u:, ©)

npo AKy 3HAEMO, 1O cniBYHHHNK H (2%) € nocTiiituii, 3HawuTh, HE
3afleXHTb Bil z (ane H(2,¥) e moxe 3anexatu Bil ).

Tomy xnaxemo Ha- Biaminy y ¢pyHxuii

z2=

e=f(z,y) £==0 i llicTaemo
eH(yz_)fc-sz’n Y
- k

TyT 3HOBY nepeKOHYEMO Cfl, WO CMiBYMHHHK Hy*) ¢ nocriii-
Hui, 3HauuTy H(z,y)=consi., a THM camum
eH(xy) %:const.

Ha3sim lioro kopotko A (rnaau ¢ir. 2), Toai

2 2
s= A YTy H(I =) M

€ BXe PO3BA3KOK) RAHOrO NpoGiemy.
Hanswi poacnign Hal celo @YHKUiEIO PpeiaykyioTb c1 1o

‘QyHKuii -
A RE
~ T R E (—7m)

Bayumo wo BoHa € (QyHKuicl0 Ayvya R, a THM camum no-
BepXisi € 000poTOBa 3 OrNgly Ha Bicb 2; Hdaibile 6aYuMo, UIO

sapTocTH (yHkuii 2 ocuimoloTe nomik +4 i —A4 (amnnityna
IPOXaHs).
-3 ornangy Ha Te, 1O
-, {aR ) . R
sin (—k— + 2s:z) = 8in o (8)

2k € nepionoto GyHKLIi, IK ce BHIKO BNPOCT Ha cirypi 2.
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L.

JIiHii, Tomi cnpaBa KoMMNikyeTh csi, Hailmpoctiiiunii Bunagox micra-
HEMO, KOJNW HAHOK KpuBOI Oyne ninin npocra. [lokaxemo ce Ha
Takiii 3apaui:

36ynyBaT QYHKUilO, AKa Mac 3epa 3M0BXK GOKIB MPAMOKYTHH-
KiB, YTBOpPEHUX Ny4KaMM piBHOGIKHMX npsAMUX

A) y—az—bi=0, ©)
B) ay+z—iab(a+1)=0;

aputim 4 npuiimae Bci BapTocn'l ydcen LINMX HORATHIX i BiEMHHX.

¢ic 3.
IHykaemo pyHxuii i3 3epamn Ha Ainii ¥y =ax -‘i- b
y—az—b=0,
y—oxr 4
5 1=0,
OTXe
P, (z,y)=1— Y%

b
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Ananboriqno Gynyemo najbili Gyl

—ax
PR (x: y) =1 -~ y_gb_’
P, 3 (92, y) =1 y_'_?—%.:
Pl (a: y)=1-- lib“"’.

Ho6yrok

[126@n=- ﬂ (1-457 (10)

d=1 =1
\ 1
—ax —az
€ poaGixuuil, 6o ¥ Y Y b 21= diverg, N0 NPHYKHI,
’ =1 A=l

wo 2;{ € TapmMOHIYHWH DAl
A=1

Ta My nopanumo co6i TyT aHalbOri4HO, K ce pOGHMO NpH
GyHKUIAX i3 ORHOIO He3anexHol. ImeHHo 3aMicTb OpaTu

P = (1= 159

Oepem
y—az
Rey=e * (1-137) ()
P03BMBaEMO BMJIOXKHHYY QYHKUIIO Y PAL i BHKOHYEMO MHO-
KeHe, yBaXaloun yzaa: 3MiHHOIO .
P;(w,y)£1+11y,,w L %—#12%-.-1
1 y- 1 (y—az\?

_ty—ar Al y—a2
17 b 17\ ib
. 1 (y—az\* 2 [y—az
=1— 5 () -5 (15"
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z—nPA(w?f)gnl:] o7 J,g:w 3{ Z ax) :I

i=1

Ceif pan ¢ 30DkHHA Bpas i3 cymolo

#(5%) 2%

Yepes posninede cero N0OOYTKA Ha 1Ba YacTHHHI, NMOLIOHO fAK
y nonepenHim npv}Mipi. Nerko nepekoHatd cf, WO QyHKUis

=2}
e=[1Pi@y (12)
1=1
€ Oe3ynMHHO 30iXxHa:
w Yoz
13
zzne b (1 y aa: (13)

1=1
Takuif cam B3opels HicTaHeMO il BilEMHHX 4, iMeHHO

y—az

a —
L b s, y—az (14)
=[]e 1+ 422

3 ornany Ha Te, wo o6a ROGYTKH € aGCOMOTHO 36iXHi, MO-
KEMO X IOYNIEHHO IOMHOXMWTH ; TIPUTIM BHJOKHHYA (DYHKILIA 3HUKHE :

=155 ®

i=1

Ins A=0 ¢ y=ax. Tomy, woG6H i 3epa, AKi Jexarb Ha Tiit
npoctiif, 6yan ysrnsaHexi, Tpe6a IONUCATH YMHHUK

(y — ax).

B pesyabraTi ¢yHkuis, dKka Mmac 3epa Ha BCIX MPOCTHX
Yy — axr — Ab= 0, Mmae BHO

2, =(U—az) l_l [1 (’Uﬂgf) 1 (16)

i==1

Tenep po3achizxyemo npocri
ay+zrx—Adabfa+1)=0
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I8 HUX TBOPHMO GyHKIiT

ay+z )
_a(a+Dib [ ay +=z 17
Qi (zy)=e [I_a(a—i—l)ib
i noOyrox

_aytw 18
afa+1)4b ay+x . 18

an (ry) = ”3 [ Ta(a+1ibd’

1=1 A=t

celi 1OGYTOK € Tex Oe3ynuHHO 30DKHWHA. SIK 1O Y3TAAIAHUTH Bil-
€MHi 4 i mpocry, 110 TepeXONHTb Yepe3 MOYATOK CHOiBPANHMUX, Mi-
CTAEMO IJISI BCiX NPOCTAX NIpSMOBicHKX HOGYTOK

= (ay +)*
zﬂ"‘“(“?“f‘”)n["m]- (19)
l=1
Ksor
. H (xy)
—=e € BKe ¢yHkiicio Ges

(y—ax)(ay + ©) IT P, (wy) Q, (xy) . .
1=1 3ep y CKiHYEHOCTH,

a 3BiATH OCTATOUHO

H(ex,y). = ? ’
z2=¢€ (y—a=x) (au+=v)ﬂ,[ 1— (yzﬂgf 4 Jf z J’Egg(-;ﬁ)]’](zo)

i=1
Jyxe uikaBHii BHN2AOK IicTAHEMO, SIK BOSbMEMO 3a OCHOBY
3ep KBajpaToBy CiTKy i3 Gokom a (dir. 4).
Toni nBa NyuYkH NpSMUX MOXHA HaNKcaTH y Buai
=3 al
Y=+ al Ai=1, 2, 3,
-1 okpemo 2 =0.
-3epoBi YMHHUKY ® + ¢l =0 MOXHA HamUCcaTH y BHII
m .
+al’
AK wo Opatd ix 3ascinm napamn Trak, woGu +4 i —4 Gyan pasowm,
TOAI YHHHHK

y

x?

T— g

MiCTHTB ¥ c06i 06i mpocri.
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+2Q
a1
2 +2a X
dir 4.
dyHKUiA 2, i3 3epaMM 3L0BX NPOCTHX
x= tal
M3€E BHI
H, (=, y) m
n=e (1_ ,p) (23)

Ounxave 3 Teopii BaepmTpacca 3Haemo, LIO

stn e == e ﬁ (I — %2)
=1

Q8

Mpuminioloud nincrasnieHe m' , Iicraemo

sin n— = % n ( lga“) (24)

).—1
3. nopiBHaust (23) i (24) nicraemo B3opeub

H, (, y)
—e 2 sinn s (25)
T a
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H
a ce 3HauuTh, wo H(x, y) = const., OTXe TAKOX € () = eonst.

JinaToro

2
n a a

Hexail Gyne
_ 4
Hay) = =27,

Ie.A 6ynemo Ha3HBaTH aMnm'Tynow NOBEPXHi 2, TOAT ¢ NpHiime BUJ,

z2=A4 sm — sm Yy "(32)
@ a

Hanpwi poscnigy nokaayoTb, WO ce OyAe NOBepXHs, 3J0XKeHa
i3 NpUCTaiiEMX KBajpaTOBHX YallOK, i3 SKHMX IBI IOBiMbHI CyCimHi
BaBCiIM JNeXaTb TaK, LI0 OJHAa Jac MaKCiMyM, a CYCiIHS MiHimym
BapTocTh Gynkuii 2 i To akpa3 +4 a6o —4 (rnsam dir. 5).

PieHane cei nosepxdi 36ynoBaHe aHaNiTMYHO- Ha OCHOBi ii
3ep Ma€ OCTaTOuYHMIl BUJ

47 5T ax? y? :I (33)
z=4 5%y Il [I — i ] [1 — a2
A=1

I3 choro npumipy BUAKO, §Kuif BIOJNIMB Mae IOBiNbHA (PYHKLIS
H (wy). 3epa ¢yHkuii z =7 (ry) BUSHaYyIOTh ii K A0 WHHHUKa

BH (zy).
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PissodacHo NOBCTatOTb HOBi NpOGNEMU B TeOpil aHaNITUYHKX
Gyuxuiii 1BOX 3MiHHMX. 3aMicTb TOYOK BUCTYNAKOTL TYT yxe it uini
KpHBi, 300BX SKHX po3miuleni 3epa aGo Oirynu QyHkuii z=7(zy).
OTXe 3aXOAMTb NUTaHe, AK Ti KPpUBI MalOTb GYTH ynOpsIKOBaHi,
wo6H BOHM OXHO3HAYHO nediHitoBasM PyHKUilO,

Bucwe Hasemeni npumip# TNOKa3ytOTb HArfsAHO KOHEYHIiCTb
icThOoBaHs TBeplkeHs Baeplurpacca, NOWHPEHOro *I0 RBOX 3MiHHHMX.
Y KoucekBeHUii MycaTb iCTHyBaTH # moiunpene npaso Mirrar-Jleg-
tbnaepa, 60 dyukuia log z 6yne maTH npunucaHi Giryxu.

Tapa, CuGip 26. woBrHs 1917,

SBIPHEK MAT.-IPHP.-ITK. CEKIUI, T. XVIII 9



INHALT.

Verf. stellt sich die Aufgabe, in der Theorie der analytischen
Funktionen zweier unabhingigen Verinderlichen ein Analogon zu
den Theoremen von WeierstraB und Mittag-Leffler zu finden, die

ganze bzw. meromorphe Funktionen einer unabhéngigen Variablen
betreffen.

Als prstes Beispiel konstruiert er die analytische Funktion,
die eine auf der Wasseroberfliche unter dem EinfluB eines ver-
tikal schwingenden Punktes entstehende Wellenfliche darstellen
soll. Eine beliebige Fliche (M) y —{ga.x = O schneidet die ge-
suchte Wellenfliche z=f(x,y) lings einer Sinuslinie. Nach Mo-
rosoff hat dieselbe die Gleichung

z=g8inx.cosa (x> 0).

Wenn man aber diese Gleichung auf analytischem Wege
aufzustellen hat, u. z. auf Grund ihrer Eigenschaft, daB die Fliche
die (xy) = Ebene nach Kreisen mit den Radien 4%, schneidet,
bildet man das absolut konvergente Produkt

ﬁ'ﬂ(m,y)—. (1—-’””‘”

A2 k2
A=1

Der Quotient

_ z
[# =]
va+yr[](z- m;;',;,y—s)
i—1

stellt eine Funktion dar, die auf der Ebene (x, ) keine Nullstellen

hat; diese Eigenschaft kommt aber der Funkiion eH(m’ Y exent,
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const. zu. Da H(x, y) beliebig, kann man die Bedingung stellen,
daB ihre Variablen in der Verbindung «%*+ y?= R? auftreten;

somit wird
- MR [1(= )

dlese FFunktion li8t sich mit der bekannten Weierstragschen Si-

@ 2
. . / &x .
nus-Entwickelung sin nw = = IT I—— ) in Zusammenhang
A=1

bringen, indem man =.§ setzt, 4=1 und ibr. einen entspre-

chenden Faktor voranstellt. Wenn man noch die Funktim’H (R
so einfach als moglich -wihlt und also

H (@, y) @ = const
e p '

setzt, reduziert sich ihre weitere Untersuchung auf die der Funktion
R[]O T )5

A ist ihre Amplitude, 2% ihre Periode (c¢f. Fig. 2).

Zweitens -verlangt Verf., als Nullinien migen micht Kreise,
sondern Geraden angenommen werden, u. z. die-der zwei ortho-
gonalen Scharen:

(A) y—axr—bi=0,
®) ay+xz—iab(a4-1)=0.

Da n(I ’y ) divergiert, setzen wir jedem seiner

y—ax

Faktoren den Koeffizienten ¢ 4  voran und bekommen dar-
aus ein bestindig konvergentes Produkt von, absolut konvergenten
Reihen. Schlieflich kommt man zur Funktion, die lings der Ge-
radenschar (4) Nullstellen besitzt:

27
= (y— ““')”I:I (ypg:w '
-'=1

- 1=1,2,3,....
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Ebense liegen die Nullstellen von
(ay4-x)?
= (ay+w)IIr1 1% [ba (a—|—1)]2:]

auf der Geradenschar (B). Nun ist die gewiinschte Funktion

_ H®,y) y— aw)2 (ay+x)* =
z=e (y—ax)(ay+w) H[I"' 723 [1 3’[ab(a+1/]’]'

Alg ein interessafter Spezialfall ergibt sich, wenn die beiden Ge-
radenscharen das quadratische Netz mit der Seite @ bilden.
Dann wird

H at . nx . on
Z = ( y) S'&n 7 S’&’)?, ;

Um H (x,y) zu bestimmen, setzen wir fest, dag z ( %,-

ol &
N’

= Max. sein soll. Daraus folgt H(x,y¥) = const. oder
z=dsinsin ™
a a

(Fig. 5); + 4 ist die Amplitude der einzelnen Flachenteile. Der
analytische Ausdruck fiir z ist demnach

z=A g;xy'HiiI 322:]‘_ agi’]

A=1

Daraus ergeben sich neue Probleme in der analytischen
Funktionentheorie fiir den Fall zweier Verinderlichen, indem hier
nicht einzelne Punkte, sondern ganze Linien als Orter fiir Nullstelien
oder Pole auftreten. Aus diesen Beispielen schlieBt Verf. auf die
Notwendigkeit einer Verallgemeinerung nicht nur des Weier-
straB-schen Theorems, sondern auch des von Mittag-Leifler, weil
7. B. log z vorgeschriebene Pole besitzt.



