Une méthode d’introduction de la notion de bon ordre dans
la Théorie des Ensembles.

Par

Miron Zarycks (Léopol).

Je donne dahs cette note une définition de bon ordre en termes
fondamentaux du systéme des axiomes de M. Zermelo, a savoir,
celui d’ensemble et celui d’élément. Notre définition équivaut aux
définitions connues de'M. M. Hessenberg?), Hartogs®), Haus-
dorfi®) et Kuratowski¢), mais elle est basée sur une idée
differente. ‘

I. Soit C un ensemble arbitraire et 4 un sous-ensemble quel-
conque de !, Pour tout ensemble A( C je suppose donnée une
fonction univoque Ar contenue également dans C. )

Je suppose enfin que l'ensemble A vérifie les axiomes sui-
vants?):

L [34]1=34;

II. 4(4r
1L Or=0

IV. Tout ensemble non vide 4 contient un élément a tel que:
(@ = A*

1) Grundbegriffe der Mengenlehre, Gottingen 1906

2) Ueber das Problem der Wohlordnung, Mathematische Annalen 76, 1914.

%) Grundziige der Mengenlehre, Leipzig 1914.

4) Sur la notion de l'ordre dans la Théorie des Ensembles, Fundamenta Ma-
“-ematicae II, 1921,

%) {4} désigne une famille quelconque d’ensembles contenus dans G, ¢ étant

== ‘ndice variable. Z4; désigne la somme logique des ensembles 4. (a) désigne
t

= ensemble d’ont I'élément unique est a.
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V. (@) = (b) 1mplique a = b.

2. Pour démontrer I'indépendence des nos axziomes supposons
que C est un ensemble composé de trois éléments: 1, 2, 3. Dans
chacune de cing colonnes de la table suivante on trouve une telle
définition de I'ensemble 47, qui remplit tous les axiomes sauf un
seul. La derniére colonne prouve que le syst®éme de nos axiomes
est possible.

I I m | I %

0= 0 0 3) 0 0 0

W= [1,2,3)(1,23[01,23(1,23]1,2,3)|1,23)

2y = 23 | @3 | &3 @ (12,3 23

8= {, 3) 0 3) @3 (1,23 @
Q2= [(1,23]1,23]0,23Q23) 23] 2 3
Q3= 1,23%123]12310,23]023!(23)
L (2,3)= | (2,3 | (2,3 | 2,3 | 2,3 |(1,23] 2 3
A2 8r=(123(1L23]1L23 16231230123

3. L’élément. @ soit dit le premier élément de A, lorsque
(@) = 4~

L’ensemble A4r soit dit le reste de A.

L’ensemble ne contenant qu’un seul élément soit dit un en-
semble élémentaire.

Théoreme 1. Toute classe des restes des ensembles
élémentaires contient un élément tel que tout autre
reste de la classe en est un sousensemble.

Démonstration:

1I résulte des axiomes IV et V que tout ensemble contient un
élément prémier.

Nous avons maintenant:

) = [Xa,), y
{(a)} étant une classe arbitraire des ensembles élémentaires.
Posons Z(a,) = N.

Soit @ le premier élément de N. 1’élément a étant contenu
dans N=3(a), il est identique & I'un des éléments a,.

On obtient & présent:
(@ = N = [2(@)] = Z(ay.
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Or, le reste (a) est un élément de la classe des restes {(a,)'}
et il est la somme des éléments de cette classe, donc le th. 1. est
démontré.

Théoréeme 2. Toute classe des restes contient un
élément tel que tous les restes de cette classe en sont
des sous-ensembles.

Démonstration:

Il résulte de 'axiome IV que la classe de tous les restes est
identique & la classe des restes des ensembles élémentaires, or le
th, 2 résulte immédiatement du th. 1.

Théoréme 3. 4 et B étant deux ensembles arbi-
traires, on a toujours: A*(Br ou Br (4~

Ce théoréme est une consequence immediate du th. 2,

Théoréme 4. A et B etant deux ensembles grbi-
traires on a toujours: (4 + B) = 4r ou (4 + By = B~

Démonstration:

Nous avons d’ aprés 'axiome 1.: (4 + B)* = A + B, En s'ap-
puyant sur cette rélation on déduit du th. 3 le th. 4.

5. Soient maintenant a et & deux éléments differents de C.

Posons a < & lorsque (b) (F (a).))

On démontre sans peine que la rélation ,<<“ ordonne bien
I'ensemble C, c’est a dire, qu’ elle vérifie les conditions suivantes:

1) elle est transitive

2) elle est asymmétrique

3) elle subsiste entre tous deux éléments de C

4) tout sous-ensemble 4 de C contient un élément a tel que
a < a;, a; étant un élément quelconque de A4, different de a.

1l correspond, par V'hypothése, & tout élément @ de C un
reste détérminé, a savoir, le reste (a)’. D'autre part, & tout reste
A~ correspond d’aprés I'ax. IV et V un élément de C, & savoir, le
premier élément de A.

Or, Yensemble C étant bien ordonné, la classe B de tous les
restes l'est également.

6. Nous pouvons maintenant démontrer par Yinduction trans-
finie le

Théoréme 5: A = Ar

Démonstration )

Soit @, le prémier élément de C.

1) M (=N désigne que l'ensemble M est un vrai sous-ensemble de N.

Nous rémarquons que la rélation a 3+ b entraine (a)r 4t (3)r (selon ’axiome V).
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On obtient @)y =C0C(Cr (ax. I1.)
et Cr(C, car tout reste est contenu
dans C.

Nous avons donc Cr = C| et (a,)" = (a,).

Done, le théoréme 5. subsiste pour I'ensemble (a,) et evidém-
ment pour tous les ensembles 4 tels que 4™ = (a,)".

Nous démontrerons maintenant. que lorsque le th. 5 subsiste
pour tous les ensembles dont I'élément premier est < a, il subsiste
aussi pour les ensembles contenants comme I'élément premier
Vélément a.

La rélation (a) ((4)* résulte de I'axiome II. Or, il suffit de
démontrer la rélation (a)yr ((a).

Supposons que (a) (3 (a)«, c’est 4 dire, qu’il existe un en-
semble N tel que;

(@)*=(ay+ N, N4 O et (a) N = O.

D’aprés cette supposition l'ensemble (@) aurait un élément
premier z différent de a.

‘

Nous aurions: (x) = (&)~
(zy = (a¥ + N,
or: (@) (# (@), dot z<a,
done: (@)= (2)*

On obtient maintenant:
@y =()y+4N
@@=y =@+ N =@y+N-+ N'=(a)y+ Nr (ax. I, II)

or: () = (a) ou (xy =N* (th. 3)
Mais nous avons par I'hypothése: (z)F = (a)" i (a),
donec: (2 = N,

11 résulte de la rélation derniére que I'elément z est le premier
élément de N, or: zelN.

Mais z est le premier élément de (a), done: z e (a).

Or, le produit (a@)* N ne peut étre vide, comme nous l'avons
supposé.

7. L’element a soit dit I'élément précedent de I'élément b
lorsque a < b.

Théoréme 6, L'ensemble AT est composé de tous
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les éléments de C non précédents I'élément pre-
mier de A4.

Démonstration:

Soit @ le prémier élément de A.

1) I’élément a est contenu dans A d’aprés I'axiome IV,

2) Les deux rélations a << b et (a)'= A entrainent: b e 4r.

En effet, nous avons par I'hypothése: (b) ( 3 (a) = 4.

Mais b ¢ (b) (ax. II), or: b e A4~

3) Les rélations b << a et (@) = Ar entrainent: & non & Ar,

Supposons: b e A*. On obtient: (b)y ( 4~

Mais la rélation M < N implique d’aprés 'axiome I:

N'=(M4- Ny =M+ N7, dou: M*(N".

1l s’en suit: (o) (A7 = AT = (a). (th, .5)

Mais la rélation ()" ({a)* ne peut subsister, parceque nous
avons supposé b < a. .

On voit maintenant que l'ensemble A* est le reste (au sens

de ]a théorie classique des ensembles bien ordonnés) correspondant
an prémier élément de I'ensemble 4.%)

1y On trouve quelques remarques.concernantes I'ensemble 4, dans le dernier
§ de la note: Miron Zaryecki: Quelques notions fondamentales de I'Analysis
Situs au point de vue de I' Algébre de la Logique, Fundamenta mathematicae,
Tome VIIL



