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Теорія зглядности.Написав
Др. Володимир Ку^ер.

5 стрп.В часі, коли наука ставляла перші кроки, механіка най­шла свій скінчений вираз в законах руху, сформулованих New- ton-ом. Згідно признано їм начальне місце посеред законів при­роди і до них остаточно бажаємо звести всі фізпко-хемічні явища. Розвій елвктромаґпетніїх теорій підважив ті, що зда­вали ся незрушимі, підвалини строгого знаня. Революційні стремлїння вдерли ся до области ще менше доступної, до области попятя часу і простору, на яких опираеть ся кіпема- ' тика, чиста наука про рух.Виразом тих стремлїнь « так звана основа зглядпо­сти; уважати єї належить за кульмінаційну точку cero без- примірного розвою понять, який доконав ся у сучасній фізиці.Електронова теорія Н. A. Lorentz-a і з нею нероздільно> звязана основа зглядпости Einstein-a повстали як вислїд дов-, гих стремлїнь, ведених до вптворепя скінченої теорії елєктро- маґпетних явищ, яка булаби позбавлена всяких суперечностий. Без сумніву світло належить до тих саме явищ. На ґрунті елєктромаґнетної теорії світла докопана ся еволюція по­нять, яка довела до основи зглядпости.Після неї, кожде фізичне явище відбуваєть ся все після однакових законів у всіх тілах, які взаїмно пересувають ся з рівномірною скоростію. В наслідок cero глядач з перебігу фі-
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2зичного явища ніколи не може виснувати, чи тіло, на якім се явище відбуваєть ся, порушаоть ся чи пї. Творець основи, зглядности A. Einstein поділив цілу еї теорію на дві части, а саме на: а) основу фізичної зглядности всіх рівномірних ру­хів, б) основу фізичної зглядности довільних нерівномірних рухів. Першу назвав Einstein „спеціялвпою основою зглядности“, другу знов, до якої належить також теорія Гравітації, назвав „загальною основою зглядности“.її сїй части розправи займемо ся лише питаием спеціяль- ної основи зглядности фізичних явищ.



І.Фізичне уоснованб теорії зглядности.
1. Електродинаміка II. Hertz-a і Н. A. Lorentz-a.Теорія Maxwell-a обпила« майже пепредвиджену скіль- 'кість електричних і оптичних яшиц. Однак можна все відгра- пичптп деякі области, які теорія. Maxwell-a поясняв лише при помочи розширених понять і нових гіпотез. Так пр. теорія Max­well-a не .виясняє в строгий спосіб електричних і оптичпих явиш тїл в руху; а чейже запримічаємо згадані явища не лише на тілах в спочинку. Заколоти електричної рівновагії, спричи­нені рухом матеріяльних тїл, вирівнують ся з найбільшою ско-ростію у вселенній т. є скоростію світла с — 3. IO10™. На слу­чай повільного руху тїл, можемо розслїджуватп електричні і оптичні явища у них в сей спосіб, немовби они в поодино­ких по собі слідуючих фазах руху спочивали. Так буває в практиці; тоді рівнапя Maxwell-a находять своє нрнміненє., Зовсім інакше представляєть ся справа, коли ’спорість тїл доходить до границі скорости світла. Електричні і оптичні явища тих тїл залежать не лише від ноложеня їх, але також від їх скорости. Відповідно до того розширив Hertz теорію Max­well-a’); при тім руководив ся він тим, щоби впроваджувати як найменше нових гіпотез. Подібно як у тїл в спочинку; стара- еть ся Hertz схарактеризувати електричний і маґнетшій стан на кождім місця простору при помочи одного зложеного вектора електричної і маї'нетної сили. Колпб се було можливе, то етер,

4) II. Hertz: Über die Grundgleich. der Elektrodyn, für bewegte Körper? (Wied Ann. 41, p. 369, 1890).



4сей провідник електромаґнетного поля, мусївбп разом з тілом порушати ся (гіпотеза співдвижимого етеру).Висновки теорії Hertz-a довели, як показало ся опісля, до поважних суперечностий з досьвідом (пр. досьвід A. Eichen- wald-a1)). Суперечності! ті дадуть ся усунути, коли приймемо стер в спочинку, то значить, що рух матеріяльппх тїл не тягне з собою етеру (гіпотеза спокійного етеру). Ся гіпотеза показала більшу стійкість; она виясняє в повиї деякі оптичні явища • як пр. аберацію світла неподвижних звізд, яких перед тим не можна було при помочи давнїйших теорій пояснити. Гіпотезу спокійного 'етеру примінив з сеї саме причини Н. A. Lorentz в розіпирепю теорії Maxwell-a*)  до електричних і оптичних явищ для тїл в руху. Гіпотеза спокійного етеру затримує рів- ' нання Maxwell-a для. етеру та зводить взаїмне дїланє матерії - і етеру до одинокого прафеномепу: явища руху електричного наряду в етері. Корпускул, осмотрений електричним нарядом, ; є одиноким лучником між етером а матерією; в наслідок пере­сунень корпускулів з їх положепя спочинку повстають діелек­тричні дїлапя ; ’ дрогаючий рух - корпускулів творить жерело світла.Теорія Lorentz-a належить до кляси молекулярних теорій; она стоїть в противепьстві до можливо чистого фепомельоґіч- ного понимапя Hertz-a; она . є тим угольпим каменем, на якім заложив Lorentz постулат основи зглядностп фізичних явищ.
2. Вплив річного руху землі’ на електричні і оптичні явища.а. Е л є кт р и ч п і я в и щ а.Для розслїдів ріжпих електродинамічних теорій для тїл в руху мусимо брати під увагу можливо найбільші скорости тїл. Скорість землі в єї обігу довкола сонця перевисшає всі ■ скорости тїл на земли, які можемо досьвідом зреалізувати (она виносить 1/10*  скорости світла). Тому саме пайчастійше стара- емо ся виказати вплив руху землі на електричні і оптичні явища. Рух землі, довкола сонця можна в приближеню уважати за прямолінійний рівномірний рух. Однак при дуже старанно’) A. Eichenwald : Die magn, Wirk, bewegter Körper im elektro- stat. Felde. (Ann. d. Phys. 11, ’n. 1, u. 421; 1903).2) II. A. .Lorentz: La théorie électromagnétique de Maxwell et son application aux corps mouvants; (Arch. Néerland. XXV; 1892). 



5переведених досвідах ne осягнемо me докладної аж до подро­биць теорії; позитивних вислїдів з тих досвідів не осягнемо навіть під заложенєм спокійного етеру. Возьмім до сего деякі ирішірії під увагу.Руховії тіла, осмотреиого електричним нарядом, відпові­дає електрична струн, яка, після теорії Maxwell-a витворює, маґнетне поле рівноважне з маґпетппм полем струї у провід­нику. Можна би отже сподїватп ся, що наряджене тїло в на­слідок руху землї буде відклопюватп маґнетпу стрілку; напрям того відклонепя мусївби бути іншим при сході сонця, а іншим при заході. Сего однак не було можна викрити досвідом. Аж II. A. Lorentz1 2) виказав, що при тих розважанях помішено найважпїйпіу обставину, а саме: Рух землї витворює на маґ- нетпій стрілці компензацпйппй наряд, який зносить сподіване відклопепе.

0 II. A. Lorentz: Versuch einer Theorie elektr. u. optisch. Er­schein. in bewegten Körpern.2) Des Coudres; Wied. Ann. 38. p. 7.1, 1889.3) H. A. Lorentz: 1. c.

: Представмо собі тепер три ііідукцпйпі цівки, уложені спів- осево в сей спосіб, щоби напрям руху землї був згідний зі спільною оспю цівок. Можна сподїватп ся, що в наслідок пе- рерпвапя струї в першій і третій цївцї повстане в середній цївцї сильне індукцпйпе дїлане, але о ріжпій патузї ; бо іпдук- цпйне дїлане третої цівки при спокійнім етері з огляду на рух землі відбуває довшу дорогу до ссредної цівки від дійсної дороги; індукцпйпе дїлане знов першої цівки дістаеть ся до середньої коротшою дорогою як в дійсності!. Пустім через першу і трету цівку ту саму електричну струю і оберім відступ цівок і напрям струї обох цівок так, щоби при перерпваню струї не повставало ніяке індукцпйпе дїлане в середній цївцї; Однак дїлане індукцпйпе мусить виступити у середній цївцї по оберпепю цілого апарату о 180° около спільної оси. Сей досьвід. виконаний Des Coudrcs-ом3) видав зовсім иеі'ативний вислїд.Відємний вислїд сего і всіх подібних досьвідів промавляе здавало би ся против гіпотези спокійного етеру. Однак Н. А. Lorentz3) показав, що такий висновок справи не пересуджує. .Оі’о докладно переведена теорія видала вислїд, що рух землї довкола сонця не може мати такого виливу па явища, який ми що йно бачили, де знак явищ зміпяеть ся відповідно до па- 



(5 •пряму руху землі. Величина впливу руху землі в обох наведе­них случаях в пропорціопальна після Lorentz-a до відноіпепя скорости землі до скорости сьвітла. Lorentz називає се впли­вом або ефектом першого ряду. Па основі своєї теорії доказав він. що можливий вплив рухуземлі па явища у тіл, які разом з землею порушають ся, ніколи не є більший як другого ряду, то значить, що пайвисшс ще квадрат відношена скорости землі до скорости світла належить брати під увагу. Най скорість
Vземлі о v, а скорість світла с, то - — 10 Ефект першого ряду даєть ся ще зовсім добре обсервувати; але ефект другого 2ряду -- 10-« лежить вже поза-границями можливої обсерва- ції. Мало знаємо случаїв з тої области електричних явищ, в яких можпаби заобсервувати ефект другого ряду.Подамо ту ще примір більш п ріпці віяльної натури, який для'дальшого розвою поглядів став ся надзвичайно важним.— Восьмім під увагу електрично наряджену кулю, яка зі знач­ною скоростію порушаєть ся в спокійнім етері. Можпаби за­примітити, що лінії сил, які з боків кулї виходять, не будуть вже прямими лініями, але закривленими дещо в зад. В наслі­док сего електричне поле булоби ослаблене перед кулею, а зміц- . непе за нею. Старі розсліді! сего проблему англійським фізи­ком Ilcavisidc-OM1) видали зовсім інший впслїд. Най куля по- . рушаєть ся в етері у віднесешо до постійного укладу сорядппх зі скоростію v. Завважмо дальше другий співдвпжимий з ку­лею уклад сорядппх, який точка за точкою відповідає постій­ному укладові! крім величин в напрямі руху; послїдні побіль­шають ся і то в сей спосіб, що всі довжини того напряму, які у постійнім укладі виносять 1, в движпмім укладі зростають

і) Heaviside : On' the’ electromagnet, effects due to the motion of ' electrification through a dielectric. (Phil. Mag. 27, p. 324. 1889). >

1 . . ..у відношешо —.---j-x-’r.--, де v означає скорість кулі, а с скорість
сьвітла. Куля постійного укладу, перейшла в движпмім укладі-' па еліпсоїд. Електричний наряд розділить ся тепер на еліпсо­їді після законів електростатики. У значнім віддалешо елек­тричне поле, витворене еліпсоїдом, не много ріжпить ся від поля, витвореного кулею. Електростатичне поле кулї відпові- ’ . * . . ’ і)



7;дає після вислїдів lleaviside-a зовсім полю еліпсоїда у движи­мом укладї. А іцо постійний уклад повстає з движимого укладу через стиснене вимірів в напрямі руху, тому легко мо­жна зобразити собі образ електричного поля кулї в руху. Лінії сил остають прямими лініями, але згущають ся в площі, ви­ставленій прямово до напряму руху через осередок кулї; ціле поле ліній сил е симетричне до тої площі- В случаю, коли куля осягиулаби скорість сьвітла, ціле електростатичне поле збереть ся у тій саме площі. Ефект сей визначує квадрат відношена:; тому він не зміняєть ся ніяк при зміні напряму руху, то значить, коли v заступимо через — ?>. Се правило розширив Н. A. Lorentz1) для всіх електростатичних систем.

1) II. А. Lorentz: Versuch einer Theorie etc.

Тіло отже, яке у співдвпжпмім укладї відповідає кулі, Є В ДІЙСНОСТІ! в постійнім укладї стиснений в напрямі руху еліп­соїд (еліпсоїд Heaviside-a). Співдвижимнй уклад і вигляд тіла у тім укладї мають ту лише значіне математичної помічної конструкції. б. Оптичні явища.Се, що впеше сказали ми о електричних явищах, відно­сить ся в подібний спосіб також до оптичних явищ. Предме­том досьвідів в тій области є викрите впливу на хід світляних лучів при відбпваню, переломаню і деяких інтерференційних явищах. Lorentz доказав також і тут, що у тих явищах висту­пають лише ефекти другого ряду. При тім послугував ся він дивним, але у наслідках дуже важним методом.Приймім, що напрям дороги землї впадає у вісь х укладу сорядних, до якого відносимо всі світляні явища на землї. Сей уклад повинен або порушати ся з тою самою скоростію v, що земля (з огляду па землю спочивати; „співдвпжимий“ уклад сорядних) або спочивати супротив 'обраної постійної звізди („постійний“ уклад сорядних). Наші спостереженя на земських тілах, на кулї землї відносимо все до „движимого“ укладу со- рядних. Електродинамічні рівнашія визначають залежність' електричних і оптичних явищ від сорядних простору (положене в просторі) і від часу. їх належить віднести, подібно як рів- наня механіки, до якогось постійного укладу сорядних. Через відповідну трансформацію сорядних переходимо до нового, 



8з рухом землі співдвияшмого укладу сорядпих. В тім укладі електродинамічні рівнанпя отримують наслідком трансформації дещо відмінний вигляд від первісного. Здавалоби ся, тцо явища у двпжимім укладі інакше відбувають ся як в постійнім укладі. В дійсності! справа так не представляєть ся. Lorentz вияснив се в сей спосіб. Він упростив рівнанпя тим, що абстрагував зовсім від дїлапь другого ряду через опущене таких членів, які тим дїланям відповідали. Опісля впровадив він для спів- двпяіимого укладу нову рахубу часу,. а саме час і заступив величиною Г, яку він назвав „місцевим“ часом. Місцевий час е звязаїшй з сорядною І таким рівнаннем:
с2 ■ .В такім разі показуеть ся, що рівнанпя для електромаґпет- пих дрогань визискують , свій вигляд. З сего можемо заклю- читп, що ефект впливу руху землі на світляні явища, які за­ходять па земських тілах, зникає дійсно у першім ряді. Електричні і оптичні явища па тілах в руху на землі о ефек­тах першого ряду відбувають ся так, якби земля була в сумо­чнику.Ходить тепер о фізичне зпачіпе пововпроваджепого по- нятя місцевого часу. Від часу t ріжнить ся місцевий час t' ве­

на? . .личиною: -у, залежною від положена в просторі. Ріжниця міс- цевого часу від загального часу є пропорціопальна до відда­лена х від початку укладу сорядпих в напрямі дороги землі.Приймім дальше дорогу землі як прямолінійну і пред­ставмо собі, що в означеній хвилі з початку ухладу сорядпих 
х — о виходить світляний луч і по якімсь часі доходить до місця о сорядній х. Питаємо ся, якого часу потребував луч, щоби перебути сю дорогу? Коли явище відбуваєть ся па землі, то глядач постійно уміщений па дорозі землі рахувавби в сей спосіб: Світло зробило дорогу х на землі, алев тім часі також земля посунула ся на своїй дорозі о якусь дорогу d; то щоби зробити цілу дорогу, потребує луч світла часу:

с сде в означає спорість світла. -— Глядачеві! знов на земли ви­дасть ся, що світло зробило лише дорогу'ж. Коли він не звер-



a тав би дальше увагу па рух землї та принимав с як скоріств світла, то висше обчислений інтервал часу для него вино­сив би: с
. - - . d , -він бувби о вартість — коротшим, як се обчислив глядач з оола-

Vсти поза землею, d є короткою дорогою, яку робить земля,, в часі якої світло перебігає від х = о до х — х; отже:
7 її Xd — i .v — —. v, втак, що ріжнпця інтервалів обох часів виносить:

, ,,  d.  х. v
о с2 ’Ми приняли тут мовчки, що час в хвилі впсилапя світла в місця х — о і часи обох глядачів зовсім годили ся. А іцо оба глядачі для того самого інтервалу часу найшли ріжні вар­тості!, то з того показуєте, ся, що они оба міряли час після ріжнпх мірил; та ріжниця мірил є така сама як ріжниця між загальним а місцевим часом. Величина сеї ріжпицї о така мала, що не дасть ся у звичайних обсерваціях викрити. ,Глядач па земли порівнує часи при помочи оптичних, обсервацій і при тім прішимаб скорість світла як постійну, тоді покорпстуєть' ся він (строго виражуючи ся) місцевим ча­сом, коли скорість світла па земли ставляє на рівні зі скоро- стію світла у вселеппім просторі.З тих тут иачеркпепих уваг слідує, що -кождпй час,. ' який ми подаємо при помочи оптичних середників, є місце­вим часом. Зрозумінєм попятя місцевого часу входимо вже в нову область фізичних проблємів, якими займемо ся в даль­ших.. частях розправи. II. A. Lorentz впровадив місцевий час як математичний помічний середник,' щоби показати, що ефекти першого ряду в наслідок руху землї не мають місця, а висту­пають тут ефекти другого ряду.

Таким саме явищем, що єго ефект є пропорціопальний до ) , є інтерферепцийпий досьвід Michelson-a—Могіеу-а. Єго-



ioідея походить ще від Maxwell-a, a Michelson1) виконав ого по <раз перший 1881 року.' В шість літ опісля повторив ero ще раз Michelson у спілці з Morley-ом2).З жерела сьвітла L (фіґ. ІЛ) падає луп на скляну, дещо посріблену плитку Р уложепу під кутом 45° до позему. Одна

часть світла відбиваеть ся від неї, іде до зеркала %, від якого відбиваеть ся, переходить через плитку. Р і дістаеть ся до лю­нети обсерватора О. Друга часть луча, який виходить з />, пе­реходить через плитку Р, іде до зеркала 72; ту відбиваеть ся, вертає до Р, де по відбитю впадає такой; до люнети О. В О слідує інтерференція обох лучів. Представмо собі дальше, що апарат є так уставлений, що напрям луча до зеркала 7У впадає в напрям руху землі’. — Приймім, що віддалене 
Р7У —= Р72 — І, то час, якого потребує світло, .щоби зробити цілу описану дорогу виносить:

21 
с ’ (1)з застереженєм, що апарат є в супочинку. Коли цілий систем порушаєть ся враз зі землею рівномірно-поступним рухом зі скоростію п в напрямі тоді час, якого потребує перший луч, щоби вернути до Р, є:

І 4- 1 2 = — / 1 -4- -S 4- 'С + V С — V С2 — Vі' СІ с2 ’ ’ ’ / (2)
*) Michelson: Amer. Journ. of Science (3) 22, p. 1:0; 1881.a) Michelson—Morley: Amer. Jourl. of Science (3), 34, p. 333; 1887. '



иВ наслідок згаданої рівномірної трансляції другий луч від 
Р падати ме на зеркало 7^ не прямово, але скісно і так само відібєть ся, як бачимо з фіґ. 1 Дорога сего луча виносить 

"2 8, яку він робить в часі:
З рисунку читаємо, що :

.42^/2 + і,АА що : а, тому :

Рівномірно-поступний рух апарату в напрямі спричи­нив часову ріжпіщю в ході обох лучів: (5)
с с2Коли обернемо цілий апарат о 90”, то лучі Р7Ч і Р7г по­міняють свої ролі, а як ріікшщю часів перебігу дістанемо:

Дорога луча P7X Р в нерухомім crcpi станеть ся довша, а до­рога луча Р7г Р коротша; в' наслідок cero мусить слідувати пересунене іптерференціїйних пасків о :
де 2-е 7'. — Однак при найбільшій старанності! у впкопашо досьвіду не удало ся запримітити ніякої зміни в положепю іп- терферепцпйних пасків. — Отя:е досвідом Місіїеїзоп-а і Могіеу-а не можна виказати впливу руху землі на земські оптичні явища.

а дальше:
Отже:

(0)



12Те саме відносить ся такой: до інших досвідів, в яких вплив, руху землі мусить виступати як ефект другого ряду; пр. до- сьвід Trouton-a і Noble-a1) над відклонєм. свобідно завішеного, плоского кондензатора при ого парядженю і розряджешо, іт. п. Всі однак того рода досьвіди дали неґативіпііі вислїд.
3. Гіпотеза Lorentz-a і Fitzgerald-a.Висліди висше наведених досьвідів промавляють на пер­ший погляд против теорії супокійного етеру. Але кожда інша теорія иатрафляє па трудности при вияснешо аберації постій­них звізд, тому II. A. Lorentz, а независимо від него Fitzgeraldг постановив пояснити досвід Michelson-а при помочи нової' по­мічної гіпотези.Ми бачили, що па основі гіпотези супокійного, етеру час,, потрібний лучеви сьвітла для зробленя дороги І там і з пово­ротом на земли, (яка порушаоть ся зі скоростію v), е більший, коли напрям дороги І покриваеть ся з напрямом дороги землї, як коли І стоїть прямово до дороги землі; та ріжииця після.

І ?’2(5) виносить; —у-. Досвід Michelson-a показує, що в дїй- сности такої ріжиицї нема. Для вияснена неґативного впслїду досвіду Michelson-a приймають Lorentz і Fitzgerald, що ко ж де- тїло на земли в наслідок руху землї дізнає. не­значної контракції і то в сей спосіб; Для глядача, поза землею в спочинку видають ся всі тіла на землї скорчені в напрямі руху землї. 6 се т. зв. гіпо­теза контракції. Про величину сеї контракції можна вносити вже з того, що світло робить там і з поворотом дорогу в на­прямі руху землї і прямову до пего в рівних часах. Величина поменшена виміру рівпаєть ся половині поданої ріжиицї часів, помноженій скоростію світла (з опущепєм величин висілого
І Vіряду як другий), отже ВИНОСИТЬ—¿-у. Коли оберпемо міру довжини І, яка з початку стояла прямово до напряму дороги землї, рівнобіжно до напряму руху землї, то єї довжина змі-

/ Vі \пить ся на; Ці — * )• - 
х) Enzyklopüdie (1er math. Wisscnsch. V. 14, Nr. 56.



13Хоть по думці сеї гіпотези поменшене довжини у напрямі руху е мале (пр. 1 т скоротить ся лише 0 260ЇЇ60 тт), то гі­потеза контракції звучить дещо фантастично і видасть ся до- . ■сить довільна. Н. Poincare, по єї оголошепю, узнав єї як гіпо­тезу ad hoc утворену. Однак по більшім застановлешо над гі­потезою контракції позбув ся він сего вражіпя. — Висіле на­вели ми математичне правило, яке зводить питане електричного поля нарядженого тіла в рівномірнім руху до звичайного . ■електростатичного проблему. З електростатики знаємо елек­тричне поле нарядженої кулі. З’образїм собі се ціле поле разом з кулею стиснене в означенім напрямі, і то у відношенні 1: І/ 1 — то з кулї отримаємо оборотовий еліпсоїд, а з поля с неподвижної кулї — поле еліпсоїда, який порушаєть ся зі ско- ростію v в напрямі компресії. Коли порівняємо сю в думці пе­реведену контракцію з контракцією, якої уживаємо до вияснена неґативпого вислїду іптерференцийпого досвіду Michelson-a, то бачимо, що опи обі зовсім годять ся, бо після двочлену Newton-a: і
Тепер можемо висказати гіпотезу контракції в слідуючий спосіб: Всї предмети па землі дізпають в наслідок руху землі довкола сонця контракції в напрямі руху землі; она що до величини відповідає до­кладно контракції, яка трансформує кулю у обо­роте в и іі еліпсоїд Heaviside- а. ’Маємо тут інтересну звязь між оптичними і електричними явищами: Коли приймемо певну контракцію в напрямі руху землі, то глядач па земля не спостерігаєть ніякого впливу руху землі на оптично-кінематичні явища; в наслідок сеї саме кон­тракції було би неможливе зі землі скопстатуватіі зміну поля електричних піль. Ся звязь не є зовсім случайпа, як ’ низше покажеть ся.Заходить тепер питане, чи є можливе в якийсь спосіб при помочи обсервації виказати сю контракцію? Мірою, довжини в механічний спосіб сего не можна зробити; бо міра дізнає •в напрямі руху землі також тої самої контракції. Порівпанє знов двох прямових мір з собою є також неможливе, бо се 



14можна зробити-хиба оптичним іптерферепцпйнпм методом; по- слїдшій веде знов до досвіду Michelson-а, якого пеґативпий ви­слїд поясняємо якраз при помочи гіпотези контракції. Але не­прямими методами можна еї визначити. — При стискашо про­зрачного тіла стаєть ся оно подвійно ломляче. Після гіпотези контракції молена сподїватп ся подвійного переломаня світла в наслідок руху землі. Однак вислїд досвідів1) у тім напрямі був таком: неі'атпвппй. Те саме відносить ся до іншої проби, а саме зміни опору електричного проводженя. Електричний опір провідника, витягненого примово до напряму руху землі, мусів би меншати, .колиб ми его уложили згідно з напрямом дороги землі; бо в наслідок контракції стаєть ся він коротшим, і грубішім2).

*) Rayleigh: Does motion through the aether cause double re­fraction? (Phil. Hag. (6), 4, p. 678; 1902).Brace: Phil. Mag. (6), 7, j>. 317 ; 1904.2) Trouton and Rankine: Lond. Rov. Soc. Proc. A. 80, p. 420; 1908. ■

Неі'атпвнпй вислїд можна добре вияснити при помочи мо­лекулярних явищ, які у тім цитато відкрають ролю. Контрак­цію; яку приписуємо тілам в цїли впясненя неі'атпвшіх вислї- дів оптичних явищ на землі, мусимо також принятп для молє- ,кулів і електронів. Контракції не може запримітити глядач, що бере участь в руху систему; але спокійний глядач поза сис­темой може єї запримітити при відповідних обставинах. Ви­сліди отже з гіпотези контракції можна в основі провірити у досвідах над катодовими лучаміИ лучами /3.З тих виспіє наведених уваг о" електрично-оптичних яви­щах слідує, що они є незалежні від стану руху тіл, на яких они відбувають . ся. У математичній формі звучить се : коли, електродинамічні рівнапя перетраисформуємо до укладу вїдне- сеня, який порушаєть ся прямолінійно і рівномірно, то вигляд їх зовсім ¿стає позмінений.Се було якраз вислїдом праць И. A. Lorentz-a. Однак Kin- stein пішов за думкою Lorentz-a ще дальше; він розши­рив сю незалежність електродинамічних рівнапь також і па рів- наня механіки та взагалі цілої фізики. Після гіпотези Kinstein-a кожде фізичне явище відбуваєть ся після однако­вих законів на всіх тілах, які' пересувають ся вза­ємно з рівномірною скоростію. В наслідок сего глядач 



15з перебігу фізичного явища пе може ніколи виснувати, чи тіло,, на якім явище відбуваєть ся, порушаєть ся або ні. Ся думка стала ся вихідною точкою теорії зглядиости фізичних явищ, яка викликала ревізію понять часу і простору.
4. Постуляти теорії зглядиости,Після Еіпвіеін-а основа зглядиости опираете ся па двох иостулятах. Перший з них звучить: Нема ніякого способу до впкритя безглядного руху. Поиятб безглядного руху є в своїй сути спірне, бо. лучить ся оно з понятен порожного простору. В фізичнім значіпю однак рух в етсрі можемо ува­жати за рух безглядппй, бо стер, як виспіє ми припили, нахо­дить ся в супочипку зглядом тіл, які в нїм поруиіають ся. Але і в тім значіпю істновання безглядного руху не мож доказати,, бо у фізичних явищах розріжняемо все лише рухи одних ма­теріальних укладів зглядом других. Коли два уклади поруша- ють ся зглядом себе рівномірним рухом по прямій лінії, то мо­жемо все Припяти, що оден або другий уклад находить ся в су­почипку.. Загальпїйше можна сформулувати перший постулят ось так: Явища природи відбувають ся після- зовсім тотожних законів в двох укладах, які відбувають зглядом себе рівномірний рух по прямій лїпїї. Се однак не вистарчає, бо сему постулятовп перечить якраз на­ложене теорії ЬогепІ7.-а о неподвижности етеру; луч світла роз­ходить ся з постійною скоростію в нерухомім етері: є се отже- безглядппй рух.Перший постулят мусить бути доповнений другим, який можна виповісти в сей спосіб: Фізичний час минав так, що скорість світла є все однакова для всіх обсерваторів, які зглядом себе або зглядом жерел світла відбувають рух прямолінійний і рівномір­ний. Після сего постулату неможливо ствердити ріжниць руху зглядом луча світла, отже є він в згоді з досьвідом Місіїеі- воп-а —Могіеу-а.Важний є спосіб, що при помочи его докопуєть ся помір скорости світла. — Представмо собі, що маємо два годинники, уставлені в точках Р, і І\ (фіґ. 2) на дорозі світляного луча.



------------- уФІГ. 2.Означім через і 1„ часи появи світла в тих точках, а через 
з віддалено між ними. Годинники вказують фізичний час пра­вильний, коли вартість квота ——-т- буде величиною^ постійною, . • г2 '1 яку означимо як виспіє через с.



п.Спеціальна теорія зглядности.
1. Рівпання руху клясичної механіки.Вже в клясичній механіці стрічаємо ся з основою згляд- ностп. Рівнання руху иютонівської механіки відносять ся до безглядно недвижимого простору, а також Lagrange говорить про постійний уклад сорядних в просторі. Коли матеріяльна точка о масі in иорушаєть ся в просторі під дїланем сили g, прискорепєм а, то звязь між тими величинами є подана рівнанєм: ,

та = (7)Рівнанне се задержує свій вигляд без огляду на се, чи ми від­носимо ого до постійного укладу сорядних, чи до укладу, що порушабть ся 'рівномірним рухом. Най (х у z) представляє постій­ний прямокутний уклад осий сорядних (фіґ. 3); зглядом него по- рушаєть ся рівномірно уклад (ж’ ?/’ г’) рівнобіжно до оси х зі скоро;стію V так, що час /' подвижного укладу годить ся з. ча­сом І постійного укладу; тоді:

ЗВІРНИК МАТ.-ПРИР.-ЛЇК. СЕКЦІЇ Т. XXI.



18 4- vt 
?/ = У', (8)

tv‘:

(9a)

і = /’.Повивші рівнання творять трапсформацийшгїі систем Галїлвя. Складові скорости матеріальної точки в повім укладі’ дістанемо через упохіднепе сорядпих зі згляду на час £’, отже: 
сіх' сіх .

: сІГ ОС ~ ~ ~

, , сіу' сіу
■ ™у'~сіе~аі~п>’ ' .гіг’ сіг

т‘=<и~ш=т‘-.Сей систем можемо звести до одного векторового рівнання:Ні’ — IV — V, (У)яке містить вже в собі теореми додавапя скоростий, Коли дальше зріжпичкуємо рівнання (У) з огляду па Г, дістанемо трансформацийне рівпаннв прискорена:•, </П)’
те — і,,■- — -— — •т.■ ■ , аі аіНапишім рівнаннє (7) для поодиноких сорядпих:

СІЧ ~ 
. т<и*  ~6х’

■ (1-у

сІЧ ~

то бачимо, що з огляду па (9а) лїва сторона тих рівнань оста® ' незмінепа навіть по викопашо па них трансформації (8). Із сего- слідує, що:

(10)

= & (10a)де 5 означав силу подвижного згл. постійного укладу.Рівнання (10) і (10а) через трансформацію (8) „переходять, самі в себе“ або они є незмінні з огляду па трансформацію (8). Сіо незмінність виразимо в сей спосіб: Коли основні рів-



19нання мех.анїки ,в важні -в однім обранім укладі сорядних, то задержують .они свою важність також в іншім укладі, до якого можна перейти з першогр укладу, через ґалїлєївську трансформацію. 6. се основа зглядности клясячної механіки.
2. Кулисті филї.Точка (:с0 у0 г0) якогось однородного і ізотропного осередка є жерелом певного дрогаючого руху, який розходить ся в ку­лястих филях в просторі. Здовж луча г поступають па пере­міну кулясті згущеня І розріджена, ЯКИХ осередком Є (.то У/о -р)- Теорія описує такий рух при помочи системи частинних рів- нань ріжнпчкових другого ряду для ріжниць сорядних; до­слідні відповідають віддаленим дрогаючих частинок від їх ію- ложеня рівноваги.Досвід учить, ідо мимо рівномірного, прямолінійного. руху зі скоростію г згаданого осередка дрогаючий рух буде розхо­дити ся все у кулястих филях. Явище се виразимо математично в сей спосіб: Рівнанпє кулі з. осередком (ж0, у0, г0) о лучи г у віднесеню до постійного укладу сорядних в просторі (х, у,г) звучить: (я - я0)2 + (¿/— У,)! + (г-г,)’ = »’’. •Приймім, що куляста филя розходить ся зі скоростію и, тоді: г = «'(#- /„). . ....В наслідок сего попереднє рівнаннє кулі отримає вигляд: • ..(3;-хо)2 + (?/-?/о)2+(г-го)2 = -и2(/-/„)2. ■ (11)Коли прпмшемо трансформацію (8):

х = ж’ + г>1, у —у', г — г', 1^=Г, • .і завважимо, що осередок дрогаючого руху (х0, у0, ,г0) бере та­кож участь у рівномірній трансляції, то рівнанпє (11) кулястої филї переходить само в себе,-бо маємо:
(х - Хі)у + (?/ - ?/0)2 + (г - .'о)2 - «8 (/'- 4)*  зе^(ж’_3;;)2 + (?/'_?/о)3 + (г’_г’о)=_п2(/’_/’о)г. (12)■Отже рівпання (11) кулястої филї є незмінними з огляду,на трансформацію Ґалїлєя, коли она'зміняє соря дні точок, серед­ника як також сорядні осередка дрогаючого руху.1 Але в слу- 



20чаю, коли осередок филї не має тої самої трансляційної скоро­сти, що середник, тодї рівнапє (12) не буде важне, отже не­змінність па трансформацію (8) перестає істнувати. Слідувати * се може пр. коли зі спокійного воздуха виходять звукові филї j в сей спосіб, що жерело їх порушаєть ся, або противно.
3. Кінематика.а. Трансформація Lorentz-a. •?Електродинаміка тїл в руху і оптичні явища, як неґатив- нпй вислїд досьвіду Michelson-a і Могіеу-а, аберація постійних ' звізд, досьвід Trouton—Noble-a і т. п. вказують, що основ згляд- ности. клясичпої механіки до них примінііти не можна; рів­няння електродинаміки і оптики не є незмінні з огляду ria трансформацію (8). .Тут мусимо оглянути ся. за іншим систе- •' мом трансформацийнпх взорів, які визначувалиб рівномірну трансляцію одного' електродинамічного укладу оглядом другого, а дальше трансформували величину(а - ж0)2 4-0/ - ;Уо)" + - -о)2 - с2(/ - U2Саму в себе в сей сдосіб, щоби жерело світла (ж0, -?/0, г-0, /0) не ; брало участи в трансформації. .Другий постулят буде сповнений тим, що приймаємо І ж0 == ?/0 == = 0 і х'о — 0, y\—zo—O. Коли дальше залежимо, j що жерело світла находить ся у спільнім початку обох укла- ; дів, недвижимого S (ж, у, z, t) і движимого S’ (ж’, ?/’, І"), f тодї /0 —f0—0. .Перший постулят, щоби трансформація, в наслідок якої : ]

хг + у2 + £2 — с2/2й=ж’24-?/’2 + г:’2 — М», ... -(13) |визначувала рівномірний поступний- рух зі скоростію v укладу : ..S’ зглядом S, буде .сповнений,, коли еррядпі движимого укладу, J або загальнїйше, їх лїпїйгіі функції, будуть ріжнити ся від ср- І рядних недвижимого укладу о певні величини, пропорціопальпі > до часу В случаю / — t' отрималиб ми знов трансформацію (8). Сей случай не доведе в тих розважанях до пїяких впслїдів •.•*  у стремлїнях до нових трансформацийнпх взорів. Для ви- Ì иначе пя з вяз п між часами t і V укладів <8 і S’, треба ; •Припяти їх як четверті сорядні укладів та подати і спосіб їх трапсформованя. Рівпаппя пової трансформа- ri ■ції мусять відзначати ся вкінци тим, що кождому скінченому ■ 



21системови вартостей ж, у, z, t, мусить відповідати однозначно скінчений систем вартостей ж’, ?/’, z, t' і наВідворот. З того слідуєте, що рівнання мусять бути лінійні такого вигляду:
х = «ц ж’4- а12 у’+ al3 z '4- «1( Г, •
у — а2ї ж’+ аі2у’+ а23 г’4- a2l і', •

t = ailx,-]-aiiy,+де сочіїнникп «їй (і, к — 1, 2, 3, 4) залежать лише від вели­чини і напряму v і то в ceil спосіб, щоби рівпаннє (13) було тотожно сповнене. Систем взорів (14) називаєте ся транс- і формацією Н. A. Lorentz-а. Рівнання ті задержують свою важність для сорядних часу і' простору, тобто для „світа“ як виражаєте ся Г. Мінковскі1). На тім якраз постулятї опираєте ся основа згляди ости; а сей поступят називає Мінковскі „постулатом світа“.По вставленю вартостей (14) у ліву сторону рівнання (13) і по порівнаню сочипнпків при степенях і добутках ж’, у’, z’, і’ дістанемо слідуючих 6 •+• 4 А= 10 реляцій:
’ І • 1 ■ ■ • •• .Я“н 4~ 4*  — С" <z2ii = 1, де: і == 1; 2, 'З,

*) Н. Minkowski: Raum und Zeit, 1909.

Ц2н 4- ¿/Al 4- — с2 а2 и — — с2, (15)«1І «1к + «Зі «2к 4- «Зі «Зк — С2 Clf, — О,коли: і к, і, к—1, 2, 3, 4. ’Послїдні реляції (15) є доповненим лінійних рівнапь (14); разом творять они найзагальнїйшу ґрупу субституцій, яка при- мінепа до квадратної форми ж2 4- У2 4- х2 — с2 і2 переводить єі саму в себе. Детермінантом сеї ґруїпі є | «ік | — ± 1; задер­жуємо однак горіпший знак. По зріжничкованю рівнань (14) і узгляднещо взорів (15) дістанемо таку звязь: .
Ух‘2 + Уу2 + сіх2—с2 с1(2 = сіх2 4- сІ>Г- 4- — с2 сії'2. (16)Приймім, що розважаємо світляне явище в укладі 6м, який порушаєть ся рівномірно зі скоростію V в сей спосіб, що напрям руху слідує в напрямі оси х, отже рівнобіжно до оси 

х уісладу^. Тоді у = у’ і — х, а тотожність (13) зведете ся до:ж2 — с2і2 ==ж’2 - с2 Є2. (17)



22А ся звязь наступить, коли у ліву сторону (17) поставимо:
х — «„ х' 4- «їх і’, (Па)t ■— х + а4і і.З порівнаия сочищшків при степенях х’ і Г в рівнаншо (17) по підставлепю вартостий (17а) дістанемо три реляції:«su — с3 а\г — 1, «2н — с8 а2и = — с2, «11 «14 — С2«41 «44 ==<>•З тих реляцій слідує:с‘ «2и «241 = (а2и - 1) («314 4- с8) == а»п «2М. (18)Положім дальше:«11 — «14 “то з огляду па (18) дістанемо;. .о2 (с2 - І’2) с8отже: __ _1 _

Тепер легко визначимо «41 і (і4і, а саме:
, OV

аи —«44—«• tzЗ огляду на. се рівпапня (17а) приймуть вигляд:

Розбір фізичного змісту взорів (19) полишаємо на разї на . пізнїйше. На перший погляд запримічаємо,- що взори зглядпо-



-сти клясичної механіки (8) є спеціальним случаєм взорів (19), ■а саме: коли скорісгь світла с-приймемо як нескінчено велику 
с—ос, тоді. взори (19) переходять па:

х — ж’4- vt\ t — t'. ■■ ■'Введім дальше для часів /, Г в обох укладах іншу оди­ницю як секунда; а саме приймім: (•ї місто сі і f місто cf; (20)місто секунди припинаємо одиницю с разів меншу, в якій луч світла перебігав одиницю довжини (1 em, коли, с -- 3.10і0 cm sec'1}. Величина V як скорість є того самого виміру, що с, тож для одноцїльности напишемо дальше:
V місто —- \ (20а)сЗ огляду на (20 і 20а) переходить а на:1а — —---------- •|/1 — Vs \■а місто рівнання (17) дістанемо:

. z2 — t2 = z’2 — t’2, (21)а взори (19; певейдуті, па взори:
x'+vi .“уі—* v2'

у = у\ z=r-z', (21а)
t — -х. ]/1 — Vі' ■3. огляду на рівновартісність обох спстемів S і *8 ” можна ■зі сорядних укладу- 6’ дістати сорядні укладу S', лише знак при ?? мусимо змінити на противний, бо уклад має зглядом .укладу *S"  скорість —v рівнобіжно до оси х\ Отримаємо отже:
, х — vfyi — V2 - ■

у'=у, (216)
■ ~~ ?’ж ]/1 — V20 Ar Brill: Mechanik raum erfüllender Massen, 1909. Art. 53 ff.



24 Зі взорів (21а) і (216) читаемо; що може висказати глядач недвижимого укладу S (х, t), о відноіпепю своїх • даних про­стору і час}7 до анальоґічних величин движимого укладу; нав­паки поучають они глядача движимого укладу S' (ж’, /’) о від- попіепю его даних х’, V до анальоґічних величин недвижимого укладу.' . ; • JКоли зріжничкуємо величини (21а) і узгляднимо послїдне вираження для а, дістанемо: ' .
dx’g - (II'2 = (IXі - df.2', (22)■ з сего скористаемо пізнїйше.Додаймо тепер до (216) рівнозначну звязь між х', і’ а х”, Г,, а v заступім через v', яке подібно як v є < 1. Тодї по елімі­нації х\ і' дістанемо;

Х" = OQ 1(1 4- vv’) Z— (v-f-v’)il, *Z” = оо’ 1(1 4- vv')t — (v + v') ж|. 'jУ тих взорах приходить: J
г . v -4- V' • .на місце v — [г>] = +"~у> ' • ;

„ „а — . [а] = оо’ (1 4- vv’),де [г] < 1, а (Ор(1-[«р) = 1.Передовсім маємо для v = — v’: х" — х, і” — і, що відповідав переходовії знов до сорядних (х, і). З того слідує, то зложені дві трансформації Loren tz-a дають знов анальоґічну нову транс­формацію. ,6. Виміри довжин і часу в теорії зглядности..Розважмо тепер фізичне значіннє математичних взорів по- їіередного уступа. Представмо собі отже ще раз уклади соряд-Д них $ (х, у, z, І) і S’ (х’, у’, z', і’), які зглядом себе' поруша- ■ ЮТЬ СЯ рівномірним прямолінійним рухом ЗІ скоростію V. В часі’ ; 
t,~f — () оба, початки укладів 6’ і S’ спадають на себе, бо та- ! кой: х’ — х — 0. По часі f початок движимого укладу О’ ? (фіґ. 3) віддалив ся від О о дбвжину, яку дістанемо з (216), > колії положимо ж’ = 0. Тоді маємо:

■ x = vt, . .. .. : 



25'з чого слідує, що О’ порушаєть ся від О рівномірно, зі ско- ростію V здобні оси іг, в додатну сторону. — Навпаки початок, укладу 8— О віддаляєть ся від О’ у відємнім напрямі, бо з (21а) для ж —0 слідує:
х’ — — нГ.В тім случаю модерна теорія зглядности годить ся з давній-, тою кляспчної механіки. Ріжниця заходить однак у відношенні обох укладів 8 і 8’ до себе в сучасній теорії зглядности, а саме в сїй обставині, що при переході з движимого укладу до не­движимого і на відворот всї виміри довжин як таком: часу зміняють ся, а величина сеї змівііости залежить від їх зглядпої скорости V.В'самій річп: Глядач, який находить ся в початку ж—о постійного укладу 8, приписує заприміченому ним явищу дви­жимого укладу 8’ час : > 

що слідуєте зі взору ,(216) для ж = о. А що 1/1 — < !> томувидаєте ся єму,- що годинник, який порушаєть ся зіскор ОСТ ІЮ V, в п о р і в п а н н ю п ї якого руху, чатку' движимогонедвижимого укладу *9  час:
опізпяєть ся у відношенні |/1 _з годинником, який не відбуваєть 1 противно: з (21а) слідує, що глядач в по- укладу сорядппх ж’ = О оцінює для явищ.

то значить, що годинник недвижимого у кладу спізня- еть ся також, у відношенні |/і _ Ні для гля д ача.
Г с-- ■ • ■ 'укладу 8\Подібно стоїть справа з виміром довжин. Віддалене точки І1Г на оси ж’ укладу 5’ від початку укладу О' - ж’ (фіґ. 4).
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ФІГ. 4.•оцїпяе глядач недвижимого укладу 6' після (216) для і—о як:

х =

•се означає сповйдне скорочене обсервованої дов­жини х супротив дійсної х' =■ О'МЗнов для глядача двияшмого укладу 8" видаеть ся після (21а) в хвилі І' — 0постійного укладу:
у2 
¿2що означає сповйдне скорочене довжини х' супро­тив віддалепя х. З того слідує: Виміри тіла рівно­біжно до напряму руху видають ся все більші гля­дачам співдвижимого укладу як іншого укладу. Коли отже штаба зі спочинку перейде в рівномір­ний рух зі скор ост 110 V (без допливу тепла і в порож­нім просторі), тоді корчить ся она у відношеню 

■ - Отже для глядача в якімнебудь з двох укладів, які огля­дом себе остають в рівномірнім руху, видаеть ся, що хід чу­жого годинника є повільнїйщий, а чужа довжина скорочу- -єть ся.Виміри прямові до напряму руху ?/, .г, не підлягають нія­ким змінам.Останні твердженя є висновком ріжнородного приміпеня представлена часу ріжними глядачами, що. відбувають згля- дом себе рух. Оправдують они гіпотезу Fitzgerald'-a і Ьогепіг-а, поставлену ще перед сучасною теорією зглядноети для вияс­нена негативного вислїду іптерференцийпого досвіду МісЬеІ- ,80П-а і Могісу-а. В дійсності: 'є они дуже конечні для теорії досвіду ,в недвижимім укладі. Коли саме скорочуеть ся в руху 



21.віддалене PZt (фіґ. 1 А) в напрямі руху на довжину 
11/1 — тоді після (2) і (4):

|/С2 — Vіапарату, в наслідок чого PZr і PZ2 міняють своїзмінить ся також рівнаеть ся обе-
(23)

При скруті•ролі, не виступає ніяке пересунене іитерференшійних пружків.Відповідно до контракції в напрямі рухуК обом тіла V. А що в кождім'укладі—===^.
, . I/1-Í’ с4 мови Уо в движимім укладі, то рівнання:

V _ = _ V'|/С2 — ус2 _ Vi >■служить як ввір для ііерерахованя для обему тіла, яке з огляду на уклад »S має спорість v, з огляду знов на S’ — спорість v'.Дальшим вислїдом контракції е се, що вигляд тіла з ріжних .укладів, ріжно осуджаєть ся. Пр. тіло, котре в якімсь 'движи­мім укладі має вигляд кулі, видаєть ся у всіх інших укладах як сплощений оборотовпіі еліпсоїд.Годить ся однак зазначити, що скорочення, якого дізнае •предмет в напрямі руху, відносить ся все до глядача, який на­ходить ся в супочппку в недвижимім укладі. Колиж знов він разом із своїм мірилом буде також порушати ся рівномірним рухом, то скорочена cero він не в силі буде запримітити; его мірило корчить ся (Тоді такой: у тім самім відпошепю. 6 се вп- слїдом сформуловапя основи зглядности, що впливу руху не можна скопстатувати, бо в противнім разі міг би бути рух ува­жанні! як беззглядний.Також рівночасність для обох укладів S, А” в ріжна. Представмо собі, що в кінцевих точках дороги ж = ОМ (фіґ. 4) недвижимого укладу находять ся два глядачі О і М; коло них пересувають ся кінцеві точки О\ М' дороги а;’ = О' М' движи­мого укладу, які в тій самій хвилі І замічають оба глядачі 
О і М; они записують па своїх годинниках сей час. Так само в двох кінцевих точках О', М’ дороги О' М' движимого укладу находять ся два глядачі, які знов па своїх годинниках ноту- лоть той самий час. — Однак зі взору (216) довідуемо ся, що 



28ті чотири годинники не будуть показувати того самого часу*  бо: коли годинники в О, М, (У показують час: ¿=7’ = 0, та годинник в 717’ вказувати-ме час:
_ УХ

Отжб явище, яке для глядачів в О і М виступає як рівночасне» не може бути таким також для О' і 717’.Також рівнобіжний скоростий тратить своє зпачіпє в ре­лятивістичній кінематиці'. Коли сорядні матеріяльної точки укладу Я, .х, у, з є функціями часу І, то складові скоростий. тої точки є: ' '
(їх _ Лу сіг
М < сП (її' Відповідно в движимім укладї маємо :

Зі взорів (216) слідує (коли приймемо знов секунду як одиницю, часу) :
dx , 

dx_ <ìf ~ V dt 
(lt' V г с* . ’ • 1

• (1У'_ —
di' ' di di' ’ ’ ■ •

dz' '
di’ di di” , ’1 v -dx. 

’ .. di ■_ li ЦІ ■ .

Тими рівнанями послуяшмо ся до визначена складових tu’,, а саме: , • ‘ .
с3,



29
(24)

або павідворот, коли tv’ заступимо через її), дістанемо:tv’x + v

Коли помножимо складові в напрямі у і z з рівнань (24) і (24а) •з собою, то дістанемо:
•Піднесім дальше рівнапя (24) до другої степени і додаймо, ' а гчвх і. rtv\, що там приходять, заступім скалярними добутками (totv), (vtv’), то дістанемо:- ■’с* — ?«2 с2 — ,w’*

с~ — (vtv) с8 + (Btv’)‘Назнанім через О’ кут, який заключав скорість tv’ з осію
а, тодї напрям скорости tv’ визначує:/у У +IV х-послїдна реляція получена з (24а) подав величину - скоро­сти w : . ' ' ■ ■ ■



зо .
w’2 + v2 + 2 w' v cos &’ — ( —— sin &■’ )ms =-------------------------T--------------,-c------ ----- -■• (24r)

A , w v a, Vі+ “¿2“ <*>»$  ) ■Ті рівняння вказують, як з огляду па уклад 6' скорости » і іи складають ся; они обнимают'ь славну теорему додавана скоростей Einstcin-a1).Треба тут однак запримітити, іцо скорість tu' відносить ся до іншого укладу як V. В случаю, коли обі скорости відносять ся до того самого укладу, тоді звичайне правило додавана векторів зберігає свою важність.Дивне при тім, що обі скорости, які маємо додати, не ви­ступають рівноправно. Коли пр. tv’ є рівнобіжне до ?/, а о як до тепер до х, а маємо додати tv’ до V, то після (24а) :: іВіх = ?’, Тої, = w’|/1 — ^s-;коли знов противно додаємо V до їй’, тодї:1/, V2 .. П)іх — » у 1 — -£, — Н> .Однак безглядна вартість то в обох случаях є після (24г> ,та сама. .... , . ; _ . ' ' . ■ . . .З рівнань (24) і'(24а) бачимо, що основи складами скоро­сти й клясичної механіки (рівнобіжний скоростий) тратять свою важність в кінематиці основи зглядности. Відклоненя рівнань (24) від клясичної механіки не є значні, коли ходить о скоро­сти далекі від скорости світла. При скоростях дуже великих, які вже входять в границю скорости світла (лучі катодові, си­тові, лучі радіоактивних тіл), рівняння (24) представляють вже певний інтерес. ' іПриймім, що П)’ має напрям оси х\ тобто: и>'у = п>\ — о, тоді для скорости в укладі Лу дістанемо:

‘) A. Einstein: Jahrbuch für Radioaktivität u. Elektronik, 1907, (4), 411.



31Коли іи’ доходить до скорости світла, то значить, колії тїлр- в укладї *? ’ порушаеть ся мало що не зі скоростію світла, то мимо сего неможливо дати ему в укладї 8 скорість, яка була би більша від скорости світла, навіть тоді, коли весь уклад 8' порушаеть ся з доволї великою скоростію ?’ (але /■’ < с). Бо по­ложім в граничнім случаю: ;:

*) A. Einstein, 1. с.

Нт іи’ = сі:
lini г = с,то у віднесеній до укладу 8 дістанемо вислїдну скорість:

ni — = с.
їЗ cero слїдуб, що через зложене скоростнй, які перед тим не­булії більші від скорости світла, не можна ніколи дістати ско- рости, котра перевисшала би .скорість світла.Einstein1) доказав в своїй кінематиці', що.було би немож­ливе принимати скорости, які перед суперпозицією перевнсша- либ спорість світла. Най якесь тіло або явище в укладї 5’ ио- рушаеть ся зі скоростію tu', яка перевисшае спорість світла .<*•  Після теореми додаваня скоростнй (24а) визначимо скорість. в укладї 8 рівнанєм : IV — го’-у ’

або коли уклад 8’ порушаеть ся зглядом укладу'*?  зі скоро­стію —1> : ' іи’ — V W “ tu’??1 е8Щоби отже з точки « = о дістати ся , до точки г» = а, потребу­вало би тіло або явище часу: ч1 — с8 ’
= а —-------ш іи — V

а т = —

і
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' І ' ■ ' . ». s’Після заложена: то >’е, отже À що v < с, то можна все -,

, ТО’ V ■ , .. ■ .■осягнути, щоби ---.—>1; тоді т буде мати відємну вартість»Відємпе т-означало би,. що тїло або явище скорше осягнуло .« = «, чим ж = 0, що б неможливе.Отже основа зглядпости виключає всі, ско­рости, які перевисшалиб скорість світла; гго- \ слїдна о найбільшою з усіх скоростий, яку тїла.і ..або явища в природі’ можуть посідати. ціВ кінематиці основи зглядпости найшло дуже наглядне А вияснене явище аберації постійних звіад. Також пересунено дху-ч гових ліній в спектрах постійних звізд, яке відповідає основі’ ; Doppler-a, виясняє теорема складаня скоростий. Се Пересу-д непе походить від сповидної зміни числа дрогаиь висиланото 'світла. Дальше досвід Fizeau стверджує вповні правдиві сть теореми Eipstein-a. ’ -ЛВ досвіді/ Fizeau1) маємо до діла з інтерференцією двох / світляних лунів, з яких оден переходить через пливучу ТІЧ І згідно з напрямом єї руху, а другий в противнім напрямі.--J Після основи додаваня скоростий клясичпої механіки глядцесл ] твердив би, що фази світла розходять ся з вислїдною скоростію : і 
. ' і ' .-І

с !
W — — ± V, :■■■■ -де п є сочиннпком переломапя світла, a v скоростію тени. ■Однак досвідний взір Fjzeau є інший, а саме:' ■■ ■• ■ ' ’ •: с , ЇХ '—±#(.1----- -= J,
п \ • ' ’ ; :який не стоїть в згодї з основою додаваня скоростий механїі-си - Newton-a. : ' 'Приймім, що■ світло у даній течі розходиться зі скоростію -ї//-;- то ■ після взорів'додаваня скоростий (24а) релятивістпЧЕсої ; кінематики отримаємо як вислїдпу скорість обох фаз світла-Ь v 'w =----- .1 -

' W V• + -сг‘ 'д'!
і

. ■ і*) II. Fizeau, С. R. 33. р. 349, 1851. 1 ' . ' 1



33 
w’v . .а що —2- в в порівнаню до 1 мале, то можна написати:^■ = (^’4- ^) (1 —

Колн помножимо і вставимо за w' вартість дістанемо:W = — + V (1--- -5 І,п ' V П*У

А) Н. Minkowski: 1. с.Ї М. Laue: Relativitätsprinzip, I. Aufl. p. 46.
ЗВІРНИК МАТ.-ПРИР.-ЛЇК. СЕКЦІЇ Т. XXI. З

„ 1l>’v .де знов ■— як мале в порівнаню до 1 пропускаємо.сОтже досвід Fizeau рішив в користь модерної теорії згляд- ности: він стоїть у повній згодї з теоремою додаваня скоростий• релятивістичної кінематики. Недавно поновлений досвід Zee- mann-ом виказав згідність досвіду з теорією на 1%.в. Мінковского Геометрична інтерпретація .трансформації Lorentz-a.Основа зглядиостп сформулоВана A. II. Lorentz-ом рівня­ними (19) зг. (21а) і (216) обніїмає в собі цілу теорію зглядно- сти; всї висновки з неї дають ся випровадити з трансформацій Lorentz-a. Однак математична форма їх є менше елєґантпа і недогідяа, а головно тому, що при кождім векторі складову рівнобіжну до скорости в треба інакше визначувати, як скла­дову прямову до із. Герман Міпковскі1) подав Геометричну ін­терпретацію рівпань Lorentz-a і надав їм гарний математичний вигляд. ' ‘ .Кожде явище у вселеппій визначують три сорядні укладу 
х, у, z. А що час І мусить також зміняти ся, тому треба При­пяти его як четверту сорядпу t. Колп так, то фізичні явища після основи зглядпости треба розважати у чотировимірнім укладї простору—часу. До сего у фізіщї ми не звикли, однак не повинно оно, пас страхати, бо ходить тут лише'о символічне представлене деяких аналітичних'відношень між чотирма змін­ними гг, у, г, t. Такий уклад простору-часу називаєте ся „сві­том“; як -„сорядні світа“ вибираємо сорядні простору 
х, у, z і соря дну часу:. - ?i = cA (25)



34Оси ж, у, г стоять до себе прямово; вісь и є, також прямое^ до оспй х, у, s, то значить, в площи {х и) творять х і и прямо, вий уклад сорядних; то саме відносить ся також до площ {у и} і (z и). Маємо отже шість парами до себе прямово уложени* площ соряднпх і чотири до себе прямов.их, тривимірних про­сторів сорядпих. Точку (ж, у, z, и) такого укладу простору часу називаємо світовою точкою; она представляє явище, яке від. 
_ ' . .. , ибуваєть ся в місци х, у, z в часі І = —.Для кождої матеріяльної точки сорядні простору є функ­ціями часу; в сей спосіб згадана точка визначує у 1 світі криву лінію — „світову лінію“. Для рівномірного руху зі ско- ростію то є она прямою лінією, якої кут наклоненя до оси н є arc іу а що w < с, тому все arc ty — . Взагалі сві-.

• С , С Чтова лінія є довільна крива лінія, якої наклонено до оси и не осягає висше поданої вартості!.В спеціяльиім случаю, коли вісь х’ порушаєть ся рівно­мірним поступним рухом рівнобіжно до оси х зі скоростію о, трансформація відбуваєть ся лише в плоіци (хи). Площу хгс

динними ofaaiu,

обираємо за образову площу (фіґ. б). На тій площи рисуємо'1 рівнобічні гіперболі:
- х2 -и2 = — 1, (26)ж2 —г<2 = + 1, . (26а)як також пару їх асимптом:ж2 —гг2 = 0 • (266)

,1UW/// стіжок
У тої сторон

Фіг. 5.^палштіжкіІ irrt гтячинм С



35З зерової точки О ведемо пряму до довільно вибраної точки 
U' па галузи гіперболі', для якої «>0; так само до вибраної точки У на галузи гіперболі ж > 0 ведемо пряму; однак X' обираємо так, щоби асимптота х — и була двосічною кута між прямими и' і ж’, то значить, що прямі и' і ж’ творять спряжені проміри гіперболі (26). ■Як точка U' впаде на точку ¿7, то пряма и' накриє вісь 

и; тоді також пряма ж' накриє вісь ж. Т рапс формація Lorentz-а (19) з г. (21 а, б) полягає на тім, що ужи­ваємо як осп.й со ряд них и' і х' місто « і ж, а;як оди­ниць довжп іпіОІХ і ОХ' мі сто OU і ОХ.’■ Прямі ОІГ і ОХ' мають рівпанпя:
х — flu, и — flx,де I fl I < 1. Сорядні точки U' і X' після рівнань (26) і (26а) є:

\ уі-р=’ -уі-7^’ . '(26в)-
Ux- — -7=—=-- , Жх- — — — ^==.-|/1 - fl*  уі — fl*В укладі <S" повинна заходити така звязь:и’и- = жх=1, н’х. ==ж'?=0.В сей спосіб є однозначно визначені чотири постійні, які ви­ступають при лінійній трансформації ж, и на.«’У: тоді рів- нарня трансформацией мусять мати вигляд:/ = (27))/!-/)= VI -Г-після (25) переходять онп па (19), коли положимо:- ' (28)

мВиражена ж2 — IIі і ж2 4- у- + г2 — остають незмінні при суб­ституції (27). Рівпанпя обох гіперболи і їх пар асимптот мають той сам вигляд так в укладі 8, як також в укладі Кут ы визначуємо при помочи реляції:/</« = ^ = 4. (29) '



І 36 i■До кождої світової точки JK на плоти (их), для котрої •и8>ж3, можна повести часову вісь, з напрямом OW, к0®і и > 0, з напрямом знов WO, коли « < 0; бо все до ОЖію- жна дібрати оден спряжений промір як вісь х\ На відворот можна кожду світову точку W, для котрої и- < ж2, зробити „рівночасною“ з точкою О, коли' доберемо пряму OW з від­повідним напрямом до оси х’ і відповідний спряжений промір до оси и’: ■1 ■. •Для .представлена загальної трансформації Lorentz-a, де уклад сорядних 'х, у, г може мати ріжний напрям до. згляд^ої скорости v, треба її подати у чотирох вимірах. Тодї місто гі- і перболь дістанемо двоповолоковий гіперболічний простір:
х- + ?/8 -4- Xі — и*  = - 1 (ЗО)та одноповолоковий гіперболічний простір :' :; ж2 -4- у3 + 2і — и2 =4-1, (30а)які асимптотично дотикає стіжковий простір:ж8 -ф у- + ?2 - и°- = 0. ■ (306) ІГіперболі" зі своїми асимптотами (фіґ. 5) є перерізами Тих тривимірних просторів площею (их).Оберім тепер на додатній поволоці" двоповолокового гіпер­болічного простору (ЗО) довільну точку U' О сорядних Ха-,і поведім до неї з точки О пряму. Опісля- збудуймо про­стір проміра спряженого, до проміра- ОU': '

хха- 4- ууп- 4- zza> — ии„< — 0, (ЗОв)який перетинає одноповолоковий простір гіперболічний (30а) в еліпсоїді". Коли V' накриєть ся з вершком U першого гіпер-', болїчпого простору, тоді" и — 0, простір спряженого проміру перейде у простір (хуг), а еліпсоїд переходить в кулю:
X2 4 у2 4- = 1, (30г) •а' всї відтинки, поведепі з О до точок на кулї (30г) мають рівну довжину 1; куля (30г) є вимірною поверхнею для відтинків в просторі (хуг). Загальна отже трап сформ а-, дія Lorentz-a полягаєть у слідуючім: Місто пря­мої OU як оси и і' відтинка OU як одиниці", а дальше ; місто простору (хуг) з кулею (30г) як вимірною по­верхнею, обираємо пряму OU’ з одиничним відтин- 



37/ ком 01!' за вісь и' і простір (ж’ ?/’ .?) єї спряженого проміру з висше поданим еліпсоїдом як .вимірною поверхнею для простору (ж’ у' г’). Рівпанпє сего еліпсо­їда повинно бути: ж’24-у'24-г'2 = 1.Щоби се доказати, то викопаймо на укладі і", у', г’ такі зміни, щоби виражено ж’2 4- у’2 4- г'- остало незмінним; те саме повинно також відноситися до вираженя ж’2 + у'2 4- Р2 — и2. Се можна осягнути в сеіі спосіб, що пряма, яка повстав з пе­ресічи простору (ж’ ?/’ ~’) з площею поведеною через и і ?/’, буде осию ж-ів. Через анальоґічнпй скрут укладу соряднпх ж, у, г привертаємо вісь ж в ту саму площу. Тоді отримаємо ті самі відношепя як па рисунку 5; ОХ' і 077’ стали після конструкції спряженими промірами гіперболі' ж2 — и2 — — 1, а що виражене ж2 + у2 4- г2 — и2 е незмінне супротив висше поданої спеціяль- пої трансформації, тому ті розважали. відносять ся таком: до що йпо описаної узагальненої трансформації, яка є пїчо пи­того як трансформація Ьогспіг-а. Маємо тілько управненпх укладів, кілько точок находить ся в додатній поволоці гіпербо­лічного простору (ЗО), тобто: зо3. Скорість обох укладів зглядом себе визначуємо при помочи кута о> між осями и а и' після взору (29).Стіжковий простір ділить сьвіт па три части:1. и2 > ж2 + у2 4- г2, ?/> 0. До кождої точки ІГ сеї обла­сти можна повести вісь часу о напрямі О її7; она обнимав світові точки „з сеї сторони від точки О“, , то значить, ті точки, які у всіх управненпх укладах є пізнїйіпими від точки О.2. н2 > ж3 + у2 4- ~2, и < 0. Світові точки сеї области ле­жать „з тої сторони від точки 0“, бо они у всіх укладах є рань- шими від точки О. До кождої з тих точок можна повести вісь часу о напрямі И70.3. и2 < ж8 4- у2 4- в2. 3 точок сеї „міжграничпої. области“ можна три точки довільно зробити рівночасними з точкою О, бо они визначають разом з О простір на площп, який зі спряженим ему проміром з огляду на гіперболічний простір (ЗО) творить управившій уклад відпесеня. В тих укладах мають згадані три точки з точкою О спільний час /■ "= ■—• = 0.



3'8- В самім стіжковім просторі (306) розріжпяємо „передний’ стіжок“, для якого м>о, і „задний стіжок“ для и < 0, Пер­ший стіжок обнимає такі світові точки, які представляють нам явища, яких дїланя розходять ся зі скоростію світла; з них деякі доходять також до точки' х — о, у — о, г = о в часі 
і==о. — Задний- стіжок представляє нам збір явищ, які мо­жуть відбувати ся аж тодї, коли дїланя явищ першого стіжка трафляють точку О. Отже точки переднего стіжка „висила­ють світло до 0“, точки задного стіжка „принимают:, світло від 0й.Вернім тепер знов до.спеціальної трансформації (27). Кіп­цеві, точки иедвижіїмої штаби в постійнім укладї 8 описують прямолінійні, до оси и,рівнобіжні світові лївїї 1\Р\ і 

’ р р(фіґ. 6), Відііопіегіє подає її довжину Іп в спочинку.Зауважмо дальше в движпмім укладї 8' другу штабу, то сві-

ТОВІ ЛІНІЇ її кінцевих ТОЧОК творять прямі І ^2^’2 Рів' -побіжні до оси и\ а її довжину 10 в спочинку виразимо відпо- шенєм уууА- Довжина першої штаби в укладї 8’ виносить
Р’ Р' ОР’ ОР'І’ — і, 00 і б сорядішми■(«’) її кінцевих точок ' У.Л.- О-А. і У .А.для рівної вартості! ,ї\ (пр. 0), Довжина другої штаби в укладї 

' ’ 1 О О8 є апальоґічпо / = Але після (26в):
ОХ~"^Х^’ + и Х’"'К



39•а-дальше після (29) і рис.- 6: .
= °Sh =»in()Q\Qt _ sin у 2____ 2ы) 1 — /З* _<Zi4’a ~OQ\~sinО QrQ\ ’ . (я \ 'уг_рда -

JrОтже для першої штаби маємо:
Г - “ vr--?« -1/1- 5 (31)

(ЛА 1 j JLо r Vа для другої штаби:,.Ф4. = ]/i _ V1 (31a)
i0 (ZA Q . C*Дістали ми отже потверджене правила) попередного уступу, що •глядачеви, у співдвижиміМ' укладї вйдаєть ся тіло все довше, як глядачеви якогонебудь іншого укладу. З рисунку (6) ба­чимо, що: ,

Q\Q\2 гОХ’^Р^ : OX'отже QXQ3 < 1\Р.2.Най світові точки О і В, на рисунку G представляють дві матеріальні точки А і В в спочинку, в иедвижимім укладї >8'; з першої точки А. в часі І (= 0) виходить якийсь рід фізичного дїланя, яке в часі /к осягає точку В. Приймім дальше, що спо­рість розходжена сего дїланя w перевисшие спорість світла с, тодї було би:
Нц =-- с Г = І Жі- І ^- < I arR І ,а В иалежалоб до міікграничної области разом з О. В такім разі можливі були би управнені уклади, в чяких подібно як 6’’’ було би ?i’K<0, то значить, що В. було би вчаспїйше від ()■ отже дїланє наспіло би до В скорше, чим повстала єго при­чина в A. fЗ тих ґеометричних розважувань бачимо, що иеможлйва є ■спорість, яка перевисшала би спорість світла. Всі світові тонни, які впливають причиново па точну О, ле- 'жать з тої сторони точки, О або на заднім стіжку від О (порівп. фіґ. 5), веї знов світові точки, від яких



4Òможе уділити ся точці О такий' вплив, лежать з сеї сторони точки О або па переднім стіжку від О. Точки міжграничної области по можуть знов ні­коли.стояти з точкою О у причиновій звязп.,г. Соря дні простору і-часу.Для переглядного образу відношень, обнятих трансформа­цією Ьотепіг-а, представмо величини х, і як прямокутні сорядні на образовій плоши, а опісля випроводім з них значінє вели­чини х', V. Впровадьмо кут ы в той спосіб, щоби після (20а):(32)V — ід ш, отже : ■ 1 ■. 1cos co = —т===, sin W — —^====== ;■ - . уі ,-ь Vі ■ уі '+ V»з того дістанемо : /. , 1 — V® 1
COS2 CO — SZW2 CO == д—---- 5 = --Г ,1 -j- v- уЛ ’

Деі х=|/р^ : . / -Тоді:' а —у. cos w, ov — х sin co, a взори (21а) переходять на:
X = X х’ COS CO + X V cos — co

• ' ! .
; (. = У. х' sin CO 4- У. V sin (jtt ~з відверпенєм :и ж’ cos 2 co — ж cos co — t sin co

it t. cos 2 co — — x sin co + t, cos co.Маємо.отже два уклади сорядних 2= (ж, і) і

(33)

(34)
(34а) г

’ = (-/.«’, у. і:\ Приймім, що уклад 2? є прямокутний; єго сорядпі подають намзаховано (х, І) пр; якоїсь точки, яка порушаєть ся здовж оси 
X недвижпмого укладу 8. Най X’ представляє скісний уклад; єго сорядні подають знов заховане (ж’, V) згаданої точки згля- дом движим’ого укладу 8’. Тоді взори (34) означають перехід з прямокутного укладу 2 до скосокутпого 'укладу 2”. В укладі 
2’ не виступають виразно ж’, Г, але лише їх побільшення у.х', уЛ’.



41Зі взорів (34) слідує, що оси схісного укладу є пакло-’ непі до осий прямокутного укладу під кутом (і> і — ш. Пара, оспй У.Х' і У.Т є спряженими промірами кождої рівнобічної гі­перболі’, якої асимптотами є двосічні ОМ і ОМ' прямокутного- укладу (фіґ. 7).

Щоби з віддалена OQ' — xx' якоїсь точки на оси уХ' найти- само х\ будуємо через точку Q' рівнобічну гіперболю, якої асимптотами є двосічні ОМ і ОМ\ Она відтинає па оси х ' відтинок OQ = x\ що отримаємо, зі слідуючої конструкції: З точки Q’ ведемо до оси х прямову, яка трафляє її в точці : Я; около S як осередка зачерпуємо лучем SQ’ — -лх. .соя (р коло, а опісля провадимо до пего з точки О стичну до X— ON; тоді’:.ОУ2 = OS2 - SN2 — 08і - SQ'2 = у.2х2 (cos2 о - sin2 w) == x'2, отже: ON— OQ±=x\Колп противно х, і є сорядними точки Q' на рівнобічній гіперболі'о оси ;?;’ == OQ, а втійточцї вісь /’ — О, то з огляду на:
-- == tg w — v .і з огляду па (21) : -
Xі — t2~x'2маємо:OQ’s = OS3 + SQ'2 = х2 + і2 = (х2 - І2) = И2ж’2,1 --  Vщо мали ми доказати. ,На .тій (ріґурі можна провіритп твердження о просторі’ і часі релятивістичної кінематики. Так пр. зі стаповиска пря-- мокутного укладу сорядних 2” має точка Q сорядні х, І, з огляду знов на скісний уклад 2’ еї сорядними є у.х\ 0, де ж’ — OQ 

<Х OS. - ,



■42 .!■ •Положене, яке займає постійно з недвижимпм укладом ■звязапа дорога ОМ— ж (фіґ.Ч), представляєть ся на образовій ПЛОЩІ! при помочи рівнобіжних відтинків до ж — 08 (фіґ. 7), де точка О порушаєть ся здовж оси/. Від хвилі' /’ —0 по- чавиш переступають точки совгаючого ся відтинка ■ 08 по черзі вісьжУ’ укладу 2’ між О а (£ і видають ся глядачеві! в укладі 
8' як рівночасні. Він має вражінє, що відтинок хж спадає на відтинок Оф — хх або, що на ж — 08 спадає х’— О(^.Дальше бачимо, що зі становиска укладу 2’ точки О і // мають той самий час 7’— О; зі становиска яге укладу 2 точка
0 має час / — 0, а точка б/ — час / — 8(У — і т. д.

1 / а?2

Як до: образової площі (ж, /) додамо ще дві сорядні у (у'), 
г («’) прямові між собою і до ж,./, то отримаємо чотировимірний образовий простір ; він буде мати знов оден прямокутний уклад сорядних 2 і оден в части скісний уклад 2’. Положеню мате­ріальної (не образової) точки ж, у (— ?/’),, г (— 8) у відиесеню до прямокутного укладу сорядних 8 звичайного простору в часі /, відповідає точка ж, у, г, І у відпесешо до укладу 2 чоти- ровимірного простору як образова точка або світова точка після Міпковского. Тій точці движимого укладу в’ з рівномірною •скоростію в зглядом укладу 8, у.звичайнім просторі відпові­дає в скіснім.укладї 2’ сорядні ж’, у', г’, /’ в чотировимірнім просторі. ■ґ. Світова лїпїя матеріяльпої точки; її місцевий час.Матеріальна точка т порушаєть ся у звичайнім просторі здовж оси ж прямокутного укладу сорядних 7?. Руховії єї на образовій плоти чотировимірпого простору 2 відповідає після МінкойСкого світова лїпїя; єї стична в якім небудь місці! (ж, /) подає ск'орість точки т ~ в укладі ¿7 в часі /.. (1/1' 'Скорість а укладу 8' з огляду па уклад 8 не може пере­ходити границі' 1, "бо в такім случаю сочинники трансформації •(21) були би мнимі. Приймім отже, що скорість точки т

'= У(~%)+ приймає в укладі 8 го-



43,-
, ,п Лі/ (1гріши,у границю, 1. Тоді, в случаю = = О, світова лїиїя:точки т па ніякім місця діє б більше наклонена до оси х як двосічна ОМ першої чвертки (фіґ. 7). З тої самої фігури ба-

<1х' (їх"чимо, що також зглядиі скорости -7.-, - , і т. д. точки т-
аі агз огляду на уклади 8’, 5”, і т. д. мусять, бути менші від 1. Отже до кождого елементу світової лїнїї можна все дібрати ■скісний уклад сорядних в той спосіб, що єго вісь І’ є рівно­біжна до стичної світової лїнїї в тім місця; тоді точка т з огляду па відповідний уклад хвилево находить ся у спо­чинку, Після Міпковского звели ми точку т до спочинку вве- ДЄП6М укладу сорядних 21’.Най крива АА’А”...........(фіґ. 8) представляє світову лїнїюматеріальної точки т, яка порушаєть ся здовж оси х тривимір­ного укладу сорядних 7?. Поведім в точцї А (х, 1) стичну до кривої АА’А"... і оберім єї за вісь часу т; нового скісного

Фіг. в.укладу сорядних (д, т). В скіснім укладі знов виступати будуть побільшена сорядних хг Сорядиі д і с визначимо при. по­мочи апальоґії до взорів (21.6), отже: 
X — КІ

де V ~ При помочи сорядних (35) укладу трансформуємо матеріальну точку т до спочинку. По зріжппчковапю рівпань.' і . ’



44 ■ ■. . '
(35) і узглядненю, що в місци А £ — о, -ч — о, отрима­ємо взір.анальоґічний до (21):

сіг“ — сії2 — (їх2, • - ’або: ') |/1(36)Коли впровадимо якпйнебудь інший скісний уклад 2', то ви­ражене па (її остане незмінне, а саме:
(1г-(іс]/і-(^у- (36а)отже виражене на елемент часу фч є величиною не­зависимою від вибору укладу сорядиих. Міпковскі називає елемент часу сьвітової лінії (Іт — елементом „питомого- (місцевого) часу“ г матеріяльної точки. Вартість его для світо­вої лінії буде:

т~,(сіт. (37)Лінійний елемент світової лїнїї, мірений в укладі 2, е з вя­заний з елементом сіт рівнапем:
(із = ^ ]/1 + ( ~ " === (11 У1 -+- Vі або:

Вісь Акс, е спряженим напрямом до стичної Аул у відне- сепю до пари двосічних ОМ і ОМКоли отже Акт і Ах$ обе­ремо за оси укладу сорядиих, тоді рівночасно з точкою А всі точки прямої Лх§ трансформують ся дох спочинку. Приймім, що- се заходить в кождій точці світової лінії АА’А”.... і відпо­відно для всіх точок на прямих рівнобіжних до Лх£, то зна­чить, на A’x'g, Л”х”£”, і т. д. Перенесім дальше на Ах$, Л’х’|’,. і т. д. рівні відтинки All —А'В' — і т. д. у відповідній до на­пряму поділці, так що хАВ — %А'В' = і т. д., то ^дістанемо- знов світову лінію ВВ'В'.... Положене точок світової лінії 
В В'В"... залежати-ме від змін, які заходити-муть в лїпїї 
АА'А”... Точки кривої ВВ'В".. . є немов ціпко звязані з точ­кою А.



45Розберім тепер отеє питане: до обраних світових ліній в плоти (ж/) укладу 2? найти рух- приналежної матеріальної точки здовж оси х у тривимірнім просторі і павідворот. Істпу- тоть світові лінії укладу 2 з прикметами, що глядач, нероз­лучно звязаний зі згаданою матеріальною точкою пе спостері­гає ніяких змін так що до місця як і часу, а противно знов кождий глядач нерозлучно звязаний з укладом <5’ або три- .впмірпого простору сю зміну спостерігає. Коли у взорах:

приймемо £ і т як постійні величини, а V як змінну, то оба по- висші взори представляють шукііну світову лінію. Через елімі­націю у отримуємо рівнанє: ,
хп- - Г- = - га-, ■яке представляє рівнобічну гіперболю або ЛЛ'ІІ”...(фіґ. 7); її асимптотами є двосічні ОМ і ОМ'; она є світовою лінією для матеріальної точки, що порушаєть ся здовж оси х укладу 8 рухом рівномірно прискореним.

д. Рух матеріальної точки по кривій лінії.Розважання двох попередішх уступів можна вповні прп- міпити до світової лінії матеріальної точки т, яка порушаєть ся зі змінною скоростію по довільній кривій лінії. В чотирови- мірнім просторі для прямокутного укладу обрядних 2? (ж,?/,'а, 7) образом сего руху є світова лінія А А’А”..., якої кут пакло- неня до оси / не' перевисшае 45°, бо після заложеня ’попе- 
, - . . , ■ •сіх ч сії/ У сіградного у.ступа | то | < 1, отже також: г < 1,-7 <•!, < 1.

(.1/1 (1/1/ (.1/1 ' •Оберім зновг точку Л (ж, ?/,'£■, 7) за початок укладу с'брядних і поведім до світової лінії в точці А стичну і оберім єї за вісь 
хт скісного укладу, то простір (§, »/, О е' спряжений ДО ОСИ ХТ. з .огляду па тривимірний стіжок з вершковим кутом 45”. Укла­дові! (£, і/, г) в чотировимірнім просторі відповідає в три­вимірнім просторі уклад Я Тоді точка т з огляду на уклад 8



46находить ся в спочинку. Узгляднім дальше, що в точці— 0 також: •.
' ....

(1'1 (її: : (її ’ . ' ’•то з рівнання (16) в тім случаю отримаємо:,
di2 — di2 — (dx2 4- dy2 4- dz2) — di2 (1 — ІП)|2), (38)де íü є скоростію точки т■ у віднесеню до укладу У тривимір'. ного простору, отже: 4І w І 2 = (J) + (^) 4- (. (38а)З рівпаня (38) слідує звязь:

з якої опісля ннзше скорнстаємо. ' ‘Коли dt є часовий елемент світової лїнїї матеріяльної точки т в точці 4, а її питомий час:
v^j'di,.то з рівнань (36), (36а) і (38) слідує: . . .т jгіЛуін«У2 = \ di"уїнпгр = іт. д. (40)де: І.

/ і-г=а):-ь(«)!+а')г. ...(40а)
(dy"\2J fdz"\2 '.. ',u І'==(йг9 + W” 7 + \dt") ’ 1 т- д-є скорости точки т, подані у віднесеню до інших укладів со- рядпйх S’, S", і т. д. у тривимірних просторах, які порушають ся рівномірно і прямолінійно зглядом себе. , чЗ рівпаня (40) слідує, що питомий час j не зале­жить від добору укладів відиесеня, отже є він не­змінною величиною з огляду на трансформацию Lorentz-a. « :Тому звичайно впроваджується т як змінну незалежну та відносить рух матеріяльної точки т до питомого -часу т. Тоді перші і другі похідні величин :r, у, z, І з огляду на і тран.с- . формують,ся так само як самі сорядні.ж, у, z, 1\ они, подібно 



47як сорядні аг, ?/, z, t творять складові певного рода чотирови- мірного вектора; повну апальоґію до них у тривимірнім про­сторі творили би: скорість і прискорено, однак в случаю, коли: 
І заступимо через І ]/— 1; в такий спосіб впровадили би . ми мнимий чотировпмірний простір.е. Загальна трансформація Lorentz-a і її ґеометричне зпачіння.Вернім знов до взорів загальної- трансформації .Lorentz-a. (14) і зіставмо сочинники аік (г, к —1, 2, 3, 4), які там висту­пають, подібно як у (15) зі зміною, що скорість с відповідно.до заложепь передпослїдного уступу напишемо рівну одиниці, тоді’ отримаємо:.'а2іі -т- + а~л\ == 1, і — 1, 2, 3.4" «%.l + «'34 --  аіі— ’ (41)«н alk 4-«зі «зк 4-«зі «зк — «іі «ік — 0. (і, к = 1, 2, 3, 4^ і /с). ' їх визначник | аік І = 4- 1- Приймім тепер можливість рівномір­ного руху укладу S’ у трох напрямах оспй сорядних «і скоро- , стями ах, V,. з огляду на постійний уклад & Тоді' сочишіик. 
о перейде через апальоґію на:

■. і -О = —-л:,. ’уї — і4х — i’sy — иг,. ►З сочинпиків «ік1 дістанемо найзагальнїйші вартості! сочишш- ків ¿ік, які сповняють рівнання (41), коли положимо:= (¿ = 1, 2, 3, 4)* Тйк == «1к «і 4~ «2к.^і 4“ «Зк /Ьде 9 величин а, ß, у є сочипнпками ортогональної субституції у тривимірнім просторі, отже мусять сповняти б рівнань:а,2 4- ß-^ 4- 7г = 1,
cti ак 4- ßi ßt 4- '/і Ук = 0,Де і~£:к, і, к— 1, 2, 3. Приймім дальше:«1— /?2=УЗ=1>а всі інші а, ß, у рівні зеро, а опісля положім, vf — v,, = 0,. wx — v, тодї 7>ік переходять на систем сочинників рівнань (21а).



■48 З трансформаційних взорів (14) можна отримати звязьмЬк прямокутним (згл. скісним) укладом а СКІСНИМ! (згл. иніпЯм скісним) укладом 2’ у чотировимірнім просторі ; при тім На­прям осий сорядних скісних укладів 6 все спряжений зі сті^с-кови.4 тровимірним простором :
X2 + у2 + ї2 — /2 = 0. (42)Положім саме для і = 1, 2, 3, 4:

ац — ЦіСі,, ац—ційі, аЛі—(ііС„ а^-цісі,, (43) ■ Де.'. /ь2 == а»і2 Н~ «¿і2 4~ а.я2 4~. <Ьь2,. (44)-а дальше: ]Я ж’= £’, д2 у’— у’, д3 /’ = «’, (45)тоді лінійний систем рівнань (14) , переходить в слідуючій систем:
х = «і 4- а2 ті + а3 ґ + «4 < ■ \У =Г 4~ 4~ Ьз + ^4л — с1 $ 4_ с2 у’ 4- с3 £’ 4- с4/ ==,</, £ 4- у’ 4- (13 £ 4- т’,де сочнниики сі і, с,, сі, є звязані з собою в сей спосіб: 

а2 4- 6? 4- є.2 4- ^і3 — 1 (¿ = 1,2, 3, 4) (47)«і сік 4- Ь, Ьк 4- Сі вк 4- сії сік — 0.Систем рівнань (46) представляє нам перехід з одного скісного укладу сорядних в чотировимірнім про­сторі в інший. Від разу запримітити тут можна, що яіс оси сорядних не виступають тут як самі х’, у\, г’, і', лише як їх побільшення /<!«’, ?/’, І’. З рівнань (47) довідуємо ся,•що 4 напрями («і, Ьі, с„ сії) є парами спряжені з ■. огляду па тривимірний стіжковий простір другого, ряду:
Xі + у2 4- -2 - і2 = 0, бо они представляють узагальнене знаної подібної звязи для З напрямів у віднесеню до поверхні другого ряду тривимірного простору1). ’

г) 8а1пюп-Иеі11ег. Апаїуґ. Сеоінеіг. <1. Ваиіпея, І. Аиіі. р. 110.
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4. Динаміка. • .а. Прискорення, ' сила. ' •' ;Дотеперішні наші розважаня обмежалп ся лише до понять довжини і часу пової релятивістичної механіки. Модифікація тих понять потягає за собою зміну також інших основних по­нять динаміки, а саме понять маси, прискореня і сили. Вправдї ті зміни,- яким треба піддати згадані попятя, щоби рівпанпя руху супротив трансформації Lorentz-а були незмінні, є так не­великі, що в практичнім ужитю не мають опи майже ніякого значіня, однак ся обставина' ще не звільняє нас від ревізії цілої механіки важких тіл з пової точки релятивістичної теорії. Послїдна якраз таку ревізію основних законів класичної меха­ніки перевела та надала їм новий вигляд.В тих розважанях ограничимо ся лише до матеріальної точки, яка свобідно порушаєть ся у просторі.• Другий аксіом класичної механіки подає звязь між си­лою а прискорепєм в той спосіб, що виступаючий там чинник „маса“ є постійною величиною в просторі і часі. Сей аксіом тратить свою важність, коли приппмати-мем для руху скоросїи, які доходять границі скорости світла. Такі скоростіі виступа­ють при рухах електронів і йонів. Досвіди1) виказують, що у тім случаю звязь між силою а прискореним не є постійною величиною в просторі і часі, але функцією скорости. 8 огляду на те питання маси і прискореня у релятивістичній динаміці улягло основній зміні.З’образім собі матеріальну точку т,' яка порушаєть ся .в прямокутнім постійнім або в рівномірпо-пря.молїпїйно двпжи- мім укладі сорядпих *8 ’ тривимірного простору в часі t з ско- ростію то о довільнім напрямі. Най рух сей відбуваєте ся під дїланєм сили g зі складовими gx, gy, gt. Такий рід сили нази­ваєте ся у релятивістичній динаміці „силоюМїпковского“. Сила g не є тут пропорціональпа до звичайного прискореня як в клясичніії динаміці, але є опа пропорціональпа до „питомого прискорення“ а точки т. Питоме прискорення3) представляє f .___________ ¿...... . ...... . ■П W.. Kaufmann, Gött. Nadir. (Math.-phvs, KI.) 1901. p. 143; 1902. p. 291; 1903, p. 90 ; Ann. d. Phys. 1906'(19) p. 487,А. H. Bucherei-, Phys. Ztsch. 1908. (9) p. 75b. ■E. Hupka, Ann. d. Phys. 1910, (31) p. 169.2) G. Herglotz, Eine relativ. Mechanik... Ann. d. Phys. 1911, (4), 36.

ЗБІРІІПК МАТ.-І1Р11Р.-ЛЇК. СЕКЦІЇ T. XXI. . - 1 



50пам вектор, якого складовими в другі похідні соряднпх х, у, 2 точки т з огляду на її питомий„час т, а то :
/ (1-х (12у (132\ . ,,й.

»-.Скю а?’ даЛ <48)..... зде знов: . .
(Іт — (ІіУі— І ів І 2.Жадаємо тепер, щоби рух точки т в укладї X в часі і визна­чувало векторове рівнинне:3 = ша. (49) ■Чинник т у тім рівнянню, який виступає як постійна велИ- . чина, називаєть ся „масою в спочинку“ або „масою МінкоН- ского“ точки т.До тих трох рівнань, на які розпадаеть ся рівнаниє (49), додати ще треба слідуюче: ■ ,■ ,-т(’»)Се рівняння дефінїює величину 5і, независнму ВІД А’, бґо знячіннє зрозуміємо так: Най величина 2( представляє чо- ■ тири величини в сей спосіб : х ■ Д/;

■' Ч(_Л^ (̂ У (51)
(іч?' сіл'1'' сіл'1/Піддаймо тепер трансформації Ьогепіг-а сорядні х, у, х, / точки світової лінії приналежні до т в прямокутнім укладі У чотй- ровимірногр простору. Знаємо дальше, що питомий час т є не­змінний з огляду на трансформацію Ьогеиіи-а (36а), тому по трансформації систем похідних ЗІ переходить у систем інших чотирох похідних: ■ ' '

\(№’ (ІТй ’ (іі2 ’ СІЛ2)' ■зовсім так само, як сорядні х, у, г, і переходять в х\ у', Послїдні сорядні належать до укладу №, який з огляду на уклад *$ ’ тривимірного простору порушаєть ся зі скоростію (і’х, гх, ия). У віднесенню до укладу • 8' дїлає жа точку т сила ¡У зі складовими Ну, До тих складових долучити ще треба складову визначену рівнаннєм:ег ...



З огляду на уклади 8 і *9 ’ отримали ми два системи сил: . :
• ' (15х, г5я ЗО — Зі: . ?>У > 3v> й’г) = й •Завдяки трансформації Loren tz-a, переходить (ж, у, z, І) на 

(«’, у, z', Є), 21 па 2Г, отже також систем $ переходить на Ту- В наслідок такої дефініції сили Міиковского переходить -знизь: g = (52)па: îy — т 2Г,або explicite систем рівнань руху :
СІТ2

У

(І2z 
Ht d/i’

(53)
т

січ 
ded — Й tпереходить на рівноважний систем для сорядних х, у , £, Г.З тих розважань бачимо, що чотировимірні величини ре­лятивістичної механїки: прискорено 21 та сила § е незмінними величинами з огляду на трансформацію Ьогеиіг-а, На тих саме основах опираєть ся динаміка матеріяльної точки т в теорії зглядпости. б. Енерґія, маса.З образім собі рух матеріяльної точки т в тривимірнім укладі сорядних .9 зі скоростію іу, тоді:

(5) + (5) + (Й) •З рівнання (38) дістанемо:— 1
(їх ~ ~~



Створім діілшпе Перші і другі похідні сорядпих X, у,г з огляду на питомий час т, помножім їх відповідно з собою і додаймо, то одержимо.:— 1 (1^(1х\- /(1у\і /^х3)г/т <7г3 ^'йт (Е*  д (Е сЕг ~^"2 (Е \\<Е ) +\(Іт) + \ се)

: (І і ГОІ3. л ’ ;
<іг 2 •Помножім знов рівняння систему (53) по черзі через с/г 

(Е ’

<р/
(Е ’

(Е 1додаіімо’ то Дістанемо:
(І (Vі т -у- -—сЕ (Е ^Т-(Е сЕ Л, сЕ сторона сеї рівности є зером, отже отримаємо по упо-;

б'г (ІЕ (55)
Ліварядковаїпо:

т (І -у-
сітРіжшічку (ІЕ називаємо приростом потенціальної енер­ґії, обчисленої в укладі >$; 3 другої сторони з рівняння (53) маємо: (56)(ІЕ т

2.як- приріст кінетичної енерґії. З реляций, (55) і (56) ба­чимо, що іюслїдпе рівняння систему (53) виражає нам нїчо інше як закон збережепя енерґії. — Однак у рівнянню потенціальної енерґії (55) не виступає сила у, лише ; її називаємо „нютспівскоіо силою":
=.'3 VI -!«!’. (57)зі складовими:

йухЧ"' -
= Зу VI - і ю І\ ......

В наслідок сего рівняння на означене сили’(49) у релятивістич­ній динаміці прийме вигляд:
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m
X

сі = ф. (58)Со векторове рівнаиня як -також рівняти ит „ „ „ ••
Н*ин<ПІІІЄ.  (49) 'б ВПСЛІДОМ ЧО- тировимірпого відношена (52), яке само Р1 . . Л h аме « узагальненем другогодинамічного аксіому Newton-a. — А щ0- m iZ4- т dL / dx \__d / dx \ 

v. d^ xth.\ dl) dl' y'^dl)’то рівнанпя (58) розпадань ся у слідуючі три складові:
' ■■ .•

^’га<«(’'и®) = й7'(л/;^), (SSii

ф,- 4dt
d 

dl.
и.де сочпішик:

ш
М

!і2 (586)називає гь ся після Н. А. Loren tz-a „звичайною масою“ ма­теріальної точки т в противеньстві до маси в спочинку т. Впровадьмо тепер до тих рівнапь знов секунду як одиницю часу, отже подібно яку (20) і (20а) заступимо:
І через -7-, І w І через ^’-1, а Z через — с ■ |/Г-М 

г ■ 0іі рівночасно: ф через а 3 через -S-,
то побачимо, що взорп (58а) не зміняють взагалі, свого вигляду. Виражене на звичайну масу (586) прийме вигляд:

т .. ..,(58в) с2 ;коли місто, |И)р напишемо ?г2. В случаю е — х переходять рів­няння руху релятивістичної динаміки (58а) у -рівнапня . руху клясичної механіки (10); взорп (58а) остають.-знов незмінні; 



54тоді сочнннпк и —1, а маса М приймає постійну вартість, чого вимагав клясична механіка.Приймім тепер, що матеріяльна точка т порушаєть ся здовж оси X укладу сорядних S. Тоді в- хвилі І маємо :
dy n dz п 1

(It ' at at yj __v*

1) М. Abraham, Theorie der Elektrizität, П. 1905, p. 191, Ann. d. Phys. 1903 (10). p. 105.,W. Kaufmann, 1. c. ‘ 'H. A. Buchener, 1. c.E. Hupka, 1. c. .

а рівняння (58a) в тім часі виглядають:
qi — -Iі * mv „агХ
^-~dt \,,ІЛ di )~~dt уг±> ~yi=^“m* dr ’

d Ґ dy\ d*u^ = м\тхм)^тхЛР’ <M>
«. d / dz \ d-z^—Ц1\т'л11г) = т'л dr-'Зазиачуємо при тім, що уклпд -S відносить ся до звичайного тривимірного простору.Коли рівпапня (59) інтерпретувати хочемо зі стаповпска клясичної механіки, то бачимо, що сочшшик маси залежить від скорости V точки т зглядом укладу S і то в сей спосіб, що іншу вартість прибирає для ирискореня в напрямі руху, а іншу для прискорена в прямовім напрямі до напряму руху1). В першім случаю вартість того сочпиника називаєть ся „по- здовжпою масою“ :

mt = ти3 = Ми- = —:—™——
. І/О-Йв другім знов случаю називаєть ся „поперечною масою“:wit ти — М~ —■ 1/1-“’' .

F CSколи одиницею часу є секунда.



55. З погляду знов релятивістичної механіки обі маси мате­ріальної точки б величинами, які зростають зі зростом зглядпої скорости V точки т. Коли скорість точки зближаєть ся до ско­рости світла с, тоді, обі маси ростуть иеограїшчепо, а вартості! їх в тім случаю мало що ріжнять ся від себе. З тих розважу­вань слідує змов виспіє доказаний закон основи зглядности, що границею всяких можливих скоростий у світі 6 скорість світла.Заходить тепер питане, як представлябть ся у релятиві­стичній динаміці закон збережена маси і закон збережена едерґії1). — 3 рівнанпя (55) слідує, іцо приріст кінетичної енергії:
dE ~ md — mdn — dM;dr.а що :

... j m 

(IM = d --------- ТГҐГ7-

Li-Sотже : . Г1 J m dE — d —=^

,2Поділім дальше обі сторони рівиання (55) через с2, то ді­станемо :
~~ (& dx -f- dy 4- dz) ;тодї :

dE^c'dM^&d (60)
а саме : якогоми несподіваний' вислїд, к і и етичні й о н е р ґ і ї приріст або д і з h а є ма­Дістали убуток па теріяльна точка, б звязаппй з приростом або убут­ком поперечної („звичайної“) маси; сей приріст зг. !) A. Einstein, Ann. d. Phys. 1905, (18) p. 639; 1906, (20) p. GL°Noi^ströin, *Phvs. Ztschr. 10. 681, 1909; 11, 440, 1910;M; Abraliaui, Phys. Ztschr. 10, <37, 1909 ; 11, 527, 1910,M. Laue, Ann. d. Phys, (28) 436, 1909. ...



56 • ■ ■ Іубуток з огляду на чинник с2 є для всіх скоростей, які не лО- ; жуть йти в порівнапнє зі скоростію світла, дуже незначному ; величиною.Коли з’інтеґруємо взір (60) і розвинемо в ряд, ТО ДІСТіЦ нём о взір па енерґію кінетичну матеріялйної точки 'm: -і
' : • ' Ш о , 3 ; 1А,, .. ■ і= -f- ■— V“ ''о" Ж —х 4“............... :• 8 с1 . , .ж іПершого члена того ряду тс2, де. не виступає скорість мата- ріяльної точки г, не можна брати під розвагу, коли ходить 6 за' ■ ' лежкість''еперґії‘матеріальної’ точки від скорости; его не ба-' чимо також у взорі па енерґію у класичній механіці. ОдиаіІ - : як опісля побачимо) має він прінціпіяльне значіння у релятіь і вістичній механіці. Класична механіка узглядняє лише дру' , гнй член ’-- v2. Третий член —- ть-г в порівнянню • до другого. 'V :. ’ ‘о <■ ’•Vчисла є все дуже малий, оо є малим дробом в порівпаншо- С . !до 1; тому він не мати-ме великого впливу на вартість енергії,, отже можна єго пропустити. Се саме відносить ся і до прочих ; і слідуючих членів.Після основи зглядностп, на вступі сформульованої, закон збереженя енергії повинен задержати своє значіння не лише- у віднесепю до укладу сорядних 8, але також у віднесеню до ж кождого укладу сорядпих 8’, який з огляду на S порушаєть ся прямолінійно і рівномірно зі скоростію V. При переході з укладу . < 8 до укладу 8’ є міродатною, як знаємо, трансформація. Lo­ren tz-a.З тих саме преміє в лучбі з основними рівняними елєк- ; тродинаміки Maxwell-a слідує: Тіло, яке порушаєть ся зі ско- ростію є, приймає у формі проміньовапя енерґію 7ґ0; крім того, без огляду на зміну скорости, єго енерґія дізпає при­росту о вартості!: ... і

з огляду на движимпй уклад 8’. •В наслідок-сего отримаємо виражене на кінетичну епер- ґію тіла: ■ '■ 1 1



Тіло має отже таку саму енергію, яку мало би тїло о масі 
т + т/’• Можна отже сказати, що п р п п я т а т ї лом е н е р ґ і я- 
■Ец спричиняє приріст' безвладної маси тїла о безвладна маса тїла перестала мати значіиє безглядпо по­стійної величини, але она зміняєть. ся зі зміною енергії тїла.. З того вносимо, що маса і енергія є однрродними величинами. Безвладна маса якогось систему тїл може бути якраз мірою его- енергії. Закон збережепя маси систему тїл покриваєть ся отже- з законом збережена енергії; він відносить ся лише до спсте- мів, яких енергія, не зміняєть ся. Взагалї закон збережена маси є спеціальним случаем закона збережепя енергії, який став ся тим самим універсальною основою фізики.Напишім дальше взір на енергію у. формі:

__ тс2 -г- 74 . -
то бачимо, що часть енергії тс2 нічого іншого не представ-- лає як тілько енергію, яку тїло посідало ще перед тим, пїм при­няло енергію Ео. Ся часть енергії не залежить від скорости' тїла; она є вартостію впутрішної енергії.З того маємо висновок, що кожда маса тїла, як здаєть ся, стоїть в звязи з істнованєм впутрішної енергіїу великій скількостй: 
те-. Однак та велика вартість впутрішної енергії не иовішп-а. нас дивувати, від коли ми пізнали радіоактивні тїла. Явища радіоактивності! відслонили нам великі засоби енергії, які кри­ють ся у тайнах матерії. Тому можемо сміло твердити, іцо у всіх хемічпих атомах істпують великі засоби енергії.в. Два прнмірн. .1. Статика1). Маємо кутову підойму о рівних раменах^, які стоять до себе примово. Довжини тих рамен є х із і мають-9 М. Laue, Вег. d. I), phys. Ges. 13, 1911. . -Р. Epstein, Ann. d. Phys. 36, (4), 1911. ’ • 1 " ■ ■"



&8 /■згідний напрям з осями X і X прямокутного укладу соряднН^ 
В в спочинку (фіґ. 9), На кінцях рамен х і г находять ся ма­теріальні точки о масї в спочинку т; на них дїлають прямово до рамен дві, шотенівські сили фх і ф,.. В тім случаю цїлиц

уклад находить ся в рівновазі'. Інший уклад А” порушаєть cìj зглядом 8 зі скоростію v в напрямі відємної оси X. Заходите питане, чи в віднесемо до укладу А’ рівновага буде захована"?Річ не змінить ся, коли будемо уважати місто укладу А — уклад S’ як постійний, уклад знов А разом з підоймою як двіь жимий зі скоростію v у напрямі додатної оси А”. ‘¿іЯк умову рівноваги у віднесемо до укладу А-маємо:жф, —гфх = О. (61)З рівнаня (57) слїдує, то з огляду на (61) також і для сил Мінковского у відповідних напрямах мусить заходити' та сама умова рівноваги, отже : z ■ Д——0. (61а) ,.dСили 5’х, трансформують сй на &•, так само як сорядні .¿і 
x,,z на сорядні х', z’, тому рівпаппє (61а) трансформуєте ся на: Ух З’г — 0> . :послїдпе знов з огляду на (57) є рівноважне з умовою:ф„. - z' фх- -= о. ~Рівновага у віднесемо до укладу полягає на анальоґічних умовах як у віднесемо до укладу 8.■■ ’ 2. Динаміка1). Най матеріальна точка о масї в спочинку 

■т порушаєть ся . під дїланєм постійної нютепівської сили ф.*) A. Brill: 1. с.



5!)Як напрям руху оберім додатну вісь Лг укладу сорядних >?. 
Тоді: ірх = ту,

де у є постійною величиною. Коли послїдпі реляції узгляднено у взорах (58а) і з’інтеґруємо їх, то отримаємо:
сіхр 1 — Vа/Ту
dt-7===- = а,

dz|/ 1 — V-де a, b, t0 є постійні іптеґрованя. Поломим дальше /0 —0, тодї як інтеґрали тих рівнань дістанемо:
■sin hyp у {у — у0) == sin hyp у (.г - z0) =

\у(х~~х.^-Н\^Ш^уЧ\де:
, 1Г^-Л -Ь а*  + Ьг,а хо, Уо, zo е сорядні початкового положена точки т. Положім ще a — 6 = 0, Уо ==-го = 0, то рух відбуваєте ся у напрямі оси 

X; єго розвязка прийме вигляд: *(®~*ó  4-
у=0, г = 0.Приналежиа світова лїпїя па образовій илощи чотировимірпого простору є рівнобічна гіперболи, що єї довжина оси вшю-1 сить —.

VПредставмо собі тепер систем матеріяльшіх точок т = 1,, розділених здовж оси х тривимірного простору пр. ,т0 = 1, 2, З,...; на кожду з них дїлає сила, яка падає їм прискорена у, в чаеї ¿ —0 находять ся точки в спочинку; то їх світовими



<>о ... • . Я

лініями в рівнобічні гіперболі о осях — (фіґ. 10). Однак рух;’їх не буде відбувати ся так немов би они були ціпко з собою- злучені. Бо до сего було би пожадане, щоби в ніякім часі'і? якінебудь дві точки систему не мали ніякої зглядної скорости' '

в напрямі лінії, що їх лучить. Але - очивидно нема такої пря­мої, яка трафлялаб обі гіперболі в тім самім часі та була рів­ночасно рівнобіжна і спряжена до напряму прямої лучної; сею- прямою з тими вимогами може бути лише вісь х. З того слі­дує, що ніякі дві точки, систему на оси х не дають ся рівно­часно трансформувати в стан спочинку, з виїмком стану длят ¿ = 0, коли всі точки оси ж б в стані спочинку. '



ПІ.Закінчення.
1. Відношення основи зглядности до етеру.Консеквентне переведене теорії зглядности вимагає після Einstein-a зірваня з гіпотезою етеру, як осередка, який прово­дить елєктррмаї'петш филї і забурепя. Колпб етер істпував, то посїдалнб ми якийсь • спосіб доказу его істпованя, пр. при по­мочи помірів скорости тїл зглядим того осередка. Основа згляд­ности перечить, як висіле ми бачили, МОЖЛИВОСТІ! подібного ПОМІру1 2). ■ ■ ' :а ' :

■'») À? Einstein, Vortrag auf Salzliurg. Naturfbrsch. Versant 1909.2) W. Ritz, Oeuvres complètes, Paris 1911. Art. XVIII. XX.

Етер, як провідник филь світляних, тепляшіх, електричних явищ і т. д. є злишиий; випадає хиба знов вернути до дав­кої емісийної теорії Newton-a і до „actio in distane“. Після тео­рії' зглядности спорість такого дїлапя не можерозходитп ся з без­конечно великою скоростію, лише зі скоростію світла с. З того погляду построй) W. Ritz8) теорію світла, подібну до емісийної ■ теорії Newton-a, однак передвчасна смерть перервала ему роз­почате ДІЛО. ■■ "■Мусимо отже пргіняти, що електромаґпетна енерґія істну'є і розходить ся в просторі у формі утворів з собою безпосв- редно не звязашіх, подібних під тим зглядом до частинок ма­терії. Подаємо однак сей вислїд науки з застереженєм, бо много є учених, які працюють навіть над теорією зглядности, але'по- висшого погляду па етер . не приймають;. Тут передусім- зазна­чити треба славне імя li. A. I.orciitz-a.- ■ . , •



62' Однак вже вчаснїйше I. I. Thomson, висказав па основі деяких досвідів думку, що елєктромаґиетна филя не є тягла, але посідає структуровий вигляд. Також М. Planck в своїй теорії проміньовапя був приневолений впровадити гіпотезу еле­ментів — квантів енерґії.Будучність вияснить всі' нові з’ображеня, які разом з тео­рією зглядпости, в части незалежно від неї, увійшли до науки.
2. Критичні уваги.Годї заперечити, що спекуляції модерної фізики вказують на безглядну смілість, з якою лучить ся докладна льоґічна конструкція. Дають они нове СВІДОЦТВО СИЛИ І СВІЖОСТІ! люд­ської думки. Але рівночасно трівожпть нас єї руйнуюча діяль­ність.. Серед так много руїн щож остає постійного запитав М. Poincaré.. .В самій річи змодпфіковано до дна інтуіції простору і часу, відкинено основу збережена маси і висновки її, заквестіопо- вано істнованє етеру; се мабуть вистарчить, щоби поставити у сумнів наукові закони. Може видавати ся, що теоретична, праця в строгій науці є будованєм палат на леді, що наукові еистемати не мають в дійсності! трівкпх основ; то, .що яшії з накладом праці збудувала людська думка, завтра буде збурене. - 'Однак сей песимізм повинен бути в значній мірі зредуко­ваний. — Перш усього нема зовсім бесіди про беззглядне від­тінене основ, якими до тепер кермувала ся наука. Закон збе­режена маси і закони кляспчної механіки можуть бути примі- нені’у всіх случаях, в яких оставалп они в згодї з досвідом.они в певних умовах правдиві, але пе мають загального зна- чіня. В сучасній фізиці дійшли ми до таких і'руп явищ, які не дають ся уняти в дотеперішні форми. Для' їх зрозуміня тво­

римо ширші понятя; не значить се, що старі закони гинуть;_противно — остають, але як случаї, що відповідають означеним умовам загальнїйших законів.бсьмо свідками як з великим розмахом розширюєть ся на­укова думка, а не — як банкрутують єї провідні кличі. З резиґ­нацією мусимо ожидати, що й нові закони також не вистар­чать у будучности, але значить се лише, іцо не дійшли ми щ*  
до абсолюту.



63Мимо того, маємо почуте, що основа огляд пости через уза- лежненє простору і часу, величини маси і взорів механіки від руху укладу сорядних відобрала строгій думці оперте о дій­сність. Все, як видавати ся може, прибирає інший вигляд, коли улягає зміні стан спочинку або' руху тіл в окруженю зглядом глядача. Тимчасом підложем змінності! мусить бути щось трівалого; людське пізнане повинно все заспокоїти се ви­магане. Застановім ся отже, що є незмінне в світі явищ з точки зріня основи зглядности.Бачили ми вже, що виказуючи зглядиість простору і часут. основа зглядности називає долучене їх „світом чотировимір- ним“ і приписуеть ему безуслівне істновапє. Беззглядпою по­стійною є скорість. світла або взагалі’ спорість елєктромаґпетиих филь. Опісля основні рівняння електромаї'нетного поля Мах- м'еіі-а у формі, яку надав їм 1-І. А. Ьогспіи в електроновій тео­рії, зберігають свій вигляд, коли виконаємо трансформацію об­рядних (14). Виражають єни отже незмінні звязи між явищами природи. Основа збережена енерґії остав також иенарушена в теорії зглядности. На копець основу збережена маси, яка представляла для людського ума незнпщимість матерії, засту­пає основа збережепя елєктричности. Елементарний наряд електрону або йону, який обираємо за одиницю, не гине і не творить ся, є він пезмінппком матерії. Нинішня наука предвп- джуеть, що матерія не є нїчо інше, як збір ріжнпх укладів,, збудованих з атомів елєктричности.З тих поданих пезміпшіків виходить на яву якраз напрям еволюції сучасної фізики. 6 се новий погляд на світ фізико- хемічних явищ, званий елєктромаґнетнпм; є се стремлїннє до відбудови матеріяльного світа при помочи понять з наук елєк- тричности.У Львові, дня 1. мая 1У19.



. .. Resuiue.
Relativitätstheorie von Wolodymyr Kucer.Die Entwickelung der elektrodynamischen und optischen Probleme für bewegte Körper 'bilden die experimentellen Grund­lagen für das Relativitätsprinzip. Die Theorie dieser Probleme zeigt, wie das Relativitätsprinzip als Produkt der natürlichen Ent­wickelung wissenschaftlicher Anschauungen entstand. — Ausgehend von der Forderung, daß bei verschiedenen fasch' bewegten Medien Kugelwellen wieder Kugelwellen bleiben, gleichviel welcher Art die Erregungsquelle ist, wird das System der Lorentz Einstein- Sehen Transformationsformeln — auch in der von-Minkowski ver­langten allgemeinen Gestalt — aufgestellt und erörtert. Man be­kommt also die dem Relativitätsprinzip entsprechende Fassung der Bewegungsgleichungen des materiellen Punktes und einige für den Begriff der Masse und des Prinzip's der Erhaltung der Masse und Energie sich ergebende. Folgerungen. Kritische Be­trachtungen über spezielle Relativitätstheorie schlössen den ersten Teil der Abhandlung.



До теорії евольвент.Написав
Др. Володимир Левицький.

(Zur Theorie der Evolventen von Dr. Wladimir Lewyckyj).

Наколи евольвента в Т(ху)—0 (1), то еї еволюта має — як відомо — рівнанне <р^^==0, яке б вислїдом елімінації з рівнання 1) і рівнань:І = ’? = » + і(1 + !Ґ’) 2)На відворот до рівнання евольвенти дійдем через еліміна­цію £ і і/з рівнань 2) і рівнання <р(£у) = 0. Дістанемо тодї ріж- ничкове рівнанне евольвенти, яке є взагалі тяжке до зінте- ґрованя.В нинішній розвідці розслїджую кілька случаїв розвязки ріжничкового рівнання евольвенти, які можуть представити ін­терес і з огляду на інтеґроване тих рівнань і. з огляду на одер­жані типи евольвент. І.1. Приймім, що еволюта є прямою лінією о рівнанню: і; = а£ + Ь 3),тодї ріжничкове рівнанне евольвенти е після 2):
ах - + У") + 6 = У-+ 4г (1 + у'2) 4)або: «я = У + рг (1 + ау' + у’* + «2/'®) - Ь.

ЗВІРНИК МАТ.-ПРИР.-ЛЇК. СЕКЦІЇ Т. XXI. 5



66 Зріжничкуймо се рівнаннє, то дістанемо:а = + ^{У'(2г/У'-І-аУ'+За/У') —+ +Звідси слідує:4- ау''2 + Зау'У'1 — /"(1 4-У*)(1  + ау')або через редукцію:ЗуУ'8(1 4- ау') = у"’(1 4- у’9) (1 4- ау’).З cero виходить, що або:1 4- ау' = 0 5) або: ЗуУ’’ = у"' (1 4- у’9). 6)З рівнання 5) слїдуєть:
1 х

у' =-------т. є. у =------------ 1-е 7)■7 а ’a fзначить ся евольвента є в сім случаю прямою, прямовіс- НОЮ ДО еволюти. Евольвенти творять .жмут ОО1 прямих, рів­нобіжних до себе.Ріжничкове рівнанне 6) дасть:
W ^У"'1 4- У'9 У” ‘Через інтеґрованє дістанемо:З 

log у" = log (1 4- У'9) 4- log ctт. в. ЗҐ = с, (1 4- З/'3)^або:
y,,s== 0/(1 4- у'9)9- 8)Щоби зінтеґрувати се рівнанне, покладім:

dtp
, . „ dxу = tgy, у = —г-,У .V C0S»g)’отже:
/ dtp \8
\ dx /   с/

С08*(р  СО86фЗ відси:
^<Р . сі

dx х cos у ’отже: ± sin(p = с, х 4- сй.



67А що:^<7<Р = ~7=^S?=, T. Є. ¿ygo ——+ с») У1 — sin*<p  1 1 — (t^x 4- c8)2 ’то дістанемо:
rfy __ Cl^ + cg
dx ~± yi -(c,x + c,)«’Інтеґрал сего рівняння дає:

У = Т і уі - (с.х + с,)’ + с,, чотже рівнаннє евольвенти буде:(Ч у — et cs)2 + (с, х + с8)2 = 1. 9)Є се рівнаннє кола. Наколи вставимо в рівнаннє 4) вар­тості! на у, у', у", дістанемо між постійними звязь:
Сі С8 — ¿Сіз чого слідує, що рівнаннє 9) має в дійсности лиш дві постійні, отже рівнаннє 9) представляє жмут оо2 колес.2. Пошукаймо евольвенти для осий сорядних.Для оси уу еволюта є £ = 0, а тодї після 2) ріжничкове рівнаннє евольвенти є:

Через зріжничкованє дістанемо;1 = У"(У" + Зу,ау") — у"'(1 У у'2) у"у"2або: у' (Зу' у"2 - у"' - у’" у'3) = 0.Звідси слідує або:
у 0, т. є. у = Const (прямі рівнобіжні до оси хх}або: Зу'у"2 - у'"(1 + у'2) = 0.Се є рівнаннє 6), отже і в сїм случаю дістанемо жмут оо2 евольвент, що є колами.Для о с и ££ еволюта є у = 0, а ріжничкове рівнаннє еволь­венти є :■

у + У(1 + Г)=о
If



68або:
УУ” + 1 + ?/2 = 0. 10)Через зріжничковане дістанемо: *

і = ± гж + с2, отже: % ___________________?/ = ± У(с2 ± їж)8 — сг а звідси: ж8 4- у1 Т 2саіх = са8 — с1ФСе є жмут мнимих колес. Щоби они були ДІЙСНІ, му- сїло би бути с2 = 0. Тоді однак:
Xі + у* — — сх.Се є також мниме коло, бо сх не може бути відємне, так як тоді в рівнанню 11) Іодсх бувби числом мнимим. сх не може бути й 0 (ж84-у2 = 0— початок сорядних), бо тоді
log Cj = — оо.

Зу'У' + ?/?/" = О, Т. 6.
З відси слідує:З logy + logy" = log q 11)або: У3?/" = cvА що після 10) >, 1 4~ V* 8У ^=--------то:

Уу2(1 + /*)=  - С, або:
У у'— ± г Vy*  + cL

t —Покладім: у*  + сх = ¿8, у — ± 1/^ — с., у'~ +У^-сх ’ то дістанемо:
, . dt

УУ=1^ або:
, .. . dt dt
±it = t-^, т.е. ^- = ±.
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П.Приймім тепер, що еволюта є гіпер^ віднесенім до асимптот, т. 6.: о лею о рівнанню,= с.Тодї'з рівнання 2) слїдуеть:

або:
Через зріжничковане дістанемо:2 _ у*  (у" + 3 у'*  у”) - у"’ (1 + уЧ) у У"’ "" =

У +У ) [у*- (1 + у'8+уу'Т21 — 3 У У Ег«“ (1+уа+уу")2]'
Звідси дістанемо два ріжничкові рівнання:у'" (1 + у'2) - 3 у’ у"2 = 0 12)с. в.: Зуу"2=у"'(1 4-у'2)і: ^=(1 + у'а + уу")’ 13)Рівнанне 12) е вже нам звісне; оно дав жмут о©2 еволь­вент, що в колами.Розслїдім тепер рівнанне 13); напишім его в виді:,___________су"2У ~ (1 + уу" + у'2)2*

^су"' (1 + у'2 + у У°) - С у" (3 у у + (1 + у'4 + ууТабо. по упорядкованим»:
ГуЧІ + Г) _ о „„ _ сГ(1 + У2) 3 су' у"’

У"*  (1+у'2 + уу")4 ~~(1 + у'2 + уу")4с. є.:
у-" (1 + уіг) - ц + ^ + уу-).] = 3 У’ [у - (1 + у^+уГ)!]або:



70А що:
то дістанемо: Г , чі*  вУ'*1^(г + ^0=ігабо:

(і . , ,ч аі/"— (а: + у2/) = -=? 14)
де: а = ± }/с.А що: У" /—

УУ~то дістанемо:
^(х + уу} = а-^.(2у/у-).

а по зінтеґрованю:
ж + уу' = 2аУУ + 6 15)де Ь є постійна інтеґрації.Щоби розвязати рівнаннє 15), напишім єго в формі:

х ./ Ь . 2а \ х , / Ь 2 ачУ =------- + ( — + —= ) =-------- + ( — + “7= ),
У К У УУ' ' Р Х Р УР'

тт ■ 1 , х Ь , 2а , , .Положім:------= 93 (»),----- 1—- = уз (р),
Р Р Урто рівнаннє 15) прийме вид:
У =Жф(р) + у)(р). 16)Є се ріжничкове рівнаннє Lagгange’a.Зріжничкуймо єго що до х, то дістанемо:

Р*=Ч>(Р)  + [х9'(р) +Звідсй: 
<іх ^(р).х (р)Ф Р—Ч>(Р)^Р-Ч>(Р)'
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А що: 4>'(р) — Р~2> ty'(p) = Ьр * — ар ’

z , 1 Р*  + 1р — <р(р) =р + —=iLp— ’
або:
т. є.:

то дістанемо: ¿¿ж __ рх____________р ( Ь_ а \
^Р ~ Р*(Р*  + 1) Р2 + 1 рЧ*  '

__ х Ь + а/р^

^Р Р(Р2 + 1)~ Р(Р*  + 1) 
(їх^=і(Р),х^г(р)і 17)

г/ . 1 гуг \ ь +

Р(Р2 + 1)’ р(р*  + 1) ’Рівйанне 17) є рівнанне лінійного типу, отже після формиЕпіег’а вго інтеґрал має вид:
де:

х = Седе С є постійна інтеґрованя.Інтеґрал:
dp 

р (р*  + 1) 

dp, 18)
pdp 

р9 + І

= іод с. + log р - о- (Р*  + 1) = 1°д С1Р* У(р8 + 1)(Сі постійна інтеґрованя); в виду того:
е -Ь 1Інтеґрал:

Pdp = -1 * +J р (р*  4- 1) 
р . і 

_Є1. ь + ае= dp =

5L=dp = 
Ур’ + І



72

= -bc f dp -ас fp^dp

J (P*  + 1) Vp’+l ф» + 1) Vp»+1‘”Інтеґрал :
Л =1 ——-~~== перейде через субституцію:

J (pi + і) Vz>2+i
. , dtp „ 1

p = fqtp, dp = —~~, + 1 — sec2 tp ~ —r—' Г COS' (p r COS2tpна інтеґрал:Л = / cos tp dtp = sin tp + c2 = • , - + ca = p + c8.
J Vl-H<7> yi + p8Інтеґрал: Z8 = /*  X# dp-.-- — i/>7(l + T* 8)*  dp

8 J Vip*  + 1)’ / P 1 переходить через підставлене p = q*  на інтеґрал:
Ii=2^qi(l + g*f*dg.

Є се біноміальний інтеґрал Eulera.* •. . иг + 1 „ т + 1 , рА що ані сума виложників: -------- , ані —і— + деJ п ' п д"
о л р Зт = 2, п — % - = —не є числом цілим, тому після дослідів Чебишева не можна звести сего інтеґрала до вимірної форми.Щоби ро з слідити характер сего інтеґрала, вставмо: р = tgtpy 

, dtpdp = —, тоді:cos*  tp

2 / see3
— == / (sin tp cos tp)*  dtp 

tp cos2 g> I / У sin 2tp dtp.А коли вставимо : sin 2tp = z> дістанемо :
і, = —U= /* ¡/'^~zdz- 

2У2 J V 1 —
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Підставмо тепер г^= —, то в легкий спосіб дістанемо: £

І __  _ 1 І (І8 __ ___ 1 Г (ІЯ* 2“ у£ / $у4а3 -4з'Напишім 78 в видї:
ї, = - ~ -------

У2/ «У4»’ — д^в — дгто бачимо, що Д е елїптичним інтеґралоМ третого рода в формі ^Уеіегвігаез’а, де д2 і є незмінниками функції 
8=р(и). Притім #2-=4, <?3 = 0. А що:

9% = 2 (є/ + е82 + в32), дл = 4е, в»,де = р(а)), et —p(to 4- to'), е3 =p{dtf)(¿» і ы півперіоди функції р), то в виду сего:є/ + е82 + е32-— 2в] е? ея = 0.Приймім, що е3 = 0, тоді: е2 — V2 — є/, а тоді модул Ja­cobi виносить: __________= е2 ~ез = У2~еіа-в3 С|і можна інтеґрал І2 перемінити через відповідне перетворене на еліптичний інтеґрал Legendre’a або Jacobi. Се однак не входить в обсяг теперішних наших розслїдів.Так як:_ 1 __ ____1 1 1 + tg^tp l + р*
8 sin 2(f) 2 sin у cos ф 2 tgrp 2рто:

і =____ L уУ2 V 2jo 7‘В виду cero формула 18) прийме вид:ж = сет-^ШГ-бс.-^-бе.е, +^г(ї±£!)] сіР сіР L yi+jo2 V2 v 2рабо : ______
Ур»+1/ ЬеіР .. «¿2_р(1±£) 19)

с^р Ivi+p8 V2 ' 2р Іде: Сі = С + b Cj с2.



74 Скомбінуймо СЮ форму З формулою 16), Т- є.
х , Ь , 2а 

У =-------+ — +
Р Р \Рто з послїдного рівнання вийде:_2а2 + (Ь — х)у ± 2ау/а2 + (Ь — х)у 

р______________ - -—¡¡ї- ’а коли се вставимо в рівнаннє 19), дістанемо на рівнаннє еволь­венти загальну форму:
(7 (ж, у, Ь, с, (70 =0. 20)Се є жмут ОО8 евольвент для гіперболі £77== с. Як з повис­ших розслїдів видно, є се переступні криві з огляду на еліптичний інтеґрал.Очивидно для иньших кривих вийдуть ріжничкові рівнання евольвент єще більше скомплїковапі, а їх розвязка буде взагалі' дуже тяжка до переведення. ПІ.Возьмім загальне рівнаннє еволюти у виді: 

У = Ф (;), де:
У Утоді ріжничкове рівнаннє евольвенти є:

У + (1 + У**)  = Ф Г. - (1 + #'*)!•Зріжничкуймо се рівнаннє, то дістанемо: 
, %у‘ у“1 — у"*  (1 + у42)__

у + іґ*  1 ~ 

= ф‘ Гх _ (1 + ,,<»)'] А _ +
у“ * 7 ’ І у* 4і Габо по впорядкованих):

З відси слідує, що дістанемо слідуючі ріжничкові рівнання евольвент:
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■Ау,у"г-у"‘(1 + у‘,‘) 1)<₽' [г-^(1 + »'•)]?- = -1 2)Друге рівнанне е характеристичне для даної кривої ї? — Ф (£), перше для всіх кривих.Перше рівнанне, написане в видї:

у* “ Зу'у" 
у“ ~е вже нам звісне зі ст. 66 і воно висловлює слідуюче твер- дженнє:До кождої еволюти належать два жмути евольвент, оден жмут спеціяльний для кождої кривої, другий жмут колес, зн. між всїми евольвентами якоїнебудь кривої лїнїї находить ся все жмут колес, той сам*  для всїх кривих.

Львів, в сїчни 1922.
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ResuméIn dieser Abhandlung behandle ich einige Fälle der Lösung der Differentialgleichung einer Evolvente.I. Ist die Evolute eine Gerade, dann bilden die .Evolventen entweder eine Schar der parallelen Geraden oder eine Kreiseschar. Die zur zz-Achse gehörigen Evolventen bilden eine Schar der imaginären Kreise.II. Ist die Evolute eine Hyperbel von der Form xy — c, dann bekommen wir zwei Evolventenscharen; eine bildet eine Kreise­schar, die zweite ist durch die Differentialgleichung:

x + yy' = 2a Vy' + b
(a= ±Vc, b eine Constante) charakterisiert. Die obige Differen­tialgleichung ist eine Gleichung Lagrange'schen-typus und lässt sich in die Euler’sche Formel:

_ (I(p) dp (I(p) dp C (I(p) dp
x = Ce —e .1 Z(p)e dpüberführen, wobei:rz . 1 , b 4- ap*

I(p)~ pty2 + 1)’ Z(P>~ p{p*  + iy p~y bedeuten.Da das Integral
(r7/ •. bßjp , ac, f ds
I Z(p)e dp =------ 1 * — bc,c<>-\—= I ■./ Vl+>8 ]/2/sy4sa-4s(Ci c2 constante Grössen) gleich ist, wobei s=p(u) (Weierstras- sche Funktion) bedeutet, also elliptische Transzendenten enthält, so bekommt man für zweite Evolventen schar einer Hyperbel eine Schar von transzendenten Kurven, die der Gleichung:

G (xy b cY Cx) = 0(Cj Ci constant) Genüge leisten.III. Lehrsatz: Jede zur beliebigen Evolute gehörige Evol­ventenschar besteht im allgemeinen aus zwei Scharen, u. zw. einer speziellen Kurven sch ar, die für gegebene Evolute charakteristisch ist, und feiner allgemeinen Kreiseschar, die für alle Evolu­ten dieselbe ist.



Діяда як споріднена трансформація.Написав 
Никифор Садовський.

(Dyade als affine Transformation aufgefasst von Nikefor Sadowskyj.)

§• 1-
Чому вводимо діади?Аналіза векторів е збудована на 3 дефініціях, які є в тісній звязи з трома основними понятими механіки: з рівнобіжником сили, працею і моментом.Нехай будуть вектори а і Ь виражені через три основні на­прямні дійсні одиниці і, і, Е, здовж осей хх, уу, гг, іменно:а = ахІ 4- ау| агїЬ — 6хі 4" ¿Л 4" Мто висше помічені дефініції виражаються аналітично в сліду­ючий спосіб:I. 4  вуї 4" ^Е) 4" (6і  4  ¿уІ 4" ^Е) ==* * *= (ах 4- ¿х)і 4" (<їу 4*  6У)І 4" («г 4- 6г)Ет. є дефініція додавання векторів.II. («хі 4- «уі + <чЕ) (&їі 4- М 4- М) ■— &х^*х  4" 4”деф. скалярного множення іПІ. [ахі 4- «уі 4- аЛ] [М 4- М + ¿гЕ] == і І ЕЛу ¿їх6Х бу Ъъ



78 Сі три ділання назначуємо в механіці коротко символами, пр. Ш = ф 4- £1
Ь = ф а9Й = [г ф]Аналізи векторів вистарчав вповні до математичного трак­тования механіки точки і механіки штивних системів, но вона заводить при механіці упругих тіл. До сего потребуємо нового ґеометричного твору, а таким є дія да.§• 2.

Діяда упругости.Щоби подати дефініцію діяди, вийдім від приміру. Поду­маймо собі куб, вирізаний з тіла, яке дається деформувати, причіплений трома стінами до трох площ основних першого октанта.

Щоби куб, вирізаний зі здеформованого тіла, був в рівно­вазі, мусимо його внутрішні напруження в напрямі хх зрівно­важити трома зовнішними тягненнями, іменно нормальним тяг- ненням і двома стичними Х3 і Х-г (напруги). Подібну трійку



79дістаєм для двох прочпх напрямів. В цілости дістаєм 9 величин, які опреділяють стан напруження в кубі. Сей комплекс пишемо подібно як детермінанти (визначники), но для відріжнення бу­демо давати вигнуті скобки місто двох рівнобіжних черток:
{X*  Ху ХгГх Гу П

Хх Ху Хх Jі називаємо його діядою напруження.Коли тягнення підлягають трьом умовам т. зв. симетрії, т. є: 
Ху = Ух1 циклічно У7 — Х}, Хх = Хгіншими словами, коли спряжені стинаючі є рівні, то діяла де- ґенерується в тензор напруження, кближ в кінци всі стинаючі

і в детермінантах пр.

тягнення є рівні зеро, то з діяли остає лиш головна перекутня
Хх, 0, 0о, 00, 0, ххі ми приходимо до вектора з його трьома складовими.Таке деґенеровання висших форм на низші стрічаємо

0 13Операції діядами є зовсім відмінні від операцій детермі­нантами. Як оперується сею новою ґеометричною величиною, покажемо в слідуючих розділах. На разі позволимо собі діяду докладно спрецизувати і зробимо се при помочи спорідненої (affine) трансформації. §. 3.
Споріднені трансформації та їх відношення до діяд.В механіці і в теоретичній фізиці даються часто найдені права вбрати в лекшу*  і до дальших розслідів приступнійшу форму, коли місто первісних сорядних введемо нові, звязані функційно з первісними. Введення нових сорядних відбуваєть­ся при помочи так званих трансформаційних рівнань.Найпростійшою є трансформація споріднена (affine). Єї можна зложити з чотирох основних трансформацій: з рівнобіж­ного пересунення, скручення, зміни поділки і з інверзії.



80
і) Рівнобіжне пересунення. Коли маємо два уклади сорядних, яких оси е рівно­біжні, і які через пересунення оо' дадуться накри­ті*  ти, то говоримо- о рівнобіжнім пе­ресуненню. Пере­сунення се вира­жаємо аналітична трома рівнанями: (Р) х4 = х + а 

У\=у+Ь г = Ж + сПри тім відріжняемо активну і пасивну трансформа­цію. Возьмім точку А, яка в системі о мав сорядні (х у з), а в системі 0і сорядні («' у4 г), то трансформацію можемо ио- нимати в сей спосіб, що точка А пересунулася і зайняла нове місце Аі і се є активна трансформація; або що точка А лишила ся непорушно, а уклад пересунувся в нове положення о' і се є пасивна трансформація. Розуміється, що точка, а Л другім случаю уклад, пересуваються рівнобіжно, лише в противнім змислі.2) Скручення системи.

Фіґ. 3.



81В площі на скручення системи осий дав нам аналітична ґеометрія слідуючі рівнання:
х4 = ас cos — у sin у
у‘ = X sin ф + у cos ® або загальнійше ЯҐ == X COS + у COS Pj
у*  = х cos а8 + у cosз услівями ортоґональности:

ЄО8\ 4- COS231 = 1
COS2lX2 + Cps832 = 1 COS Oj COS J(a + COS Зі tos2 — 0.Подібні формули дістаємо і для простору. Назвім cosàj = 

cos fa = fa і т. д., то система для скручень буде
(D) х*  = а^х 4- fay 4- c\z

у‘ — а2х 4- fay + c2z
z*  = а3ас 4- fay + CgZзі 6 услівями ортоґональности:«і2 + V 4- с/ = 1 ata2 4- 4- 0^2 = 0 І Т. Д.Легко можемо переконатися, що субституції (Р) і (£)) не зміняють довжини. Відтинок а = 5 cm через ті субституції змі­няє лише своє положення.3) Зміна поділки.Ту трансформацію характеризують 3 рівнання:(Л/) Xі = Хжу' ■= р*у
Z*  — VZпри чім X [л '/ в додатні числа ріжні від 1.Ся трансформація, активно взята, означає зміну довжини відтинка і скручення його. В случаю X = р. = v дістаємо фіґури подібні збільшені або зменшені в зависимости від X і то без скручення.Примір:(Jf) х4 = 2х Точка А (2, 1, 0) переходить

у4 = Зу в положення А4 (4, 3, 0)
Z*  = Zкуля Xs + у2 4- Z2 — 6іпереходить в еліпсу
(Й)Мї0’+ G)! -1

ЗБІРНИК МАТ.-ІІРИР.-ЛЇК. СЕКЦІЇ, Т. XXI. 6



82 Трансформація взята пасивно означає зміну одиниць на осях укладу.Для а = |л — V = 1 називаємо єї трасформацією ідентич- ности. Фіґура в (асуз) є -пристайна до фіґури в (х‘у*г ‘).4. Інверзія. Возьмім під увагу случай л — [л = V —1,то легко переконатися, що та трансформація, взята активно,*  означає відвзорованнє в почат­ку укладу, а фіґури, що повстають через ту трансформацію т. з. ін- верзію, є центрально- симетричні.Беручи пасивно, ді­стаєм заміну додатних осий (я?уг) на відємні:(І) аг' = —аг
Кожда з тих основних трансформацій є лінійною трансфор­мацією сорядних. В наслідок еего можемо їх написати в загаль­нім виді: (Л) = агх + \у 4- б/,

у*  = «¡ас + Ь2у 4- са2 ч- ¿3 г' = а3х + Ь3у + с82 +Легко переконатися, що система (А) має в собі всі чотири висше наведені трансформації.Тому можемо сю споріднену трансформацію написати в виді: (Л) = (РИМІ).Фіґури, що їх дістаємо через субституцію (Л), називаємо ґеометрично спорідненими.Подумаймо собі, що = <4 = 0 є постійно зеро,або що на одно виходить, що виключаємо рівнобіжне пересу­нення, тоді 3 прочі дають нам 9 характеристичних сочинників від себе независимих, подібно як се ми мали при напруженню. Сей комплекс будемо називати дія дою і будемо писати сим-



83волічно: діяда Ф — =
Значіння сего символа є рівнань
(£>, М, 1) х1 = а, ас + 

У' = а8ас + г' = а3ас +

«і ¿іа8 68 с8я8 ¿з сз іоднозначно усталене системою
М + са2
ЪъУ + сзгМи понимали до сеї пори (4) як трансформацію точки, через яку точка А переходить в точку А*.  Коли получимо точки 

А і А' з початком укладу О, то дістанемо два місцеві вектори
О А = т і ОА*  = VЩоби дістати рівнання трансформаційні для місцевих век­торів, множимо 3 рівнання трансформаційні по черзі через на­прямні одиниці і і ї і додаємо сторонами.1) Для рівнобіжного пересунення

х* — х + ат іУ' = У + «У ія* = г + ал І

(ас'і + у*\  4- г'ї) = (асі + у) + г!) + (ахІ + ау| + а.ї).Вираження по лівій стороні є місцевим вектором
О А = г*подібно по правій(асі + у\ + гї) — ОА = тВектор третий називався вектором рівнобіжного пересу­нення а.Тимсамим рівнання рівнобіжного пересунення приймають видг' = г + а



84 2) При скрученню, доступаючи подібно, дістаєм рівнання ю'І + УЇ + = («і« + + с^і + (а8ж + + с2з)і 4-
+ (а3х 4- 68у + с3з)їСе рівнання заступаємо слідуючим г' = Ф . г при чім операцію опреділену сим рівнянням будемо називати множенням діяди. Діяда Ф означує ту сукупність 9 вечичин

Ф = сх 
а2 ^2 С2 

«З ¿3 ®3звязаних зі собою умовами ортогональности. Таку діяду будемо називали „чистою діядою скручення“.3) При зміні поділки редукується діяда до 3 членів го-ловної перекутні
Ф =

А 0 0 0 |л о О О VДля приміру нехай буде Ф — 3 0 00 2 00 0 1і г = 2і - і 4- зе, то ділаючи діядою на г дістаєм г' = Ф . г або виразно:
Vі = (3.2 4- 0(—1) 4- 0.3)і 4-4- (0.2 4- 2(—1) 4- 0.3)і +4- (0.2 4- 0(—1) -4-1.3)? = 6і - 2і + ?Для а = р. = V дістаємо діяду подібности X 0 00 А 00 0 АФ =

при чім а = 1. В случаю а = 1 дістаєм діяду ідентичности.
Ф =

10 0 0 10 0 0 1Отже г' = І. т = г, 



85значить маємо можність, там де сего вимагав потреба, предста­вити кождий вектор в формі діяди. Простий рахунок показув, що діяда подібности дається виразити через діяду ідентичности:
ф = А . І.4) Рівнож і діяда інверзій є дія дою ідентичности зі знакоммінус -10 0

ф = 0-1 00 0-1Перейдім тепер до загального случаю. Помножім рівнання трансформації (Л) по черзі через і і ! і додаймо, то дістанемо
«1 С1

Ь2 С2

аз Ь3 С8або

Коли а = 0 (отже без пересунення), тоді г' = ф . г.В сей спосіб ми прийшли до однозначного окреслення діяди як спорідненої трансформації без пересунення.



86 §• 4.
Значіння діяди в ряді Тауіог’а.Нехай буде дана довільна трансформація (лінійна або висше чим лінійна).(Т) Xі = у(хуг)

У*  = /(^У2) 2' = Ф(<У2)-Точці А відповідає переміщена точка А'. Рівночасно пере­ходить точка сусідна В (х 4- сіх, у 4- ¿¿у, г 4- <&) в точку
В*  (х*  4- Ах\ у‘ Ау\ Xі 4*  ¿я')*Поставмо собі задачу подати трансформацію елементарного вектора =±= /(гіг).В тій ціли розвиваємо рівнання (Т) в ряд Тауіог’а, при чім обмежуємося до нескінчених першого ряду<йс' = . Ах 4- . Ау 4- ~~ . Агдх ' ду у дг

Ау‘ = . Ах + . ¿у 4—. Аг* дх ду * дг, , 9ф , . 9ф , . 9ф ,аз = -т2- . Ах 4- . Ау 4- . Агдх ду дгЩоби ті рівнання подати в формі векторовій, поступаємо як при спорідненій трансформації. В тій ціли творимо із сочин- ників при ¿ж, гіу, АгДіяду 
д^ д^ ду
дх ду дгФ = . л. . 
дх ду дг#ф М Зф
дх ду дгі дістаємо = Ф . АхВ спеціальнім случаю, коли частні похідні є постійними числами, дістаємо звісну нам діяду спорідненої трансформації.
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Фіґ. 7.
Вправи.1) Як трансформує діяда Ф =вектор ї = і + І + І2) То само для 0 —3 1

ф = 3 0 —2-1 2 03) То само для соя а — 8ІП <Х 0
Ф = віп а. сов а 00 0 1

і Г = 2І
і * = 2І + Зі(чистий оборот в площі (жу')* 4) То само для соз а — вігі а 

віп а СО8 а0 0

2 3 13 1212 3

для т = 2І + Зі + 4?.Ф = о о15) Вправу 3. і 4. розвязати для а = 30° і эо».6) Задачу 5. розвязати ґрафічно.7) Коли вісь гг лишаємо незмінну, то є а  = г, тоді транс­формація відбувається в площі (жу). Рівнянням трансформа­ційним відповідає діяда *
Ф = Ьг 0 

а2 ^2 0 0 0 1



88Діяда ся має 9 елементів і називався простірною або тре- того ряду. Колиж відкинемо третє рівнання, то дістанемо діяду поверхневу або другого ряду:
Задача: Розслідити, як зміняють ся місцеві вектори ї = І г = і + І г = і - І т = 2і + Зіпіддані діланню діяди
8) Найти діяду 2 ряду, яка місцевий вектор г обертав о кут 30° в відємнім напрямі не зміняючи його величини.9) Вектор г = Зі + 2] обернути в додатнім змислі в площі 

(ху) о 30° і збільшити в відношенню 3 : 1. Який вид має відпо­відна діяда? §. 5.
Додавання діяд.Свобідний вектор а (що дається пересувати рівнобіжно) є однозначно опреділений своїми складовими ах, ау, тому мо­жемо його уважати за злучення трох величина — (#х а? аг)В сій аналітичній методі дефініція додавання векторів має вид ау ал) + (6Х 6Ж) = (ах + ау + 6У, аг +діяди, вважаючи їхТу дефініцію додавання пошируємо на злученням 9 величин, отже:

«1 ¿1 С1 /1коли Ф1 = ¿2 с2 і Ф2 = ;«з ¿8 С8 /ато
ф, = <1>1 -І- ф2

а1 + + 0і,4" ^2> ^2 4"«з 4- /з, + Уз,Про ґеометричне значіння додавання натися при спорідненій трансформації.

Уі лі ]Уз Л2 >
9з ^8 )

сі 4" )С2 4" \ 1
С3 = ^8 ]діяд легко переко-



89Рівнож легко виказати, що право переміни і злуки затри­мують своє значіння, що отжеФі + Ф8, = Ф2 + <і»і‘і’і + (Ф2 + Фв) = (‘і’і + Ф8) + Ф8Задачі:1) Даний вектор г = 2і 4- 3| + І піддаємо по черзі ді- ланню діяд

2) Даний г = 2і + 3|

Ф1, ф2, Ф1 + Ф2 і Ф8 4 Фі.Як він зміняється, коли12 3 2-2-3Ф1 = 2 3 1 і ф2 = -2 0 —1со -3 — 1 1
і діяди
Найти рахунком і рисунком ФіГ, Ф2г, (Фі + Ф2)г і <І\г + Ф8г.3) .Задачу 2. сформулувати для простору і розвязати.

§. 6.
Части і діяди.І. Спряжені діяди.Коли в даній діяді поміняємо стрічки з колюмнами (обер­немо довкола головноїжену Фс:Ф =

перекутні),«і &і а2 62 «з К
С2 сз Фс =

то дістаємо діяду спря-
®1 Яд Яд
¿1 62

С1 с3П. Симетричні діяди або тензори.Коли Фс = Ф то діяда називаєть ся симетричною або тензором,і означується Фв •Жадання Фс — Ф є рівноважне з трема умовами
Йд = 1>! = Сд Сі =



90 Діяда редукується до влучення 6 независимих величин
°1 С1

ф< = < С8
. С1 сі сз(гляди тензор напруження).ІП. Коли Ф = — <1>С, то діяда називається антісиметричною*  Фа. Рівнання услівне є рівнозначне з 6 слідуючими услівями:«і = —а1 або «ц = 0подібно = 0 с3 = 0дальше

= = ^2отже Ф» = < 0 —6, а»0 —с2— Дд Cg 0Діяда редукується до трох величин ся представити вектором. ¿і сй а3, отже даєть-Сі дефініції позваляють нам вивести діяд:1) Ф = Фя + Фн2) Ф8 = |(Ф 4- Фс)3) Фм = |(Ф — Фс).
три твердження для

§• 7-
Тензоровий добуток.В теоретичній фізиці стрічаємо часто трансформацію, якав виді діяд є

«А «Л а163
CtgФ =

Ту діяду можемо вважати повсталою з двох векторів:а = ^і 4- a2j 4- cf3fЬ = \і 4- 4- ¿з?що є характеристичні для даної трансформації. Саму діяду ді­станемо, коли складові векторів помножимо через себе при за­хованню певного порядку (як се маємо в методі кватерніонів Hamilton’а).



91Щоби сей добуток відріж нити від скалярного о 6 і векто- рового [а Ь], аналіз а векторів означує подвійними скобками[[а Ь]]і називає тензоровим добутком (Ьгіие: КеІаНуіШєргіпгір, 1913). Як бачимо відповідна діяда є тензором.
§. 8.

Множення діяд.Ми бачили, що добуток діяди і місцевого вектора є новим місцевим вектором т, який повстає з першого через споріднену трансформацію без пересунення т' = гКолиж сей новий вектор помножимо через другу діяду Ф8, дістаєм V' = Ф8 Фх . г;ту трансформацію місцевого вектора означуємоФ9 = Ф2. Ф,і називаємо множенням діяд.З сеї дефініції слідують вже всі свійства сеї операції.Як виглядає се множення в практиці, покажемо, для улек- шення, на діядах другого ряду. — Діяда <14 є рівнозначна з підставленням:(а) х‘ — агх 4-
у*  = а^х 4- Ь2уі трансформує точку А в А\ а діяда Ф8 рівнозначна з під­ставленням:(б) х" = Ріх‘ 4- <ьу‘
ун = Ріх*  4-і трансформує точку А' в А".Щоби дістати трансфор­мацію точки А прямо в А", мусимо рівнання (а) підста­вити в (6) і дістаєм:

я" = СРі"і +У" = (Ріаг 4- ?2ая> 4- (Рг\ 4- <1Му З сего бачимо, що
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РіЧі I i ai^i 1 __ / Piai "І" Уіа2> Pi\ + їі&а Ì^2?8 > ' й2^2 ' I PiaL 4" ?2a2 > Pi\ + /або коротше

Ф/.Ф1 = ф3.Поширення на 3 і більше число сторні діяди не справляє трудності!.Задачі.1) Дані діяди
Діяд як рівно» на про-

Ф, ' іУз, __ 3 
ї і Уз -і—

3
фя — і Уз-коли наФ8, І Ф!як перемістить ся вектор Г — І,

Ф1, ф2, <1>! + ф2, фх
него*2 . Фг ділають діяди

2) Розслідити, чи до множення діяд відноситься право пе­реміни і розлуки, і то окремо для площі, а окремо для простору.3) Скрутови довкола оси гг о кут а відповідає діяда
І
 cos y —sin у 0 

sin у cos y 0 ,0 0 1винайти Фи і Ф/3які обертають вектори довкола осий хх і уу о кут а. і 0.4) Місцевий вектор r = 2і + 3j + ї обертаємо о кути а = 30°, £ — 60°, y = 90° в додатнім з мислі довкола 3 осий. Яке буде остаточне положеннє вектора г?5) Утворити діяду Ф„йу = Ф((. Ф0 . Фу і розслідити, чи є сповнені услівя ортоґональности. ХЧи є чистий оборот?)6) Вектор ї = 4і побільшити в відношенню 4:1 і обер­нути довкола кождої оси о + 90°. Як буде лежати вектор? Подати вид відповідної діяди.7) Як трансформує тензоровий добуток з векторіва = _2і + 3| — Є6 = -2І — Зі + ! місцевий вектор г = і + 2і + 3!.8) Зі сили
$ = %кд і 4- 3 кд і ф 4 Луїі рамени г = 3 т і ф 5т і + 2 ш І дістаємо момент ЯК в виді векторового добуткаЯК = [гф].



93Який вид має антісиметрична дія да Ф* , що помножена через г дав той сам момент? — Фа . ї ?9) Як виглядав антісиметрична діяда ФІ, що помножена вектором сили $ дав моментЯН = [тф]в виді Шї = Фі.ф?В який спосіб дістанемо з діяди Ф£ вектор г і на відворот?NB. Послідні дві задачі дозволяють нам векторовий добу­ток замінити операцією діядами. Се значить для діяди поши­рення єї понятя в значінню фізикальнім. Она є тут вже чимсь більше, чим спорідненою трансформацією. В діяді міститься тут і зміна дімензії вектора. 9.
Ділення векторів.Ми шукали до сеї пори вектора b з даних Ф і а, іменно b = Ф . аТепер ставимо собі відворотну задачу : з даних b і а найти діяду Ф. Ту задачу означуємо символічно
А = фаі називаємо сю операцію діленнєм векторів. Що сей проблем є немало важний, показує теоретична фізика, , де ми кбжду на­прямну величину b можемо представити в видіЬ = Ф . а наколи в розвиненню Taylor’а ограничимося до членів першого- ряду; пр. ріжничка скорости іcfo = Ф . dr, ріжничка сили в ґравітацийнім поли¿Й = Ф^г і т. д.Щоби задачу рішити, введім деяке улекшення, яке не змі­няє Його загальности. Зорієнтуймо простір в сей спосіб, щоби його («у) площа переходила через вектори а і Ь, при чім прий­маємо, що оба вектори мають точку зачіплення в початку укладу.Під сим заложеннєм трансформація дається зложити з чи­стого обороту
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І З ДІЯДИ

С05 V 
зіп 7 О — зіп

СОЗ

* О О ОхО О 0 х

о 
о1

при чім
ДГяда дає зміну величин і дімензії вектора а.В результаті дістаємо
Пригадуємо, що ми рішили задачу через пасивну транс­формацію : зорієнтований простору і через активну Фх . Фу транс­формацію вектора. •Задачі:1) Вектор г = Зі + І + ї переходить в вектор

Як великий є оборот, довкола якої оси і в якій поділці?2) Найти діяду обороту системи (хуг) для:я = р 7 = 120°.3) Вектор рамени г = 2 т і переходить в вектор моментуЯка є діяда? ЗК — 8 ткд І

§. ю.
Поля скалярні і векторові.Коли до кождої точки простору належить точно означена величина, то маємо перед собою „поле“. Підпорядкована вели­чина може бути скалярна пр. температура і тоді є скалярне поле. Колиж она є, напрямна, то маємо векторове поле пр. поле маґнетне довкола маґнета.Надто місцева функція може означати величину і якість фізикального стану і тоді говоримо про фізикальне поле, або може означати чисто ґеометричну величину і тоді говоримо про ґеометричне поле.



95Щоби мож було розсліджувати поля, мусимо пізнати ріж- ничковання скалярних і векторових функцій, де рівночасно по­бачимо гарне примінення діяд.§. П.
Роля діяд в ріжничкованню." А.Стан на простій.1) Нехай і означав час. Подумаймо собі одну точку на простій, в якій розсліджувмо величину скалярну змінну з часом пр. ■&■ = &. в-(охолоджування в даній точці).Загально:
а =Похідна, яку будемо означували
(Іа —г- = азміну скалярної величинидав нам льокальну

2) Нехай буде а = ®(г)і отже, напрямний стан в точці пр.
А*

А сі‘

Фіґ. 10.сила, що змінявся в часі лише що до величини, значить змі­няє ся лише
|а| = ?(0.



96 Функцію ф(<) розвиваємо в ряд Тауіог’а, задержуючи лише нескінчено малі першого ряду і множимо через і, то дістаєм 
<іа = . іЗвідти ¿а ■
тг = »*)• ’ = °дає нам льокальну зміну.3) Возьмім під увагу скалярну функцію а = &(ас), яка нам подає скалярний стан в данім моменті пр. розклад температури поміж вікном і дверми в хаті.

Точки А і В є точками рівної температури (загально екві­потенціальними). Зміна стану є дана через приріст
da = -у- dxdx

„ . d .Введім символ 1 = V(читай його „del“) і назвім
dxi — drтоді приріст висше наведений можемо написати в виді
da = Vf • drзвідки

da-*  =Величина v? дає нам субстанціальну зміну скалярної величини <р(;с) в напрямі dr.



974) Нехай а = с(ж)і означає векторову величину, яка змі­няється з місцем
0—І ... >*  <

Фіґ 12.Зміні х о &£ відповідає зміна вектора а о ¿а 
а' = а 4- ¿а.Розвиваючи ф(ж) після Тауіог’а дістаємо 

¿а = (їх і = -4^- . <1х 
ах ахВираженнє ■— будемо означували Фа і називали Діядою першого ряду з а?Отже -4^- = Ф°. 

ахДіяда Фа тюдає нам субстанція льну зміну вектора а в на­прямі сіх. Означеннє се оправдається вже при діяді другого ряду.5) Закладаємо, що рухаємося здовж асас зі скоростю" о і роз- сліджуємо стан, який стрічаємо в точках, через які переходимо. Коли сей стан є скалярний, тоді маємо
а = <р(ас, <)при чім я? є також функціяЗміну стану а 

, да , , да (іх ,аа = —— . аі + —-— —- аіді дхможемо, приймаючи означення по переди их случаїв, виразити рівнаннєм
<іа = аіїі + Vа ■ & ■ &

. (¿¡аЗВІДКИ — а 4- V а . В. аі6) Анальоґічний случай дістанемо для напрямного стану:а = ір(я?, г) . іпри чім х = /(/)іменно:
ЗБІРНИК МАТ.-ПРИР.-ЛГК. СЕКЦІЇ, Т. XXI. 7



98 da = А-.Л.І+ £ ^.Л.і 
ot dr dtзвідки

da.
ST = “ + фа • “•Порівняймо результати в 5) і 6), то бачимо, що діяда в ріж- ничковім рахунку має таку саму ролю при векторах, як v т. з. оператор Hamilton’а при скалярах. Обі величини характеризують субстанціяльну зміну і є звязані з в т. є скоростю, з якою об­серватор рухається. Б.Стан на площі.1) Коли стан в точці Р(#0у0) є скалярний і залежить лише від часу

а = <р(й)тоді льокальна зміна ¿а 
~аГ = а‘2) Подібно для вектора в точці Р(хоуо) змінного з часом:а = ф(г)і + х(«)і;зміна в одиниці часу¿а (¿ф . .¿у ,

(ІІ (¿Й ' ¿й °є льокальною зміною вектора а.

Фіг. із.



993) Маємо скалярне  поле а = независиме від часу пр. -0- = розклад температури на площі в певнім моменті. Крива ©(«у) = 0-, дає нам ізотерму. Коли а опреділяє нам по-*

ТЄНЦІЯЛ, то" Криві Сі С5 f*  'Приріст daможемо уважати
з величини а і з

називаємо еквіпотенціяльними. 
да , , да ,= —— cue 4- —— ay дх дуза добуток оператора 

д . , д .v “ аГ*  + V’ місцевого вектора 
dr = dxi + dyj, отже da = ya • dr.Величина va є зависима лише від поля і називається ґра­де нт ом, а пишеться grad а.На основі дефініції скалярного добутка 
da = ya dx = I ya || dx\ cos ? = I ya I dr cos <p 

da . і —— = ya cos © 
dr 'звідси



100 Щоои зазначити, що сей приріст відбувається в напрямі ¿г, множимо обі сторони через одини­цю напрямну т.Тимсамим дістаємо на правій стороні вектор
| у а | сов у . Ш¿а .який означуємо і на­зиваємо похідною скалярної величини зглядом вектора dr.

—-фиВеличина сего вектора „спаду“ АВ‘
da . і—— = v« cos ф Ш
dr 1зміняється враз з кутом <?. Для '? = 0 приймає максимальну вартість. Назвім приріст dr в тім напрямі (який то напрям є рів­ночасно напрямом ґрадєнта grad а — v«) через dxt, то дістаємо

тг z оаДля f = у е л- = °-Ті два напрями: зерового і максимального спаду відгри- вають в теоретичній фізиці велику ролю.Возьмім під увагу довільну лінію
а = <f(xy) = constTO da — dx + dy — 0dx dy 3

d<f 
Ox звідки tga =-------7—.OfРівночасно ґрадєнт, з« . . з« .grad a = va = —— і + і y dx ' dy *має зглядом xx нахиленнє 

до і
. fl ду 1отже /= - —Oo tya

dx 



101що значить, що ґрадєнти і екві потенціали пересікаються під простим кутом.4) Коли дане полеа = т(а;у) і + х(«У)І»то приріст ¿агіа = ( &х + —dly 1 х 4- ( —— &х 4- ~~йу > іV дх ду ' X дх ду -У *дається представити діядою другого ряду*
фа = ,

д£ ду '0/.іменно дх дУ J
daпри чім —, Фа dx,

dx — dxi 4- dyì.Коли напрямна одиниця є т, так що
dx — dr . ш,тоді da-*  = ф •Сей вектор помножений через пь скалярно, дає нам ска­лярну величину, яку будемо називати 4^-.

ахКоли Іїї = і cos а + j sin а,
ТО

da * z Зу \ Qy 'Jr äZ“ cos1« + I —— —i- 1 cos a stn а 4—вгп8а.ат дх X ду дх / ду
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ФІҐ. 16.Сей скаляр дає нам беззглядну вартість складового при­росту вектора в напрямі (їх. 5) Нехай буде да­не скалярне поле 
а = с («у при ЧІМ

У - 9® ( ’ то значить, що ми рухаємося по кривій 
(к) і розсліджуємо стан, який по до­розі стрічаємо. При- ростови & відпові­дає зміна



103тому ¿а ‘ .= а + V« . 0. ас6) Анальоґічно розумуючи дістаємо для векторового поля_ ,= а + Ф° . В.
В.Стан в просторі.розважання даються добре поширити на простір, при чім вираженнє

д . д . . д -
аГ1 + Vі + “аГ( = ’б властивим оператором Нашіїіоп’а, а

дф 0ф ду
дх ду дх

ду. Э/ 9%
дх ду дя

дб дф
дх ду дгє діядою третого ряду.Розуміється, що та дістаємо при скалярнім поли а — <р(гсуг), а діяду при векторовім полиа = ?(®уг)і + х(асуг)І +В случаю, коли рухаємося по кривой, в просторіЯ = /(0(*) у = у(0

. X = Л(0,дістаємо
<іа •= а + V® . ї>евентуально
<іа «

~йГ ’= а + ',а в,де в є скорість нашого руху.



104 §> 12.
Розложеннє діади другого ряду.

Фіґ. 18.

Маємо дане векторове поле а == ахі + ау|.Коліт сей вектор має в точці Д складові (ах ау)л то сусідні точки мають сорядні
(^г) а2 = Г ау +V ОХ ОХ '(Р,) в, = (а, + <іг + а, + + -^¿у)
(Р*)  «. - («. + а, + ^¿у).Введім діяду другого ряду

фа = <

« 
1 

Й
Ь 

« І Й
Ь 

со о«в 
в’їв

<Х> 
1 со 

О |сьто можемо написатиа' — а + Фагіг,Покажемо, що дія да Фа дається розложити на 3 діяди, а кожда з них має спеціяльне ґеометричне значіннє.Рахунок діяд,-як ми вже висше зазначили, має найбільше приміненнє в теорії деформовального осередка. Вправді звичайно вектор є силою, що спричинює деформацію, то все таки діяда має значіннє для всіх можливих векторів. Длятого зробимо за- ложеннє, яке позволить нам розложені діяди без виімку інтер­претувати ґеометрично.Закладаємо, що вектор уділяє своїй точці зачіплення пере- суненнє в напрямі вектора і пропорціонально до величини век­тора, но сочинник пропорціональности мусить бути так дібраний, 



105щоби зміна довжини була зглядом довжини самої не скінчено мала.(Оправдание такого заложения дають нам сочинники ви­довження в теорії .упругости.)По такім заложению вернім до задачі.Для упрощения подумаймо собі, що вектор поля а вже є помножений через нескінчено малий сочинник, так що а вже є вектором пересунення.На питание, як здеформується простокутник
дає нам відповідь формулаа' = а + ФМг яка каже, що кожда точка пересунеся о вектор а (рівнобіжне пересуненнє).Се означає рівнобіжне пересуненнє цілого medium і се нас 'мало інтересує, бо воно не спричинює ніякої внутрішної зміни точок. Натомість звернемо увагу на другу часть <l>c<Zr.Щоби її розслідити, пригляньмося вперед, як зміниться квадрат о боці = 1.Ті зміни є зглядом довжини боків нескінчено малі і вира­жаються похідними

Що ми <2® і <1у заступаємо коротко через 1, є оправдане тим, що ми обрали одиницю нескінчено малу. Надто в розви­ненню Тауіог’а ограничуємося до перших членів.Вибір такого нескінчено малого „одиничного“ квадрата є дуже корисний при дальших розслідах.Пересуненнє вершків квадрата одиничного А, В і С видко з фіґ. 19. Найбільше скомплікований рух виконує точка В. Єї--дорогу В8 можемо зложити з векторіві в52або, що для рахунку діяд важнійте, з трех векторів: 
—1) ВТ, то є симетричного пересунення або здовж перекутій;для него |^їі| = |ВТ2|-
—*.2) ТУ, то є обороту довкола точки 0 в площі (ху) о кут (значить довкола оси рівнобіжної до оси зз),



106

Фіґ. 19.
і 3) VS асиметричного пересунення здовж осий.Про ті пересунення можемо сказати, що слідує:Величина \ВТА = ; єї називаємо се-1 11 2 V ду дх/редним видовженнєм перекутні і означуємо Ху,З огляду, що |вт;| = |ВТ,|” У*Леї 2. Дугу TU можемо уважати за простолініййу довжину і вичислити єї з трикутника [TWV]

___  *1  // 9d/y __

17Т| = у > у/
звідси скрученнє

|ОВ| + |ВТ|’а що ІОВ\ = уг, а ВТ є нескінчено малою висшого ряду, отже



107_ 1 / дау дах\2 V дх ду /Дальше бачимо з фіґури, що
дат дау

* ду дха що кути є малі, то:
_ £~~а7 ” 2А<1 3. Асиметричне видовженнє

да, 
<іх коротко ЙЄХ І у,.

дау 
дуназиваємоТепер побачимо, як ті три деформації даються з діяди без- посередно відчитати.Розложім діяду Ф“, яку дістаєм з формули 

¿а = Ф1. гіг, на симетричну і антісиметричну. 
да*  . дау 

да*  сіу дх 
2 

дау дах
дх ду дау
'2 ' V

Ф° =-
Першу часть розложім дальше

або

0,
дау 
дх

да*  _ 
ду

дах
ду

да, 
дх

на
фі =

і Ф*,іменно:2 части Ф1і — 0 1 о —( да*
дх і Ф1 = . и’ 2 \ ду +

II 1 / дау дак\0 VI т+ V/’ 0Колй введемо умовлені висше знаки, то дістанемо ¿а — Ф1. йт =0 1 ( 0 ху ігйг + { }сіг 4-
Уу І Ух 0 ) І СІХ

¡ех0

+ 0

0= Ф^т При ЧІМ Ху =

4- ФМх + Ф^гії



108 Ті три деформації, які викликує приріст вектора а на не- скінчено малім одиничнім квадраті, представляються Геометрично в слідуючий спосіб:

Фіґ. 20. в.Приріст Ф гіг спричинює ввдовженнє в напрямі осий, при чім кути не деформуються.Ф ¿г видовжує перекутню, замінює квадрат на ромб.В наслідок антісиметричної части ФПІ^т обертається цілий квадрат о кут при чім вид не змінюється (чистий оборот).На зміну величини поверхні має вплив лише перша діяда, що і тим проявляється, що в ній бачимо обі складові части ді- верґенції:
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div а = да*  

дх
да,

+ VДіяда ФІ + Фц називається діядою видовження(Streckdyade), а 3> діядою обороту (Drehdyade).Те саме розумованнє дається докладно примінити при три- і висше-вимірнім просторі.Для трох-виь
■ф, -

іірного дісгЖх 0 0 0 уу 0 0 0 2г0 ху xt

гаємо
Ху =Фп =•

* фш -
Ух о у*  гу 00 —уV 0 -— [Л А

; П[
>-А0

Я >d К N Il II н 4*
Часть Ф^дає зміну обєму (Volumsdilatation), Фп дає зміну виду (Gestaltänderung), трета часть Ф обертає куб довкола певної оси. Сей оборот дається розложити на 3 обороти, скла­дові довкола осей хх. уу, zz, а величину складових оборотів да­ють-нам, числа а и V. Сю діяду називаємо оборотом середо­вища (Drehung des Mediums).В першій части маємо до діла зі складовими частямиJ- * / dctx . да,. да^\К дх ду dz /Ми бачимо, що діяда стаєть сильним средством, щоби роз­пізнати, з яким векторовим полем маємо до діла.Повисші результати даються в теорії упругости прямо прп- мінити.Коли Ф® « 0, то поле є безжерельне (quellenfrei), його 

div а = 0.Колиж Ф^ = 0, то поле є безвирове (wir bei frei), його c«rZ а — 0.
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Головні оси

Фіґ. 21.

деформації (на площі). іВозьмім під увагу рівнаннва1 = в + Ф. АзагальноО = f(dr).Коли конець вектора 
dr рухається по колі, то конець вектора а' зачеркує певну кри­ву (к). Пошукаймо таких dr, при яких Ф^г йде здовж на­пряму dr, то в шу­каємо напряму чи­стого видовження (reine Streckung).Се буде тоді, коли Ф dr буде пропорціо- пальне до dr, значить Ф^г = \drскалярний чинник пропорціональности. Його можемо на- в виді діяди Х7, при чім0 1 1 Г

де А 6 писати 1 0отже
ф^г = \ldT,а звідси (Фк —1/) dr = 0.Підставмо значіннє Фя, то дістанемо повисше рівнаннв в век- торовім виді

!(£? 4" + + -£04 +
Але вектор може бути рівний зеро лише тоді, коли його обі складові в зером; звідси дістаєм дві умови до вишукання жаданих напрямів:



ш
/ дах \ , 1 / dax 9ау\ ,

+ tIv + у ’ 0(“) 1 / дау 9ах\ , / да7 _ \-Н -^- + -Z— ) ах + І ——— л І dy = 0.2 V дх ду У \ dÿ / уА що dx і dy є ріжні від зера, тому зникає визначник зі сочинників
дх

1 / 9ах2 к 9у
звідси JL / дау За/Х / dav2 х дх ду ' ' ду *'

dav
дх

1 У да  дау \2*
2 v ду дх УОтже дістаєм дві все дійсні вартості! на а (вираженнє під корінем є все додатне), а при помочи рівнань (а) вирахуємо 

dy -te = **•З діядного рівнання по підставленню вартостий на а ді­стаємо : (Фя-ÀiZ)^ = 0(Фк-Х2Р)гігг = 0.Помножім перше з них через dr8, а друге через dtx І ВІ­ДІЙМІМ, то буде (Лі — л2) drx dx2 = 0, а що загально беручи 74 ф ч, тому «¿rjcïrg = 0, се значить, що оба напрями стоять на собі прямовісно. Ми називаємо їх голов­ними напрямами деформації.З рівнання для X виходить, .що 
до*  дау ,. ...- + —— — dw а — + Ха.дх дуСю величину називаємо сочинником видовження площі.Розумованнє дається легко поширити на простір.Приміри.1) Маємо розслідити поле = «п + 2yj. В тій діли тво­римо ріжничкову діяду



A112 Вона показує нам, шо сила ф не спричинює ніякого обо­роту середовища, а лише видовженнє. Щоби найти головні оси деформації, творимо визначник:1-Х, о0 2—X = °і находимо Aj -=■ 1 >.s — 2
отже: div а = 3.Для напрямів маємо похідні:2 ґ - \ да* дах

dy _ х Л дх dy _ дх ду
dx 9оі да- * dx 2(У- 9а, 

9удхзвідки ДЛЯ Aj = 1 = 0л2 = 2 = -тр___ Щоби се поле представити ґрафічно, нарисуймо коло о лучу 
ОА — 1 і в достаточнім числі точок його обводу нарисуймо вектор ф = «і + 2yj. На основі рис. 21. можемо так сказати:Полевий вектор ф деформують одиничне коло в еліпсу, якої оси накривають оси укладу. Сей спосіб представлення дефор­мації є дуже простий і корисний для оцінки поля.Легко можна переконатися, що окружний інтеґрал здовж одиничного кола (Rundarbeit)£о= о-Надто можемо найти таку функцію Щху), що

grad Н = = ф

ваємо силовою функцією, а її відємну вартість
ЗВІДКИ дН дН о—— = х ~— = ¿у

дх ду 3іменно ж®н = 1 + X + сСталу С означуємо з даних початкових. Функцію Н нази-
V = -Н називаємо потенціялом поля.Взагалі, коли вектор має лише- симетричну діяду, то поле має скалярний потенціял. В нашім примірі



113(¿ги ф О 
ситі ф = Осе є безвирове жерельне поле.

2) Силове поле дане рівнаннем Щ = уї — Його діядаф'іі = 10
ЗВІРНИК МАТ.-ПРИР.-ЛЇК. СЕКЦІЇ, Т. XXI.



114б антісиметрична, отже = О = 0 а тимсамим div ip = 0.Окружна праця
La = 2т8тс ф 0квот £oлб праця на одиниці поверх­ні; таку працю ми назива­ємо виром і пишемо в на­шім примірі[curiipj = 2.Таке пол^, в якім

div ір = 0Сйгіір 4= 0називався безжерельне ви-рове поле.3) Додаймо оба поля з попередник примірів, то дістанемо 
$ = (х 4- у) і + (2у — х) і.І І ого діяда

розложена на часть симетричну і антісиметричну дає пізнати, що поле має жерела і вири, та позваляв найти для жерел ска­лярний потенціял, а для вирів векторовий потецціял.Задача:Розслідитп потенціял Newton’а при помочи діяд.Теорія стався інтереснійшою але і. незвичайно трудною в случаю, коли функції $(ху) і /(¡су) вектораа =• і + z Іє другого або'висше як другого степеня.Для при міру возьмім случайа = (да8 + ху)і 4- (уі + ху)\Діяда
Ì2x -f- и, х і}У, 2у + я; Jмав тензор фЯ = i 2х + У, і(« + У) ÌІ !(# + у)> 2у + ® /



115і ротор фа _ І 0- - У) 1* І—— у), 0 JЗвідси div а = 3 (ж + У)-Оборот можемо виразити вектором, яким є напрямна вели­чина кута обороту = ИЖ №Для ж = у, отже на першім медіяні e curia — 0, значить в чисте видовженнв.Для точок,па у = —х є знов diva = 0, a curia ф 0, отже є поле чисто вирове. Дуже ясно показує нам се рисунок для одиничного кола.

Обернім се поле довкола першого медіяну
У ~то дістанемо поле, в якім пр. з диму мусять творитися вирові перстені (\Virbelring).
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Фіґ. 25.§. 14.
Оператор Hamilton’a а діяди.В векторовім рахунку уживаємо двох векторів:1) вектора напряму поступового ч

dr = dxi 4- dyj 4- dèiі 2) оператора Hamilton’a
д . , д . , . д Év = to’1 + V’ +Сей по слід ний мав в рахунку діяд велике значіннє, так що о нім дещо поговоримо.1) Коли до даного скалярного поля

а = ф (ае у г)примінимо V, то дістанемо:Vet = grad а 0ТЖЄ ВЄКТОр.Через се в кождій точці підпорядковуємо скалярній вели­чині а величину напрямну:а = grada.2) Навідворот вектор а заміняється під впливом v на вели­чину скалярну
а = diva.3) Векторовий добуток [va] підпорядковує векторови а дру­гий вектор u = curia



117і і ї
__ д д д 

дх ду дг 'Лх €СуЗвертаємо увагу, що складові сего вектора є як раз по­двійні кути оборотів довкола осий, с. в 2а, 2р., 2'>.4) Утворім тензоровий добуток з ? і а, то дістаємо спря­жену діяду [[га]] = Ф*.5) Нехай буде дана діяда напруження
А? =

Ху ХхУ*  Уу У*, 2у 2гі утворім з неї скалярний добуток
В тім розважанню придаю операторови г значіннє повного вектора, а не щось в роді піввектора, як се роблять автори не- обзнаКомлені з діядами і через те змушені ввести два окремі символи а? і та.Тим самим усталю на дальше

д д дак .
—— . ах = ах . —— = 1 Т. Д.дх дх дхНа тій основі Можу написати рівно добре

Коли представимо г£ в виді вектора, дістанемо
^)і +ге _ +' ° ~ \ дХ + ду

+ (^1 + ЛУхх дх ду

х дх дуСкладова в напрямі хх є приростом двох стичних і одного нормального напруження і т. д. Отже V# представляєм собою Ту силу, яку належить примінити, щоби зрівноважити всі на­



118пруження, що д і лають в одиничнім кубі. її називають силою поля і означують 5 = div 8.§. 15.
Основні тверджейня діяд.Подамо їх без доказу, бо вистарчить на основі дефініції розвинути обі сторони, щоби п ересь від чити ся о їх Идентичности.1) ФаЬ + Ф&а = у(аЬ) 4- [садг/а.Ь] 4- [cwrZb а].2) ФаЬ — Фьа — curl [Ob] + b div a — a div b.3) Під заложенном, що(a dr) = 0 отже dr _L a,

da — ФЧг= I curl a . dr],4) Під заложенном, що[a dr] = 0 або dr || ada = Фасіг
== div a . dr.З тих двох последних форм скористаємо прй наведенихв слідуючім уступі нових доказах твердження Ґаусса і Стокса.Задачі:1) Даний скалярний потенціял:

U = І + у*  + 2*)вичислити силу $ = — grad U, Ф'В і найтМ div І awl2) Даний векторовий потенціял:П = |(у — z)si 4- Н2 ~ ж)8і 4- І (ж — у)Ч вичислити силу Щ = curZU.Як виглядає тут ФЧ Вичислити divty і ситіф.3) Дане силове полеф = (х 4- 2у)і + (у + 2а)І + (2 4- 2ж)1Найти при помочи діяд потенціял скалярний і векторовий.4) Розслідити, яке значінно мають діяди при розвиненю скаляра і вектора (як функцій місця) в ряд Тауіог’а.



119§. 16.
Інтеґральні твердження.І.Тверджоннє Gauss’а.Під заложенкєм [adr] = 0 приріст полевого вектора вира­жається : da = ФМт? — div a dx.Коли а представляєм силове поле, то маємо до діла зі случайом, який часто стрічаємо в фізиці, іменно ми йдем в на­прямі сили.

Возьмім під увагу довільну замкнену поверхню (Фіґ. 26.) в поли, то векторна ріка через напрямний елемент поверхні ¿в є дана скалярним добутком айв. При тім е осевнм вектором, якого змисл показує внішна нормальна.Виберім с/г в напрямі вектора а, то маємо
(Іа. = ¿іо а ¿т.В сусідній точці має полевий вектор вартість а' = а + йгъ а ¿г.Помножім обі сторони скалярно через ¿и, то дістаєм, з огляду нач іїї). ¿х == dvf а'(й» = а гіХ) + Игь а . ¿к.. А що ріжниться від d'Di нескінчено малими висших ря­дів, то можна написати:а'Ло' = (1(110-^ <1іи а dv.



120 Зінтеґруймо се рівнаннє над цілою поверхнею, то дістаєм 
a'dtf = a do 4- div а dv.Інтеґрал div a dv відноситься до ооєму нескінчено тонке! верстви, грубости dr.

Фіґ. 27.

Поділім обом даної замкне­ної поверхні на слоїЛ А-1, 2, 1,доки не дійдем до якоїсь точ­ки с.Для перегляду уживаємо поєдинчого знаку інтеґрала, бо з сего не може вийти по­милка.Для першої верстви ді­стаєм :Oodtìo 4- div OadvQ.А що doa = 0 (поверхня точки С), то перша верства дає нам j j div aadv0,друга верства даєja2tto2 = jtiidtoi + ^div^dv^і т. д. а послідна
Додаймо ті рівности сторонами, то по счеркненю рівних членів дістаємj = ^diva^dv-Q + jjwajdvi 4- 4- j divaj^dvi—i.Коли по лівій стороні інтеґрал віднесем до поверхні зам­кненої (зовнішної), а по правій условимося інтеґрувати над всіми елементами замкненої поверхні, то можемо написати короткоa do = div a dv.Се є твердженнє Ґаусса, що позваляєть нам замінити інте­ґрал поверхневий інтеґралом обємним.



121II. Тверд.жЬннє Stockes’а.З заложення (adx) = 0 виходить, що приріст полевого вектора дається виразити
da = Ф . dx

— [curl а . dx ].

Фіґ. 28. Фіг. 28. a.Возмім під увагу замкнену криву (£) в данім полю; dx за­микає з а кутВ сусідній точці а має вартість а' = а 4- da = а -f- [curl а dr] a ds dtf.Помножім а*  скалярно через d6, то буде: a'ds = ads + [curZ a dr] ds, а що [curZ a dr] ds = vurl a [dr ds J
= cuvl a doа надто що dS' ріжниться нескінчено малими висших рядів, тому 

a‘d& — adz + curl a do.Інтеґрал здовж кривої (&) дає нам a'ds' = а ds + curl a do.Поділім поверхню, замкнену кривою к“ > V > к кривими 1, 2, 3, 'а на тонкі перстені з кривою береговою X, то ді­станемо для першого перстення



122 У Gj = у a0ctó0 + curi a0cfo0-А що d§o = 0 (обвід точки), то лишається= ^cwrieodeo.Для другого перстеня будеa2d§2 = 4-і т. д., - іг для послідного _^aztféÀ = ja;_і<23д_і 4- jcuHc^..icfoi—і-Додаймо всі рівняння обосторонно, то по счеркненню рівних членів і умові, що по лівій стороні інтеґруємо над береговою кривою, а по правій над елементами поверхні, які вона замикає, пишемо a d£ = curi а do.Задачі:1) При помочи діяд розслідити г^оле скорости D — У«2 — х2 І в напрямі dr = dxi 4- dzt(Тротуари Вельса).2) Розслідити поле
» = Va2 — (а2 + s8)j.(Водопроволи!)

В Красноярську (Сибір), 191) р.



Resumé.Dem Verfasser standen zur Verfügung im ganzen 3 Bücher: 1) Valentiner, Vektoranalysis (Sammlung Göschen) 1912, 2) F. Klein, Elementare Mathematik vom höheren Standpunkte aus, II. Theil 1913,. 3) Laue, Das Relativitätsprinzip 1913, folglich ist es dem Leser leicht das bereits Bekannte vom Neuen zu trennen. Die Anregung zur Forschung gab Valentinen durch seinen 111. Teil (Dyadenrechnung), Klein zeigte den Weg und Laue zwang den Verfasser eine Methode ausfindig zu machen, die Anzahl der Di­mension erweiterungsfähig zu machen. Auf diese Weise ist „die Ordnung“ der Dyade entstanden. In der Beschränkung der Dyade bloss auf Tensor sieht der Verfasser die Hemmung in den Unter­suchungen der physikalischen Felder und der Probleme der Ela­stizitätstheorie. 'Auf Grund der Definition der Dyade als affiner Transforma­tion ohne Parallelverschiebung führt der Verfasser die Grundope­rationen, Spaltung'der Dyade in drei Teile: Achsenstreckdyade, < Medianstreckdyade und reine Drehdyade an, zeigt die Bedeutung der Dyade 1) bei der Division der Vektore, 2) bei der Untersu-• chung der Felder, 3) in der Differentialrechnung, im besonderen bei der Taylor’schen Entwickelung. '• , •• • .Bei der Untersuchung der Felder führt 'der Verfasser den - Einheitskreis an und zeichnet die längs des Umfanges angreifen­den Vektore. Dadurch gewinnt man neue Methode zur Darstellung, der Spannungsfelder (im Raume Einheitskugel). Zum Schluss gibt der Verfasser einen neuen rein vektoriellen Beweis für die Sätze von Gauss und Stockes.Bei jedem Kapitel sind einige Aufgaben angeführt, die einer­seits zum Verständniss der behandelten Probleme, andererseits als Wegweiser für weitere selbständige Forschungen auf diesem Ge- . biete dienen sollen.



Про виріб срібний зеркал- ' ■■. \ написали
ТЕ. В. Даннворт і Н. С. Садовський.(З лабораторії податкового заряду в Красноярську, Єнісейської губернії, 1920)*)(Über die Fabrikation der Silberspiegel. Von P. W. Dankworth und N. S. Sadowskyj.) -■

Понизше наведені розсліди над способом виробу срібних_ зеркал без похибок були спричинені чисто практичною потре­бою. Підчас нашої неволі в Сибірі були ми вже від часу пано- вання адмірала Колчака приневолені власними руками на на­сущний хліб паш заробляти. З огляду що па кождім полі від- чувалася велика недостача промислової продукції, тому ми, попри інші, заложили робітпю срібних зеркал, яка пас досконало ряту­вала в скрутній грошевій ситуації.Фахового знання.в тім виробі ми ііе мали, а з приписів ми найшли два, іменно в підручнику фізики. Кольрауша припис Бет і'ер а (Вбі^ег) і припис в звіснім підручнику хемічноїтех- нольоґії Ост’а. Оба ті приписи сильно ріжняться від себе, а надто не дають бездоганних зеркал. Тому ми му сілій викомбі- пувати власну, рецепту для виробу срібних зеркал і то таку, якаб пам позволяла певно і без похибок виробляти зеркала пригожі до розпродажі. . ' .Ми почали розсліди з двох причин: по перше, щоби охоро-' питися від похибок, які спорадично появлялися, а по друге, щоби з огляду на велике і непропорціональне підношенпеся цін на хе- < мікалія ограппчитися'до мінімум матеріалів. Окрім роданового амонія, якого ми уживали до тітровання, всі прочі хемікалія ми самі собі приготовляли, а саме: азотан срібла’, квас азотовий
ч у-1) Являється рівночасно і в німецькій мові.



125
іі сільний, амоняк, сіль Сеґнета і прочі. По повороті ми не брали під увагу літератури про виріб зеркал, щоби праця не втратила „сибірського“ характеру.За основу до наших розслідів— за виключенням послідних розслідів над приписом Ост’а — належить уважати слідуючі два розтвори; а) розтвір І.: 10 д азотану срібла розпустити в воді , (розуміється дестильованій) і додати стільки амопяку, щоби окис . срібла майже цілком розпустився; опісля перефільтрувати і до­повнити до одного літра, б) розтвір II.: 3,3 д соли Сеґнета і 3,3 д тростинового цукру разом тепло розпустити, до того доляти роз­твір 2 д азотану срібла'в 200 д води і дальше огрівати, доки осад добре не виділиться; опісля перефільтрувати і доповнити до одного літра.При наливанню ми не брали тих розтворів в відношенню1.:  1 так як се ми в приписах найшли, а в відношенню 1 : 5, ■через що зменьшили ми1 запотребованнє срібла майже чотири ..рази. 8 гори можна було додуматися, що поза похибками, спри­чиненими чищенном скла, змінами температури комнати і т. п. будуть ще похибки натури хемічної, а саме в розтворі І. через зміну скількости амоняку, а в розтворі II. не лише через відно- шеіінє скількости соли Сеґнета і срібла, але через спосіб при­готовления. ■При оцінці доброти зеркал ми гляділи в першій мірі на час,’ в якім срібло по налятю на скло почало виділюватися. По довшій стоянці виділялася на поверхні течи, налитої па скло, часто друга ніжна срібна поволока-верства, яку ми назвали верхнею верствою. На готовім зеркалі ми розсліджували другу сторону, прозрачність (отже грубість верстви срібла) а головно відбиваючу площу. Поміж плямами, що ми їх стрічали на від­биваючій площі, приходили часто такі, які нагадували скіру тигра і тому ми назвали їх коротко „тигром“. Оден зі способів ' пізнавання доброти зеркал полягав на тім, що покриттє трима­лося добре при тертю, так що можна було срібну поволоку по­лірувати. На відворотній стороні окрім „тигра“ появлялися часто фіґури — лінії, що виходили від рогів плитки і які нагадували лінії замкненої коперти. Ми назвали їх узловими фіґурами (вони відповідають акустичним фіґурам Хлядпі’го).•В слідуючих таблицях ми подаємо лише найважпійші дати обсервації.
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І. Зміни в сеґнетовім розтворі. (Розтвір II.)а) Вплив температури при мішанню розтвору.Після висіле.наведеної рецепти взяли ми 0,33 у соли Сеґ- пета і 0,33 у цукру, розпустили в 50 ст3 води і до сего роз­твору, нагрітого по черзі до 20о С, 60° С, 80° С і 100® С доли- вали 0,2 у соли срібла, розпущеної в 20 д води. Опісля привели ; ми. сі розтвори до кипіння і давали їм кипіти через 5 мінут. По остудженню до компатної температури перефільтрували і до­повнили кождий з тих чотирох розтворів до 100 ст\ До нали­вання зеркал брали ми одну часть розтвору І і мішали його з 5 частями кождого з розтворів II. При тім показалося, що через ріжне нагріванив виступили малі вагання в скількости. . срібла і то чим висша температура, тим більше його тратимо. Добрі зеркала ми дістали лише поміж 20° С а 60° С. Коли змі­шати сеґнетову і срібну сіль при 80° С, то появляється слабий ■ „тигр“ а поволока срібна тримався вже слабше. При 100° С тигр— виступає сильно, а поволока тримався цілком слабо. При даль­ших досвідах ми задержали температуру 60° С, яка і з прак- ' тики показалася найкористнійшою.б) Вплив, скількости срібла в розтворі соли ' : Сеґнета.' ’ . , •Розтвір І лишився знова нормальний, то в після нашої ви­хідної рецепти. До спорядження ріжних розтворів II ми взяли 0,33 д Сеґнета і 0,33 д цукру, розпустили в відповідній скіль­кости води, нагріли до 60° С і до так приготовлених розтворів додавали ріжні скількости — АдШ3. Опісля нагрівали до ки-, піння, позваляли кипіти 5 мінут, а по перефільтрованню допов-. ' пяли до 100 от3. Дуже цікаве, як ріжпо випали, всі вісім проб 'зеркал. (Гляди таб. 1.) ■ у ■; ’ Д. /<



127Таблиця 1.І. II. ПІ. IV. V. VI. ■ VII. VIII.
.-¡¿/М);, В ст’ 2,0 5.0 10,0 15,0 20,0 30,0 40,0 50,0п тітрованне 2^ родано- впм амоном дало скіль- кість срібла в 100 ст»3 перед кипінпбм 0,0339 0,0850 0,1700 0,2550 0,3390 0,5099 0,6799 0,8498

по' кипінню 0,0227 0.0550 0,1182 0,1877 0,2556 0,4044 •0,4624 0,6700
втрата ' 0,0112 0,0300 0,0518 0,0673 0,0834 0,1055 0,2175 0,1798

початок доліпіної вер­стви в мінутах\ 21 16 8 / 7 ■ ,.5 2-5 11початок горішної вер­стви в' мінутах 1 ■ 33 13 13 5 ' 2 (>
З таблиці видно, що при побільшуванню скількости срібла в розтворі II, щораз то скорійше починається 'виділювати до­ліпиш верства, отже творитися зеркало. На утвореннє горішної верстви треба при третій комбінації майже пів години ждати, при четвертій уже лиш 6 міпут, а при 7 і 8 вже показується наперед горішна верства.Що до якости зеркал, то при першій комбінації береги не реагують, появляється сильний „тигр“ і срібло дуже слабо три­мається. При 2. похибки вже меньші так, що при 3. є вже зер­кало можливе. Числа 4. і 5. дали бездоганні „пріма“ зеркала. По­чинаючи від 6. ставалися зеркала щораз то гірші. При 7. ста- ється зеркало чорне, а 8. не дало взагалі зеркала, лише чорний осад. Дальші розсліди показали, ідо добрі зеркала дістається в границях 0,18 д до 0,25 д на 100 ст3 другого розтвору. З прак­тичних та економічних зглядів ми брали при дальших розслідах рівно 0,2 д Ад1У03. Сей,вислід ми дістали не'лише в малих ля- бораторийних пробах, але також і при наливанню десятків тисяч зеркал в робітні, при чім набрали ми такої вправи,'що на основі самої реакції подавали ми в тісних границях (з великою точ­ністю) скі'лькість срібла в розтворі II. ■ ,



128 в) Вплив с кіль кости соли Сеґпета.Розтвір І лишився без зміни. Розтвора II ми зробили з ро­стучих скількістий соли СеРнста. від 0,05 до 2 д і постійної скіль- кости соли срібла, а саме. 11,7 ст3що відповідав 0,2 д на 100 ст3 розтвору. (Гляди таблиця 2.)Таблиця 2.
1 ' ' ' І. II. III. IV. V. VI. VII. VIII. IX.СКІЛЬКІСТЬ СОЛІІ Сеґпета в 100 сж3 0,05 0,1 0,2 0,3 0,4 ■ 0,5, 1 1,5 2срібло перед кп- ПІПІІ6М В 100 с»г3 0,2 0,2 0,2 0,2 0,2 0,2 0,2 0,2 0,2 • лсрібло по кипінню в 100 спі3 0,1819 0,1751 0,1734 0,1649 0,1564 0,1497 0,1360 0,1300 0.1275початок реакції в мінутах 2,5 2,5 2,5 3 5 6 10 11 20 і

Тітрованнє показало, що чим більше соли Сеґпета, тим більше тратимо срібла. Що до якости зеркал, то дістаємо добрі зеркала поміж 0,2 до 0,5 д Сеґпета. Практика показала, що най- лучші зеркала дістається тоді, коли початок реакції лежить по-ґ\.*  між 3 а 5 мінутами, що годиться в повні з. таблицею 2. В даль- ших розслідах ми прийняли 0,33 д на 100 от3. ,■ *. / . : • / г) Вплив цукру на розтвір соли Сеґпета.З огляду, що цукор можна було в Сибірі дістати лише - через паскарів, ми взялися провірити, яке значінпе має цукор й; при виробі зеркал, та чи не можна би було його вйелімінувати.. ■ ‘ Притім показалося щось дуже цікаве, а саме при пропорції ' обох розтворів 1 : 5 зеркала без цукру абсолютно нічим не ріж- ■?; пилися від зеркал з цукром. Натомість при пропорції 1 : 1> як се подають всі рецепти, зеркала з цукром випадають дуже гарно, / підчас коли розтвори без цукру дають зеркала не до прийняття.
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II. Зміни в срібнім розтворі. (Розтвір І.)

і • ■Вплив скількости амоняку в розтворі азотану срібла.*В тих пробах лишили ми розтвір II нормальний, то б такий, який зі звичайним розтвором І давав в відношенню 1 : 5 зер­кала без закиду. І’іжні розтвори І приготовляли ми сим спосо­бом, що до 1°/0 розтвору азотану срібла додавали ріжні порції~ амопяку. Теоретично беручи до 1 .</ Л</М)3, або що на одно 
ДШХОДПТЬ 58,55 ст3 Аналежить 23,50 ст*  ~ N11,.2 6 .Ту скількість амопяку ми назначили числом і давали’ до 1°/(, ро’зтвору азотану срібла ростучі числа ст3 амопяку від 
То ДО ■ , .Вартості! срібла ріжняться дуже мало. Чим більше амопяку, • тим більше срібла випадає доки не дамо половини амопяку. Дальше додаваинб амопяку розпускає темний осад окиси срібла. Теоретично вирахована скількість амопяку не розтворює вповні окиси срібла, се діється доперва при невеликії! надвпжці амо­няку.Зеркала наливані тими 12 розтворами показали великий вплив амоняку на виріб добрих зеркал, І так: при порціях до не дістаємо взагалі зеркал. При -¡^.доперва по 68 мінутах . дістаємо щось, що ледви нагадує зеркало. Взагалі від т’її ДО--& ■ твориться вперед верхня верства, зеркала нездатні; час реакції скорочується в міру збільшування амоняку. При т\т появляються обі верстви рівночасно, а зеркало є вже до прийняття.', Починаючи від виходить наперед спідна верства; зер­кала стаються щораз ліпші, „тигр“ зникає, срібло тримається сильно. Спеціальні проби показали, що при подвійній порції теоретично відрахованого амоняку дістаємо єще добрі зеркала, а доперва при потрійній, є непридатні. Сі дуже цікаві проби по­казали наглядно, що додаваппє амоняку не вимагає великої' осторожности, належить вистерігатися лише великої надвижки.

ЗВІРНИК МАТ.-ПРИР.-ЛІК, СЕКЦІЇ, Т. XXI, , 9
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L II.- III. IV. V. . VI. VII. VIH; IX. X. XI. XII.
Скількість амоияку í 0 То 3

1 o
JL 1 o. nr UL- 

1 0

-l‘(Y TÖ -_9_1 0 1 0
10

IX
1 0

IJ.
1 0

c-

■ - ' il . -
. ' NïL.cm^

„< ’ • : ” . ■
2,35 ' 4,70 7.05 9.40 11.75 14.10 16.45 18.80 21.25 23.50 25,40 28.20

il ■па 25 cni^ зужпто роданового* амонія 27.90 27.65 27.10 26.90 26.70■ - 26.90 27.26 . 27.55 28.10 28,70 29,40 29.65
скількість в 100 cm'1розтвору ' 0,9484 0.9399 0.9215 0.9147 •0,9078 0.9147 —0.9249 0.9367 0.9554 0,9759 0.9996 1009.
початок реакції в-мінутах ' • _ . i!• 1 — ! 68 1■ i - 42 i12 !í 10 11‘ 9 ! 7 ■I 10 1 i■ ! 7- ' 6
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III. Рівночасна зміна снількости амоняку і соли Сеґнота 

в рецепті Ост’а.Щоби розслідитп взаїмну залежність амоняку і соли Сеґиета в присутності! азотану срібла, ми вийшли не від звичайних на­ших розтрорів, а від рецепти Оста, яка подає 2°/0 розтвір соли , Сеґиета. Щоби справи не комії лікувати, ми взяли чотири роз- . твори під увагу, іменноРозтвір ,А. 10 д АдЛт0я в 1 літрі води без амоняку.Розтвір В. 10 д Ад№)й розтворили в воді, додали амоняку ' , до повного прояснення ся, псрефільтрувалп і до-' повнили до одного літра.Розтвір (J. 20 д соли Сеґиета' . ’ • , 20 д цукру \ —4 д AgN^ на • ■. 7 1000 сиг3 води,,Зрештою зроблено розтвір в той сам спосіб, як давнішнє розтвір II.Розтвір 1). Дестпльовапа вода.Ріжні Сеґпетові розтвори ми діставали комбінуючи С і І); лір. % S значить чистий розтвір С перозпущепйй водою, зпа- ! чпті> 3 части чистого розтвору С і 2 части води.Ріжні. амопяков.і розтвори повстали через комбінацію роз- творів А ЇВ; пр. І амоняку значить чистий розтвір В, | амо? няку дістається через додашіє до двох частий розтвору В 3 ча­стий розтвору А. При мішанню виділювався окис срібла,' .який ми через фільтроваппє усували. При помочи тих 2 разів по 5 розтворів ми валяли 25 комбінованих зеркал. Опісля ми повто­рили проби з поділепиєм на 10 порцій .і дістали 100 ріжних 1 комбінаційних зеркал, однак з огляду, що ніжні ріжшіці є до- ' ступні лише для фаховця, обмежуємбся в тій розвідці'ДО ПО-' даппя таблиці з 25 першими пробами. (Гляди таб. 4)
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Таблиця 4.
1 •

■ 5 Ф" І S
1

І Япочаток реакції } \ 9 і” 21w ' 27»' —поволока тримається 7 1

NH3
сл\бо слабо •нема білі поволоки криста а лише лп .- я кість зеркала і

1
дулА добре \ нездібне п е м а з е р к а.л аіпочаток реакції 1 

f
4пі \ 11'" 12-» —поволока тримається і / .2 дуже сильно дуже ■ сильно к р и с т а л п ■ молочна тіч .якість зеркала 1 / -

дуже добре дужеу добре \ нездібне нема з еркала :початок реакції / • 5" \ 19“ 12"> ‘ 20" •
поволока тримається 1

і

3 добре дуже.сильно дужеСПЛІНІ 0 сильно добреякість зеркала /' ' добре дуже добре дужок добре\ добре нездібнепочаток реакції , 1
І . Ч 0 р и і є 2" \ ' . 8"1 ■ ■,поволока, тримається і/ АЯЯ3 — , / сильно д\же СПЛІЛІО сильноякість зеркала )

нема зеркала дуже добре ' *\  дуже\ добре\ дуже добрепочаток реакції 1
)

наперед горішка верства тигр ’ 5»' \ 7'Н
поволока тримається V 1 5 слабо слабо слабо сильно сильноякість зеркала 7 •' / П Є 3 д і б'н Є' - добре дуже добре дужіХ1 добре \



■ ... ' . ■ . . ■ ■' . 133 . .В таблиці ми подали лише найважнійші дати. Щоби здати собі справу з вислідів таблиці належить перейти її стрічками 
ЛІ03ЄМИМП І ПрЯМОВІСНПМИ. '1. Що з ем а стрічка ДА7/3.Чим більше соли Сеґпета, тим, більше виділяється криста-: лі в, тим скорійше затрачується здібність до творения зеркала, срібло кладеться на плиті чим раз .тоншою верствою і чим раз слабше її чіпається.' . ' і2. Позема стрічка $N11...І тут мішанина мутніє через виділепнє кристалів, появля- ються-узлові лінії, взагалі зеркало тим7гірше, чим більше соли” Сеґпета. ■ . ■ ' • ’ „Позема' стрічка | ЛЧІа. ■ / ?Наіілучші'зеркала лежать4 в середині при і ’ 8;- при Д.8 - видко'місце наливання, при £ 8.’являються концентричні шер- стені. І’івпож і поволока тримається около середини: иайлучше. / 4; Позема стрічка 4-2УНЛ. ■ ■ . 'Доброта зеркал пересувається на право, іменно наіілучші ' '' " є при 4 8 і |8. При 18 і |8 мутніє мішапипа і маро -що зі срібла йде на поволоку. ' /і., . 5. Позема стрічка 4Д77Г ».При малій скількости соли Сеґпета мутніє мішапипа і впе- ; , ред виділяється горішна верства. В міру підношення скількости соли Сеґпета зеркала стаються щораз то лучші. Зеркала є вже 1 добрі при 48. -Що до зміни скількости амоняку/то-наводимо лише дві ' крайні прямовісні стрічки. - ‘1. Прямовіспа стрічка |8.При малій скількости срли Сеґпета дістаємо лише при малій.. скількости амоняку добрі зеркала. . ,Чим більше амоняку, тим скорійше темніє мішанина, при 

І N11.^ появляються обі верстви рівночасно, а дальше ■ навіть верхпа поволока скорійше чим долішпа. ’ Зеркала стають щораз білійпе прозрачні. • г . '? /5. ,Прямовіспа стрічка і; 8. ' ' . у і С '•При сконцентрованім розтворі соли Сеґпета .дістаємо ліпне’’, і при великій скількости амоняку добрі зеркала. Чим менше амо­няку, ,тйМ‘ нізпійше зачинається реакція, а при малій скілько­сти амоняку-не повстає зеркало, а виділюються лпще ,кристали.



Коли получило квадрати. з дуже добрими зеркалами про­стою, то дістаємо „з-е рк.альну криву“, якої кожда точка дає . досконалу рецепту на зеркала, розуміється о скілько є виповнені ' - бездоганно’ всі прочі умови. • • . \Результатів, що ми їх дістали через зміну рецепти Ост’а, пе можемо порівну вати'з ви слідами поданими вперед. '■ А саме при розріджуванню розтвору Сеґнета (Ст) ми рівно­часно зменшуємо .’скількїсть Л.рДУО,, в розтвбрі II, а ми вперед ■ /яке'бачили, яке велике зпачіпнє має спільність азотапу срібла в рсдукцийнім розтворі. # АЛишається єіце до переведення дуже цікавий случай: не- ' - ревестп досліди над рецептотб бета' в сей спосіб, щоби спільність срібла була незмінна.
,Хоч лишилося пам.єщо богато певпяспепих питань, то ми < мусіли притінити свої досліди з пастаппєм певідрадпих відно-. А сип по введенню комунізму. Зрештою ми, дійняли цілії, щоби можна було при кождім литтю ґвараптувати за першу сорту... ■' зеркал,; . •' ■' . ;;Ау-' Зовсім інакше річ малася зі здібністю до розпродажів Міі дякували з податку паші зеркала жовтим мастиксовим ляком і так довго, доки наш аїепт.не звернув нам уваги, що „руссці“.. уважають. лише ті зеркала за добрі, які. є гіоляковапі па чер- воно. Д доперва колії ми паші зеркала поволікали міпіюм-ляком, ... зачав вам інтерес досконало йти. Ми заробили в'короткім часі' • тисячі рублів, які позволили нам вкінци по довгій, бо шести- ; літній неволі, побачити рідпу хату, /' ■ ;

В Тврнпполі. І. .мая ,/.9. ’?.'? р. , . ■. . . .



Про досліди др. Ірени Паранкевичнад- елементарніш квантом елєктричности і над Фотофорсзою., Подав д-р Iі. Цегелъсъаий.

Питанії« єствоваппя . елементарного 'кванта елєктричности ще доси пезовсім прояснене. Тому богато дослідників старається у ріжнпми способами дати остаточну розвязку його. В тій цілії помішають дослідники останнього десятиліття дотецерішну ме­тоду творення пересічних вартостий, а намагаються міряти елек­тричні наряди на найменших частинках матерії. Більшість фі- v зиків, що вели сі досліди, переконана, що повелося. їм вповні доказати єствованнє вимаганого теорією елементарного кванта елєктрпчпостп' о наряді 4-7.10 «•’ елєктростат. одиниць. Сюди належать R. А. Millikan, Е. Rogener, В. Fleischer, Е. Weiss,'І. Roux, А. Шидлов, ,п-а Муржиновська, А. Таргопський і т. д. Па противнім становищі стоїть проф. віденського університету Felix Ehrenhaft, іцо витворив довкруги себе. цілу школу дослід­ників згаданого проблему. Поміж ними стрічаємо також нашу, землячку п-у Ірену. Паранкеїшч, що працювала через кілька літ у фізикальпім інституті віденського університету і помістила• ' кілька більших праць на обговорену тему у передових німецьких ' 1 .. _ фізикальпих журналах, як Wiener Berichte der Akademie der, у Wissenschaften^ Physik. 'Zeitschrift і Annalen der, Physik. ' y(.' . Автор, сих стрічок має перед собою оте! праці щи др. Парап- /у., : • їсевпч: 1)- „Grössen und elektr. Ladungen von kleinen Schwefel-,' L . Selen- upcl1 Quecksilberkugeln, bestimmt aus deren Fallgeschwin- .; digkeit und Farbe“ (Phys. Zs. 18, 1917, стр.'567), 2) Antwort auf 
і у'?;■ die Bemerkung von R. Bär zu' der Arbeit: Grössen u. elektr. - La-düngen і т. д. (Phys. Zs. 20, 1919, Ц. 75), 3) Der kritische Weg

• vА ■’' ' -і. ■ ■ ■у-.■ Й'Ш- 



. 136 ...... vzur' Feststellung der Existenz einer Atomistik 4der Elektrizität, <;■ Erörtert an Ölkügelchen.1) Sonderabdruck aus Ann. d. Phys. TV.S. 551) і 4) Über die lichtpositive und die lichtnegative Photopljo- < ; rese. Untersucht am,Schwefel ui Selen. (Sonderabdruck aus Ann. Ì ;. d. Phys. IV. .57/1918). . - , ‘ ; JПовисші праці виконувала/авторка в навязанню до дослідів , проф. Ehrcnhaft-a і послугувалася його методою. Остання поля- ,; ü гає на тім, що у поземо вмонтований копдензатор впроваджується і'аз враз із завішеними частинками якоїсь субстанції. Коли кон-• депзатор не наряджений, то частинки субстанції починають по- Г воли падати в долину. При відповіднім парядженшо можна зрів- поважитгі силу тяготи або навіть спонукати частинку посуватися У гору- Таким чином можна .усунути з поля зріння всі частинки з виїмком одної, котру саме хочемо обсервувати. З часу падання ’ частники у ненарядженім кондепзаторі і руху зглядно рівноваги -.4> ' такої частинки у нарядженім кондепзаторі можна обчислити ве- , ! личину і наряд її. Що до першого, то найліпше надається до ї, , cerò формулка Stokes-CunningPam-a, після якої рухливість .ча- ; V'"-' А ■' 1 Г. АЛ - Üу стинки : В .= ([-Дш • + 7^21’ де а ® ЛУЧ ,КУЛИСТ01 частинки,. :и співчипник тертя окружаючого Тазу, І середна свобідна дов- . гота дороги ґазових молекулів, А стала, що'хитається між варто- ;-< стями 0’815 і 1’630 рухливість частинки є скоростю її під.вплй'-і.'. • ' вом діланпя одиничної сили. Наряд е можна обчислити на основі і, Інерівностий еА > тд, і, efl < тд, де.' А означає, електричну . силу, при якій частинка ще йде в гору, а Л означає електричну силу; при якій частинка вже починає падати. Для контролі ужила п-а Паранкевич також оптичних метод означування величини .' наряду, а саме обсервації резонанційних красок, що їх показують. А . частинки відповідно до своєї величини, як се доказав G.1 Mie2) на 'основі теорії угинання світла, і означування максимального V■ натиску світла В звязи з величиною частинок. . х ■■ ,- Всі ті методи дали для частинок сірки, витворених паро- , ваннєм, згідний вислід навіть для ріжноуо тиснення" окружаю- 1 чого Дазу, як довго свобідна сереДиа дорога молекула ґазу мала . , , 7 той сам ряд величини, що луч частинки а. При низших тиснен-
. ; ’j Витяг -з більшої ' нріщі. опублікованої у „Sitztmssbenchte. дісг Wiener .ДкаДетіе der Wissenschaften“. ‘ ’ ' . ■? ’' ’ ‘ G. Mie, Ann; <і. Phys. 25, 377, 1W8. ... , 



;■ . ; щ ■ .137,
нях, для яких в великим числом, треба закон Stokes-Cun­ningham-а доповнити поправочним членом М. Knudsen-a і S. We- bera, а тоді осягається знова згідний вислід.. В тій самій праці досліджувала авторка величину частинок живого срібла, витворених електричним і механічним розпилю- , ваинєм, а також парованием. Оптична метода і закон Stokes- Ctinningham-a дали знов згідні висліди.Метода парования достарчає лише непаряджених частинок, їх наряджувала п-а Парапкевич при помочи йонізовання і до­казала, що сірчані кульочки мали наряди величини 10-11 ел.-ст. один., подібно селенові, а найменша куль'очка із живого срібла олучі а — 2'0 .10-6 мала наряд 2-68.10~13 ел.-ст. один., отже 1800 рази менший,,як електрон, вимаганий теорією.,; Друга виспіє наведена статяе відповідні на замітку R. Вага1) до перійої праці. R. Bär старався доказати, що поміри п-и Па- ранкевич дають на величину елементарного кванта елєктрйчпо- сти вартості-!, що лежать близько теоретичної, коли обчисляти їх при помочи теорії руху Brown-a. Супроти того- авторка кон­статує, що по перше сі' вартості! є навіть при ужиттю теорії руху Brown-a майже, виключно менші, як 4 — 5.10-,0 ёл.-ст.- один., що впрочім сама авторка справдила вже давпійше2), а та­кож і D. Konstatinowsky3), по друге Bär обчислив наряди ча­стинок з 10 до 20 мірепих вартостей часу падання і піднпмання частинки, а се за мало для статистичних обчислень, по трете метода закону Stokes-Cunningham-a видержала пробу, якої поки що висліди теорії рухів Brown-a не видержали, тому величини і наряди частинок обчислені після першої методи є найбільше правдоподібні. .У третій праці подаев’авторка загальну методу, якою можна ^констатувати, чи якась фізикальна царина (Gebiet) має атомі­стичну будову, і примішоє її до електрично сти.\ , Конечною, але,не вистарчаючою умовою атомістичної будови даної царипи є рівпаннє а = п . а, де а є якоюсь маленькою зміреною величиною її, п цілим числом,, а елементарним квантом. Коли з цілого ряду помірів одержуємо рівнанїія

- • ‘) В.' Bär. Phys. Zs. 19,1918, ст.- 373. - ' ' . .. . 3) I. Parankicwicz. Wien. Akad. Bor. 126, 1263,; 1917; Ann. d. Phys. .53, 561, 1917. и ■ .2) I). Konstantinowsky. Wien. Akad. Bor. 123, 1736, 1914. 
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a\ — П\ .а, де г — 1, 2, 3 . р, при чім всі а однакові, то • припускаємо, що а є елементарним квантом, а царина побудо­вана атомістично. З рівнання гг, — виходить, що одержимо тим докладпійше числа п, чим докладнійше зміримо щ. При мі- рению стараємося замкнути величини а-, у двох границях після . нерівностий: - :■ 1) .71 < «і < І/'і < а2 < Л2 Д

- ^'2 ) . , '• ,Як з нерівностий 1) одержимо біжучу пропорцію цілих чисел 
п а саме: щ : а2 : . . . : «„ = пх :п2: . . . : ?гр, то можемо ува­жати останні многократями величин ‘ а . Отже цілий проблем'зво­диться до того, щоби з ряду пезвісиих величин, з яких кожда замкнена між двома експериментально найденими границями, найти біжучу пропорцію цілих чисел.Сю методу завели Ehrenhaft і Konstantinowsky для елек­тричних нарядів. Помір їх полягає на означенню електричної .' ' напруги,щрп якій частинка ще підіймається (Л) або вже паде- О 
(fl). Так одержимо ряд нерівностий Д2)' 7< е - fr • 'де тд означає тягар частинки, є її наряд, Л і У1' напруги елек­тричного поля при іпідниманкю зглядно паданню частинки, аг = 1, 2, 3 . . . р. Через утвореннє відношення двох нарядів виходить з двох нерівностий: '' <- Є| = v <r .А'

ек ■ пк . f,1.’ ■ ' ■' ■ ■ а- відсп для р по собі слідуючих нарядів одної і тої самої частинки‘одержимо зав сі гди біжучу пропорцію: 1: е2: е3: . . . : е,, = пл : п2 : пр . -« Єі - лабо і- —— = е — const. . . 'Останнє рівпаниє можемо побудувати на рігкні способи.■ Без огляду нате, чи наряди тої самої частинки зложені,з атомів чи ні, одержуємо без числа таких чисел е1, але лише один найбільший наряд е, що його можемо уважати елементарним квантом всіх в;. Се е є найбільшою спільною мірою нарядів тої
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/самої частинки, а заразом горішною границею евентуального - кванта. За те ествованне меншого наряду не виключене.На основі сего розумоваппя приходимо до ось яких ви­сновків :1. Коли всі наряди, мірені на ріжнпх частинках, дають таке саме е, а для ніодного електричного наряду не подибується вели­чини меншої від е, то се е можемо правдоподібно уважати елек- ■ тричним атомом. (2. Як для ріжних частинок одержимо ріжні е, то є певним; що атомістична будова електричпости виключена для ряду ве­личин, доступного для сеї методи. •Повисшу методу примінила авторка до дослідів над ма­ленькими кульочками оливи, завішеними у воздусі, з отсим ви- ■ слідом: ■■■ ■ . .1. Наряди, мірені на краплинах оливи, є або менші від те­оретичного елементарного кванта 4-7.1О-10 ел.-ст. один, або значно ріжияться від мпоґократий його; найдено всякі можливі наряди так, що не доказано ествовання якогось визначного наряду.2. Метода-замкнення поміж двома границями дала па най­більшу спільну міру більших нарядів вартості! далеко менші від е = 4-7 .10~1и ел.-ст. один. Відси висновує авторка, що, як атоми електричпости ествують, то лежать у далеко щизшім ряді вели­чин, як теоретично вимаганий квант.Праці п-и Паранкевпч викликали дальшу полеміку. І так Ernst Radel1) стає в обороні елементарного кванта електрпчно- сти, а Reinhold Fürth2) поборює його на основі його експерімен- тальпого матеріялу. Однак годі входити в подробиці, бо се. пе­рейшло би межі зачеркненої мети. В кождім разі бачимо, що проблем не так легкий до вирішення, як зразу здавалося.В звязи з обговореними працями стоїть праця про фото- форезу себто динамічне ділапне світла на матерію. Се ділашіє викрив проф. Ehrenhaft. Він сконстатував, що частинки деяких субстанцій, падучи або підіймаючим в електричнім полі, підля­гають відклоненшо під впливом сильно сконцентрованих лучів світла. Частинки сірки улягають притяганню; їх називає Ehren­haft відомчими з огляду па світло (lichtnegativ); частинки се­лену є або додатні або відємні. Діланпе світла залежить від лу-

!) 15. Radel, Zeitschrift f. Physik, З, 1920, стр. 63.’) R. Fürth, Zs. f. Physik, 3, 1920, crp. 422,



140чистої еперґії і від освітленої матерії, а не залегкіїть від родуі тиснення окружаючого ґазу. Сила, з якою ділае світло на ча- - ... m bстипкп матерії, є ф = де b б скоростю частинки, а В її рухливосте. Досліди робила п-а Паранкевич па кулястих ча-' станках сірки і селену, яких луч мав величину 8 — 60 . 10-6 cm. Скорість частинки мірила після методи Ehrenhaft-a, а рухливість• . зглядпо величину її після . закону .Stokes-Cunningham-а, якого висліди сконтролювала при помочи оптичних обсервацій і тео­рій. На основі своїх помірів одержала отсі висліди:1. Частинки сірки порушаються все до світла; вони відємпіз огляду на світло, а частинки селену або відемні або додатні . залежно від часу огрівання його. *2. Відємпа фотофоретична сила, що ділае на селен, е 6 -разів більша, як сила того самого луча на частинки сірки одна-. . - кової рухливості!. '3. Величина фотофоретичної сили залежить від величини частішім. Відємпа фотофореза має maximum для частинок сіркио лучі 27 . 10 в cm, а для частинок селену о лучі 15 . 10-« cm.'• 4. Фотофоретична сила, що ділае па сірку, і відемна фото- : форетпчна сила, що ділае па селен, не залежать від часу, а до­датна фотофореза селену маліє з часом, бо селен переходить мабуть у другу відміну.
5. Якість і тиснение.-окружаючого ґазу не мають'впливупа фотофорезу. / - '6. Незалежність фотофоретичної сили від тиснення іхеміч- пих прикмет бкружаючого ґазу, малінпе додатної фотофорези селену ізза впутрішної переміни, вкіпци факт, що частинки ... однакової рухливості!, але рідшого матеріалу у ріжнім степени 1 підлягають впливовії лучистої еперґії,. потверджує висновки Ehrenhaft-a, що тут маємо до діла з прямим діланнем промінй- стої еперґії на матерію.



PU B LIK AT 10 NE N .der Sevcenko-Gesellschaft der Wissenschaften in Lemberg. Carneckyj-Gasse, 26.
(in ukrainischer Sprache).

: Mitteilungen der Sev&nko-Gesellschaft der Wissenschaften, bis jetzt erschienen 
; 'Bdö I—CXXXII (Geschichte,' Archäologie Ethnographie, Sprache und Literatur­

geschichte, besonders der Ukraine). B. I—XX vergriffen.
Pub.likationen der Sektionen und K o m m i s s i onen der Sevcenko-Gesellschaft 

der Wissenschaften: '
A. Die historisch-philosophische Sektion publizierte bisjetzt:

.' ,1. 15 Bände ihrer Beiträge (Zbirnyk istorycno-filosoßcnoi sekcii). . . .. 1
Bd. I:.M. Hrusevskyj, Geschichte der Ukraine. T. I. ‘(bis Anfang des XI

. ..Jahrh.). ■ .. .. ■
, Bd. II: M. Hrusevskyj, Geschichte der Ukraine. T. II. (bis Mitte des XIII 

' Jahrh.).
Bd. III—IV: M. Hrusevskyj, Geschichte der Ukraine. T. III (bis zum J. 1340). 
Bd. V: Materialien zur Kulturgeschichte Galiziens im XVIII—XIX Jahrh.
Bd. VI—VII: M. HruSevikyj, Geschichte der Ukraine. T. IV (bis zum J. 1569).
Bd. VIII—XI: M Ilrusevskyj, Geschichte der Ukraine. T. V (Verfassung 

und soziale Verhältnisse in XIV—XVII Jahrh.). ■
Bd. X-XI: M. HruSevskyj, Geschichte der Ukraine. T. VI (Oekonomische,

. ■ kulturelle und nationale Verhältnisse in XIV—XVII Jahrh.).
Bd. XII—XIII; M. Ilrusevskyj, Geschichte der Ukraine. T. VII (Ukrai­

nische Kosaken bis zum J. 1625).,
• Bd. XIV: M. Hrusevskyj, Geschichte der Ukraine, Bd. VIII, I. Teil.

Bd. XVI: Al, Novyckyj, Taras Sovcenko als Maler.
2. Ukrainisch-rutlienisclies Archiv, bis jetz 13 Bde (I—X und XIII—XV).

B. Die philologische Sektion publizierte bis jetzt 18 Bde ihrer Beiträge
(Zbirnyk filologicnoi sekcii). _ ,
Ukrainisehe Bibliothek. Bd. I—VIII.

C. Die matheinatisch-naturwissenschaftlieh-medizinische Sektion pu­
blizierte bis jetzt 22 Bände ihrer Beiträge (Zbirnyk), (Band XX erscheint später).

I). Die Archaeographische Kommission publizierte bis jetzt folgende Werke;: ■
1. Quellen zur Geschichte der Ukraine.
Bd. I: M. Hrusevskyj, Lustrationen der königlichen Domänen in den Bezirken

’ ■ von Halye und I’eremysl vom" J. 1565 —66. ■ '. ' (
Bd. II: M..Hrusevskyj, Lustrationen der königl, Domänen in den Bezirken

1 - von Peremysl und Sanok im J. 1565.
Bd. IIJ: M. Hrusevskyj,. Lustrationen der königl. Domänen in den Bezirken 

. von Cholin; Bels und Lemberg im J. 1564—5. , . .
Bd. IV V: St. Tomasivskyj, Galizische Akten und Annalen' aus den J. 

1648—1649. .
. 5^' VI: .St- Tömagi v£kyj, galizische Chroniken 1648—1657. . .

Bit. vH: M., Hruse.väkyj, Lustratiönen vom J. 1570. .



Bd. VIII: I v. K rypj akevye) Akten zur Geschichte der tikr. Kosaken 1513 1630. 
Bd. XII: Dr. M. Kordnba, Akten zur Geschichte der ukr. Kosaken 1048 -■ 1657- 
Bd. XXII: Journal von J. Markovye. ' ;

, ; 2. Denkmäler der ükr aihi sch en Spraehe und Literatur. Bd. I - VII.
: ' . . 3. • Ko tl j ar o vs kyj, Die travestierte Aenei's, Abdruck der ersten Ausgabe; 

vom J. 1798. i
• 4. Akten-Sanimlung zur Geschichte der sozial-politischen und ökonomischen

Verhältnisse der West-Ukraine.
■5. Sevfenkö, Kobzarj, Facsimile der ersten'Ausgabe vom 1810.

E. Statistische Kömmission publiziert: . ' ...
1. Studien aus dem Gebiete der Sbziabvisscnschaften und der

Statistik, bis jetzt 3 Bdo. .
F. Juridische K o m mi ssi oii publizierte bis jetzt:

A.';.-’,)' sj’i;." Juridische Zeitschrift, bis jetzt. 10 Bde.- • 7'-
2. Juridische und ökonomische Zeitschrift, bis jetzt 10 Bde.
3. Juridische Bibliothek, bis jetzt 4 Bde.

G. Die Ethnographische Kommission publizierte:
1 Ethnographische*  Sammlungen (Etnograficnyj Zbirnyk ; bis jetzt er­

schienen 38 Bände. (Band XX erscheint später).
2. Materialien zur ukrainischen Ethnologie; bis'jetzt erschienen 20 

Bände.
II Bibliographische Kommission publiziert: ' . ,

Beiträge zur ukrainischen Bibliographie, bis jetzt 4 Bde.
-Chronik der Gesellschaft, enthält Berichte über die Tätigkeit der Gesell­

schaft, Sektionen und Kommissionen derselben, erscheint 4 Mal im Jahre. Bis 
jetzt erschienen N. 1—C4 ukrainisch und 1—59 deutsch. , '
Diese und andere Publikationen der Gesellschaft' sind in der Buchhandlung 
der Sevcenko-Gesellschaft der Wissenschaften in Lemberg, Kingpbitz, Nr.- 10 

■vorrätig. ' • ' , ■

Том XX про „Расовість Славян (ч. II)“ д-ра I. Раковського 
вийде пізнійше.

Band XX über die „Rassenverhältnisse der Slaven (T. II)“ 
von Dr I. Rakowskyj erscheint später.


