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IL
Sitzungen der mathematisch-naturwissenschaftlich- 

ärztlichen Sektion.
CL1V. Sitzung am 31. Jänner 1929.

Vorsitzender Hr. Levyckyj.

1. Die Herren C. Purkyne (Prag), V. Svambera (Prag) 
und St. Boskovitch (Beograd) bedanken sich für ihre Wahl 
zu wirklichen Mitgliedern den Sektion.

2. Der Vorsitzende gibt eine kurze Übersicht über die Tätig
keit der Sektion im J. 1928.

3. Hr. Melnyk berichtet über zwei Arbeiten des Hrn. Zar- 
skyj: a) „über Cobitinae unserer Flüsse; b) die Änderungen des 
histologischen Baues der Haut des Beitzkers und der Schleie unter 
dem Einfluß der Schilddrüse eines Säugetieres“. Die erste Arbeit 
wurde zur Publikation der physiographischen Kommission über
geben, die zweite wurde abgewiesen, da dieselbe schon früher in 
der französischen Sprache publiziert wurde.

4. Derselbe legt die Arbeit des Hrn. Prof. Pidhajeckyj 
(Kyjiv) unter dem Titel: „Bemerkungen zur Einrichtung der Arbeit
untersuchungen in der Landwirtschaft“ vor. Die Arbeit wurde den Hrn. 
Dr. Cehelskyj und Dr. Muzyka zum Korreferat übergeben.

5. Hr. Pavloff legt den ersten Teil seiner Arbeit: „Die 
Grundlagen der Technik des Vacuums“ u. T. Physikalische Metho
den der Erzeugung hohes Vacuums (conf. CXXXVIII. Sitzung, 
Punkt 4.) vor. Die Arbeit erscheint später als ein Band der Sam
melschrift der Sektion.

6. Hr. Polanskyj legt seine Abhandlung u. T. „Die Loess- 
terrassen Podoliens am Dnisterfluß“ vor. Die Arbeit erscheint dem
nächst in der Sammelschrift der Sektion.

7. Hr. Levyckyj legt die Arbeit des Hrn. Kravcuk u 
T. „Sur la méthode de Laguerre pour la résolution approchée des 
équations“ vor. Diese Abhandlung erscheint im Bd. XXVIII. der 
Sammelschrift.

8. Hrn. Prof. FeScenko-Copivskyj übergibt seine Ab
handlung u. T. „Über einige physikalischen Eigenschaften des re- 
krystallisierten weichen Eisens und über strukturelle Besonder
heiten des rekrystallisierten Baues“. Diese Arbeit erscheint auch in 
der Sammelschrift der Sektion.

9. Derselbe legt die Arbeit des Hrn. A. Topacevskyj u. T.



„Über die Hydratation des Acetylens“ für die Sammelschrift der 
Sektion vor.

10. Es wurde beschlossen, den laufenden Band der Sammelschrift 
dem Hrn. Prof. Dr. Horbacevskyj (Prag) aus Anlaß seines 75- 
Geburtstages zu widmen. Hr. Ing. Kandiak wurde beauftragt 
eine Monographie über die Bedeutung dieses großen Chemikers für 
die Sammelschrift zu bearbeiten.

11. Die Sektion beschliesst die oberste Aufsicht über das na
turwissenschaftliche Museum der Gesellschaft selbst zu Übernehmern.

12. Dieselbe beschliesst die Journale „Zeitschrift für Rassens- 
physiologie“ und „Die Eiszeit“ zu abonnieren.

BERICHT
Sur la methode de Laguerre pour la résolution 

approchée des équations.
(par M. Krawtchouk.)

Soit
f —■ ( x cij ) (ir ctÿ ) ... (ir

une équation aux racines réelles. Alors, sous la condition

- fM ~
le nombre Ær+i déterminé par l’égalité
æ ____1___  = L . I n — 1 / 1 _ 1 f'(Xr) \2

Xr—Ær+i n f(%t) \ n xt—«i ~ n f(xT) J

converge vers un de nombres «j.
La rapidité de la convergence n’est pas moindre que celle du pro

cédé de Newton et peut être augmentée si l’on prend au lieu de (1) la 
formule plus générale

21

(2) 1 f'M | / < 1 1 f(xr)y
’ xr-xr+l n f(xt) ’’’P (n—l^-'+l^Xxc-a-, n f(Xr))

En augmentant indéfiniment l’exposant 21 on réduit le procédé 
à la méthode de Graeffe qui est applicable sans restriction à toutes les 
équations algébriques. -’’j

La formule simplifiée

(xr — a}) 21

est aussi applicable aux certaines équations transcendantes.



dratation des
(von A. Topacevsk y j).

Die Reaktion der Hydratation des Acetylens, die technisch im 
grossen Masstabe, z. B. bei der syntetischen Fabrikation der Essigsäure 
verwertet wird, ist in der Literatur sehr wenig untersucht und beschrieben.

Der Verfasser hat eine spezielle Methode zur Durchführung dieser 
Reaktion, wie auch eine Methode zur Analysierung des erhaltenen Pro
duktes erfunden. Als Endresultat seiner Arbeit ergibt sich:

1. Eine dreimal grössere Aciditation der katalytischen Lösung er
gibt eine beinahe zweimal grössere Dauerhaftigkeit derselben, ohne die 
Qualität des Produktes der Hydratation zu beinflussen.

2. Mit der vermehrten Konzentration des Quecksilbersalzes wächst
die absolute Quantität des erhaltenen Acetaldehydes.

3. Dabei vermindert sich die relatiwe Wirkung des Katalysators 
mit der Vergrösserung der Konzentration, wenn auch langsam : eine 25 
grössere Konzentration des Quecksilbersalzes verursacht eine zweimal 
schwächere Wirkung des Katalysators.

4. Die Verunreinigungen des Rohacetylens vermindern die kataly
tische Wirkung des Quecksilbers um 1|3 im Vergleiche mit der Wirkung 
bei dem reinen Acetylen.

5. Eine Entfernung des Acetaldehydes vom Reaktionsraume mit 
der Geschwindigkeit 2 m/s der Dämpfe vergrössert die Dauerhaftigkeit 
des Katalysators um 3,3 im Vergleiche mit der Arbeitsweise, die in der 
Literatur angeführt wurde, wenn man den Acetaldehyd vom Reaktions

<

raume entweder gar nicht, oder erst nach der Erschöpfung der kata
lytischen Wirkung des gebrauchten Quecksilbers entfernt hat.

CLV. Sitzung am 19. Februar 1929.
Vorsizender Hr. Levyckyj.

1. Das Erscheinen der Sitzungsberichte Heft X wurde zur 
Kenntnis genommen.

2. Hr. Prof. A. Semencoff (Kyjiv) übersendet seine Abhand
lung u. T. „Zur ukrainischen chemischen Terminologie“. Auf Grund 
des Referates des Hrn. Cehelskyj wurde beschlossen diese Ar
beit mit den entsprechenden Bemerkungen und Beschlüssen der 
Sektion im Bd. XXVIII der Sammelschrift zu veröffentlichen.

CLVI. Sitzung am 17. März 1929.
Vorsitzender Hr. Levyckyj.

1. Es wurde beschlossen die Arbeit des Hrn. Pidhajeckyj 
(conf. CL1V. Sitzung, Punkt 4), in der Sammelschrift der physio- 
graphischen Kommission zu veröffentlichen.

2. Die Abhandlung des Hrn. A. Musianowycz u. T. „Über 
eine mögliche Erklärung der Gravitationsformel“ wurde dem Hrn. 
Dr. Kucer zum Gutachten übergeben.
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3. Hr. Dr. Cehelskyj liest seine Bemerkungen zur ukrai
nischen chemischen Terminologie des Prof. Semencoff (vgl. vorige 
Sitzung). Hr. Dr. Kandiak wurde beantragt ein Korreferat über 
diesen Stoff für die nächste Sitzung vorzubereiten.

4. Hr. Dr. Einstein wurde zum wirklichen Mitglied der 
Sektion gewählt; gleichzeitig wurde einhellig beschlossen, ihm aus 
Anlass seines Jubiläums ein Huldigungsschreiben zu übersenden.

CLVII. Sitzung am 13. April 1929.
Vorsitzender Hr. Levyckyj.

1. Es wurde ein Schreiben des Hrn. A. Einstein mit Dank
worten für seine Ernennung zum wirklichen Mitglied vorgelesen.

2. Die im Punkt 2 der vorigen Sitzung vorgelegte Arbeit des 
Hrn. Musianowycz wurde als nicht geeignet gefunden.

3. Hr. Dr. Muzyka berichtet über seine Untersuchungen u. 
T. „Quantitative Untersuchungen über den Verlauf der Agglutina
tion der Hämolyse und der Komplementbildungen“. Die Arbeit 
erscheint später.

4. Hr. Polanskyj berichtet, dass seine Abhandlung „Über 
die Lössschichten im Lichte der Untersuchungen des Hrn. I. Sa
wicki“ im Bd. X der „Wiadomosci archeologiczne“ in der polni
schen Sprache erschienen ist.

5. Das Korreferat des Hrn. Kandiak (vergl. Punkt 3 der 
vorigen Sitzung) wurde vorgelesen und erscheint demnächst zu
sammen mit der Arbeit des Hrn. Prof. Semencoff und dem Re
ferat des Hrn. Cehelskyj in der Sammelschrift der Sektion.

6. Auf Grund des Berichtes des Hrn. Dr. Pavloff wurde be-
schlossen, bei der Sektion eine wissenschaftlich-technische Kom
mission zu bilden. Zur Organisation derselben wurde seitens der 
Sektion Hr. Dr. Pavloff designiert.

7. Zu wirklichen Mitgliedern der Sektion wurden einhellig die 
Herren: Dr. Pavloff Michael (Lemberg), Dr. Muzyka Max (Lem
berg), Dr. Lukasevyc Eumen (Warschau), Prof. Kuren skyj 
Max (Kyjiv), Prof. Rozanskyj Demetrius (Charkiv), Prof. Rizny- 
cenko Vladimir (Kyjiv), Prof. Krokos Vladimir (Kyjiv) gewählt.

CLVIIL Sitzung am 28’. April 1929.
Vorsitzender Hr. Levyckyj.

1. Im Anschluss an den Punkt 7. der vorigen Sitzung wurde 
Prof. A. F. Joffe (Leningrad) zum wirklichen Mitglied der Sektion 
gewählt. . ; ; lW



2. Es wurde zur Kenntnis genommen, dass die technisch-wissen
schaftliche Kommission zu ihrem Obmann den Hrn. Dr. Pavloff, 
zum Obmannstellvertreter den Hrn. Ing. Kan di a k, zu den Sekre
tären die Hrn. Ing. Pasternak u. Romanenko gewählt hat.

3. Es wurde beschlossen bei der Sektion eine Sammelschrift 
der obigen Kommission nicht periodisch herauszugeben.

CL1X. Sitzung am 18. Mai 1929.
Vorsitzender Hr. Levyckyj.

1. Hr. Kravcuk (Kyjiv) legt seine Arbeit u. T. „Sur la réso
lution approchée des équations linéaires intégrales et différentielles“ 
(sieh unten) vor.

2. Hr. Kurens k yj (Kyjiv) legt seine Arbeit u. T. „Die Metho
den der Integration der Gleichungen mit partiellen Ableitungen 1. 
u. 2. Ordnung mit mehreren abhängigen und unabhängigen 
Variablen“ vor.

Die Arbeit erscheint im Bd. XXVIII der Sammelschrift der 
Sektion, unten erscheint vorläufig ein Résumé derselben.

3. Es wurde über die Anteilnahme der Sektion an dem im 
September 1. J. stattzufindenden Kongress slavischer Mathematiker 
in Warschau diskutiert, ohne einen Beschluss zu fassen.

I C H T E.
résolution des systèmes des 

intégrales linéaires.
(Par M. K r a w t c h o u k.)

nations

Soit y(x) la solution unique de l’équation

L[y] = y (%) + V K (x, %) y (Ç) dÇ = f(x).

Dans une de mes notes antérieures (voir Comptes rendus de l’Ac. des 
Sc. de Paris, t. 188, p. 978) il est démontré le théorème suivant:

1. Si le système des fonctions
çp2W- •••

est complet, alors la somme
(x) = aQ (pQ (x) -p -j- ... “J- ¿¿m ÇPm

1 e S

ftp.dx (i = o, 2,..., m)

vérifie 1’ é alité:

ftp://ftp.dx
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plus
Um

ym dx

~7 o) existe, on a aussi
II

. Par la même voie on peut établir des résultats plus généraux. 
Soit par exemple

la solution unique du système des équations

= (%,y) + K (x, y; q) y) d £ dq =

k)
dans le domaine S, et soit 

un système complet des fonctions dans le même domaine. Alors on a le 
théorème suivant:

•Il

• . , 2km] (pïdx dy
(S)

Uni £jm (i
II

A titre d’application prenons l’équation
o z \7------B (Xf y) —--dx dy

d*zd*z_
dx2
Soit z sa solution unique dans le domaine 5 satifaisant aux certaines 
conditions frontièrés homogènes. En introduisant les notationsO

C (x^y) z — f (x,y).
• •

U = —— dx . dy
on obtient :

(!) * (%, y) ~ ® [Afêiï) u + B (£,»?) V (£,17) + C(s,x) Z (j-yt)}] d^dri

(W(£, q)d^dq
(S)
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2)
(S)

(3) v (x, y)

d~Sr- [A (£,y) u(^,y)+B (g,y) v (§,y)+ C (g,q)z (g,y)]d£dy

f (£,»?) dl-dy
(S)

^>V)u<^,y)+B(^,y)v(^,y) + C(§ ,y)z(^ ,y)] d^dy
(S) У

d-^7~ f (ê,V)dldy
(S)

ou ®s ne diffère de la fonction de Green de l’équation 

que par un facteur constant.
Si l’on applique maintenant au système (1), (2), (3) le théorème 

2., on obtiendra une méthode convergente d’ intégration des équations 
linéaires aux dérivées partielles du type elliptique.

Diverses autres applications et quelques généralisations s’imposent 
immédiatement.

Die Grundformen zur Integration der Gleichungen mit 
partiellen Ableitungen 1. und 2. Ordnung mit mehreren 

abhängigen und unabhägingen Variablen.
(von M. K. Kurenskyj (Kuren sky)).

I.Die  in Jacobischen Determinanten lineare Gleichun
gen haben folgende Gestalt:

Zn — 7, 2 . тґі f k y kx, k2 y — 1 f 2y,., f

für n < m , wobei



Ein spezieller Fall der Gleichungen (1), (2) ist die im 
die Ableitungen lineare Gleichung:

M + V M* = o .
^■i i dx{

Bezug auf

(3)

Die Ham bürg er’sehen Bedingungen in
7, haben für die Gleichung (1) die

der Anzahl

ID — mn 
n

Form :

kl
kl k2 12

k2il 7^i2

kl k2 k3 , , 
.. ..... M

(4)
kl _ kl _ kl 1^¡2

k2 , k2 , . k2^¡2 ^¡3

k3 k3 ,, k3J7 J7 J7ii 12 13

(5)
kl k2 ... km _ r

, , kl , r k 1 
M, M, JL Z

k 2 k 2
M. 'M.

kl
m
k2

- km _ _ km 
M. M. ...M

km
TH

Sind alle algebraischen Bedingungen (4) (5) erfüllt, dann ist das 
allgemeine H am bur ger's ch e Integral der Gleichung (1)

(un u2,.. . uül) — 0 (6)
wobei (p eine beliebige Funktion, und Ux, u2, . . . um Funktionen 
xly . . . xm; zn, partikuläre Integrale des Systems:

von
9

(7)
n du
1 dxr

Für der Gleichung (3) 
Hamburger’sche Bedingungen:

, Ti / du4- —2 dx<
. du 
d- -------i_ j" dzin bedeuten.

haben wir (m—7)(n—7) algebraische

(8)
oder

Um ein System von n linearen Gleichungen (3) zu integrieren 
k dz* .

M i “7—— = 0 (r — 7. 2. . . . .

, r du M—

Mr

M k

i
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muss man mit Hinsicht darauf, dass
(2M) 4M; (/IM.) 

n

2.M

bedeuten, die charakteristische Gleichung n-ten Grades für u :

Mn

M 
n 2
__ n

■auflösen, wobei jeder Wurzel ¿¿k die Gleichung:

(2k M.) = o (k = 1 2,... n) ,
dXi

für welche das Integral die Form (6) besitzt, entsprichtx).
Für ein System von n linearen Gleichungen (3) müssen (m—2) (n—1) 

-algebraische Bedingungen erfühllt werden.
Wird die Bedingung (4) nicht erfüllt und kommt da

bei eine der Bedingungen

(PM) +

IVI . 0

dann änderen sich für die Gleichung (1) entsprechend die Bedingungen
(5) und das System (7) bekommt die Form ;

k dz kl du . kl du , , du
M.7—= M. + - + .. ----- I" M.t~ . ki du

+ ^ii+>äT I nT M TT“ m dxitl

k dU kk—1 dU--- = M — 
i. d£ki------ il dx

kk-1 dW k—1 dU
i: . TT--+ M . TT

k du, ^du

k du
i d£k+i

kk-^-1 dU
M-, 7—ii dXi

du ,. du , k du ------- M----- p M ----- 
^¡-1 dzv 21 i+itoi-L

+ M.

, kk—1 dU
ü+i dZj-i-i

kk -1 dU
' im dXlu

, k du
T-m (KEm

du

A M

n

2 M

2 M

M
n
_ n

n n

+ M

M- im OXm

kdu kndu kn dUkn dU
i>+i 02/j-i.

kn du f ndZÓ 
---- k M ---  id^k

am burger. — Creile Journ., Bd. 100, 1886, pp. 390—404*
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Für eine lineare Gleichung (3) bleiben die Bedingungen der Pro
portionalität (8) so wie auch das System (7) ohne Änderung 1).

9 М. Куренський. Записки фіз.-мат. Від. Укр. Ак. Наук, т. II. 
в. 1, 1926 ; Труди фіз.-мат. Від. Укр. Ак. Наук, т. V, в. 3,1927, ст. 119.

2) C. Bourlet: Annales de ГЕс.Norm., s. (3), t. 8, 1891; suppl.,

3) E. von Weber: Mathern. Annalen, Bd. 49, 1897, s. 551.
C. Bourlet: Annales deFEc, Norm., (3) s., t. 8,1891, suppl., p. 43.

Das System von + w Gl eichungen, vobei Z —Z;
o < v < n —I, müssen noch die Bedingungen, die wir im nächsten Ab
schnitt anführen, erfüllen. >

Für ein System von mn Gleichungen 1. Ordnung, das in Bezug 
auf alle Ableitungen gelöst ist, von der Gestalt

m; k

bekommen wir die Bedingungen der Integrirbarkeit aus der Identität

dx,dx-} dXjdXi

Mittelst der Mayer’schen Substitution der Variablen:

< + Уі Z V = + Уі У* (I = 2. 3, ... m)

kann man ein System von gewöhnlichen Differentialgleichungen von der 
Gestalt:
dz-L

integrieren 2 3 *).
Im Hamburger’schen allgemeinen Integral (u ,

für ein System der Gleichungen von der
Form (1), (2), (3), muss ein jedes Paar der beliebigen Functionen (p 
wenigstens in einem ihrer Argumente u verschieden sein.

Für ein System von Gleichungen, linearen oder nichtlinearen, 
hat das vollständige Integral die Formt

wobei Clf C2r.. beliebige Konstanten bedeuten..
Das allgemeine Integral eines Systèmes von Glei

chungen bestimmt man mittelst des Theoremes von C. Bourlet — E. von 
Weber, auf Grund welches dasselbe n—v beliebige Funktionen von 
m—¡i Argumenten sovie v beliebige Functionen von m—v—1 Argu
menten haben muss8).

Die Variation der beliebigen Konstanten fur der Uber- 
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gang vom vollständigen zum allgemeinen Integral behandeln die Unter
suchungen von L. Königsberger und M. Kurenskyj x).

Für die Gleichungen ven Typus (1), (2), (3) kann man sich, wenn 
die Hamburger’sch en algebraischen Bedingungen nicht 
genügen, der Integrationsmethode von M. Kurenskyj bedienen* 2), welche 
derselbe für zwei und drei Funktionen, wie auch für m unabhängige 
Variablen genau durchgeführt hat. Diese Methode geht in die Hambur- 
ger’sche über, wenn für die Koeffizienten die Hamburger’schen algebra
ischen Bedingungen durchgeführt werden.

x) Z. Königsberger: Crelle Journ., Bd. 109.
M. Куренський: Труди фіз.-мат. Від. Укр. Ак. Наук, т. 5, в. Зг 

розд. VI, VII.
2) М. Kourensky: Proceedings of the London Math. Soc., voL 

27, 1927; § 3; Труди фіз. мат. Від. Укр. Ак. Наук, Т. 5. в. З, розд. IX.
3) Hamburger: Crelle Journ., Bd. 81, 1875; Bd. 93. 1892. — 

П. С. Назимовъ: Объ интегрированіи нЪкоторыхъ классовъ уравненій, 
Москва, 1883. — Е. von Weber: Crelle Journ., Bd. 118, 1897; J-

Das Integrieren von nichtlinearen Gleichungen mit 
nur zwei unabhängigen Variablen erlernt man in den Arbei

ten von Hamburger, Nasimoff, E. von Weber und Beudon3).
II. Das Integrieren der nichtlinearen Gleichungen 1. und 2. Ord

nung beruht auf meinen Untersuchungen, welche ich eben in der Sam
melschrift der math. natur. Sektion der Sevcenko — Gesellschaft pub
lizieren.

Die Bedingungen dem Übereinstimmung eines Sy
stèmes von Gleichungen 1. Ordnung

wobei 1 < /г < m—1; О <v < n—1

äj- (i = 1, ... m; к = 1,... ri),

reduzieren sich zur Nullgleichheit der
(p — a + /)(T— a+/) 

Determinanten er Ordnung einer Matrix mit g Zeilen und t Kolumnen, wo : 
o = (m—(i) v + | [in (2m — ¿¿-FI) + 1 
q — m ([in 4- v); t = | m (m 4- 7) n 4- ü

von den Gestalt:

- E. von Weber: Crelle Journ., Bd. 118, 1897; J 
. t. 125, 1897.



= mq; t — | m (m + 1) n + 1. (12)
Um alle Bedingungen der Übereinstimmung des Systemes (9) auf

zuschreiben, muss mann irgend eine von Null verschiedene 
Determinante /\ (o— 1) Ordnung der Matrix (10) wählen und 
zur selben eine nach den anderen von den restierenden Zeilen und Ko
lumnen zuschreiben; die auf solche Weise zusammengesetzten Determi
nanten von der Ordnung a muss mann gleich Null setzen. Die Bedin
gungen der Übereinstimmung 1. Kategorie sind solche, wel
che in ihren Gliedern die Ableitungen von #g nach allen Variablen 
icm; £lr.. nach einigen von pi besitzen; die Bedingungen den Über
einstimmung 2. Kategorie haben die Ableitungen von F% nur nach pi. 
Das System von Gleichungen, deren Anzahl der Anzahl der unbekannten 
Funktionen zn entspricht, wenn dasselbe die Ableitungen p* der ver
schiedenen Unbekannten zr.. zn besitzt, wird immer: [i=l, v— 0, o~7q sein.



4

Die Bedingung der Übereinstimmung 1. Kategorie wird nur eine 
sein, und zwar, wenn o — g d. h. für

fin 4- 2 — fi (jin + 2v).
Mann kann sich leicht überzeugen, dass es für ein System von 2 Glei
chungen mit einer Funktion z und für ein solches System, dass die 
Anzahl seiner Gleichungen um Einheit die Anzahl der Funktionen zlt. . zn: 
fi = 7, v = 1 übersteigt, sein wird.

Für diesen speziellen Fall, wenn wir ein System von 2 Glei
chungen mit einer Funktion £

haben, reduziert sich die Bedingung der Übereinstimmung 1. Kategorie 
auf die Nullgleichheit der Poisson-Weiler’schen Klammern [7^, F2\ — 0, 
und alle Bedingungen der Übereinstimmung zweiter Kategorie werden 
zu den Identitäten.

Für ein System 
einer Funktion z\

1. Ordnung mitvon

kann mann die Bedingungen der Übereinstimmung für jedes Paar der 
Gleichungen besonders untersuchen, — dann werden wir bekannte Be
dingungen [#h, T7]] = 0 und (#h, Fi) = 0, oder' für Gesammtheit 
aller 3, 4... und q Gleichungen haben und dann bekommen wir neue, 
den Bedingungen der Nullgleichheiten der Poisson-Weiler’schen Klam-
mern aequivalente Bedingungen ; das ird die erste Verallgemei- 
nirung der Poisson-Weiler’schen Klammern sein.

Für ein System von der Form
Fg xm; z^... zK; p\, .. p\) =■ 0 (ff = 1,2) 

wir die Bedingung der Übereinstimmung {Flf F2} = 0 sein, wobei
n

das gibt die zweite Verallgemeinerung der Poisson-Wei
ler’schen Gleichungen; spezielle Fälle für n — 1 werden:

[2^, F2] = 0; (Fn F2) = 0 sein.
üm ein System von n Gleichungen 

n unbekannten Funktionen
(9 = 1, 2,... n) (13)

zu integrieren, nehmen wir die Gleichungen
= Const. dazu.

Wir bekommen eine Bedingung der Übereinstimmung der (n-Fl) 
Gleichungen (13), (14) 1. Kategorie und m (m — 1) — m 4- 1 Be
dingungen der Übereinstimmung 2 Kategorie. Alle diese Bedingungen



der Übereinstimmung geben ein System von Gleichungen. 1. Ordnung 
mit einer unbekannten Funktion 0, von der Form :

| m (m — 1} — m 4- 7]. (16)
Aus n (m — 1) partikulären Integralen <7\ = 0n (m-j) — 

• (7n (m—i) des Systems (15), (16), falls dasselbe ein übereinstimmendes 
System ist, solchen, dass dieselben mit dem gegebenen System (13) 
ein übereinstimmendes System von mn Gleichungen bestimmen, bekom
men wir pv... pnm als Funktionen von xlv.. xm; ^..., za; <7n(m-i) 
und finden mittelst der Quadraturen die Funktionen zlf... ztt aus den 
Abhängigkeiten:

dzk = dxr + . . . 4- P* dxm (k = 7, . . . n).
Bei der Integration eines übereinstimmenden Sy

stems von Gleichungen von der Gestalt (13), mit der
gleichzeitigen Benützung der Gleichung (14), bekommen wir ein System 
der Gleichungen 1. Ordnung mit einer unbekannten Funktion 0; dieses 
System wird aus einigen Gleichungen (15) und einigen Gleichungen (16) 
bestehen.

Für den partiellen Fall einer einzigen unbekannten 
Funktion 'Z haben wir die Jakobische Integrations-Me
thode. Für eine Gleichung (13) mit n =l bekommen wir nur eine 
Gleichung von der Form (15), für ein System von q Gleichungen (13) 
bekommen wir ein System der Gleichungen (15).

III. Um ein System von 2 Gleichungen 1. Ordnung 
mit zwei abhängigen Variablen zr, z2 und zwei unabhän
gigen , x2:

Fi («lt p‘ p'; p\, Pl) = 0 (g = 1, 2), (17)1

zu integrieren, adiungieren wir zum System (17) die Gleichung von der 
Gestalt:

<Z> («j, x2; zly zp, p' p'; p\, pl) = Const. 1 z
Wenn wir die Bezeichnungen:

einführen, bekommen wir die Bedingungen der Übereinstimmung in der 
Form der Nullgleichheit von 2 Determinanten 6. Ordnung der Matrix
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indem wir zu der von Null verschiedenen Determinante 5. Ordnung 
/\ der Matrix eine nach der anderen von den Zeilen und Kolumnen 
zuschreiben.

Die Aufgabe der Integration der Gleichung (17) re
duziert sich zum Bestimmen von zwei mit den Gleichun
gen (17) übereinstimmenden partikulären Integralen 

= Cr; = C2 einer linearen Gleichung erster Ord
nung mit einer unbekannten Funktion 0, wenn die Glei
chungen (17) keine einzige Ableitung p'f enthalten.

Hat (17) nur eine Ableitung p*, dann gibt die Elimination dersel
ben f (xlf x2; zlf z2) — 0; wenn wir von da z2 linden und in (17) 
cinsetzen, bekommen wir eine Gleichung 1. Ordnung mit einer einzigen 
Funktion z1.

Hat (17) nur zwei Ableitungen von p^ dann bekommen wir bei 
den Bezeichnungen: ' -

folgende Fälle:
1) Für D

(i, j ; k, l
J

(J muss man partikuläre Integrale, die







Bedeutung auch bei folgendenbekommen; dieser System behält seine 
zwei Beschränkungen statt (19):

Die Aufgabe das System (17) zu integrieren reduziert sich auf 
die Aufgabe zwei mit (17) übereinstimmende partikuläre Integrale 
0t = 02 = C2 des Systems der Gleichungen 1. Ordnung (20) mit
einer unbekannten Funktion 0 zu finden.

Das Integrieren des Systems (20) reduziert sich zur 
Integration einer von folgenden Systemen von linearen 
Gleichungen 1. Ordnung mit einer Funktion 0: (I)

wenn

wo Z, 22 die Lösungen einer quadratischen Gleichnng

(21)
bedeuten; wenn

dann ist: (III)

wenn



dann ist (IV)
02 0' (7<P '0

22 dx

2212

dann ist :

2idp

wenn

dann haben wir zum Bestimmen von 0 nur eine Gleichung (V) oder 
eine Gleichung (VI); wenn . ♦

1) d( F1’ F* ) 3£ 0: 2) d( FA' Fl = 0; 3) D ( F\’ F*. \ 0,\Pi> Pf / . V P^Pi / V p2,pt ) .
dann sind in der Gleichung (21) die Koeffizienten von At , in dei’ 
2. Gleichung des Systems (I) ist der Koeffizient bei der Ableitung
und in der 2. Gleichung des Systems (II) ist der Koeffizient 2 bei 
h(7) o .

: wenn
22
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dann ist D222
Gleichungen

0, und wir haben ein System von zwei gleichwertigen

(VH)

a

und ein System

11 dx
(VIII)

(IX)

2

wenn

dann ist D2 = 0, D2 — 0, D2 = 0\ die Funktionen F und F9 sind 11 * 23 7 21 ’ 1 2
von den Ableitungen p* abhängig; die Elimination der Ableitung p\ aus 
zwei Gleichungen — 0, F2 = 0 führt zur Relation

/ (æj, a?2> ^g) == GQ

V. Die Bedingungen der Übereinstimmung des Sy
stèmes der Gleichungen 2. Ordnung mit mehreren Funk
tionen: (22)

x.,:, zD;p’ p ;p’ p’,...pnmm) = 0 (q= 7, 2,... Mn + v) 1 u 1 i J z
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wo

bekommen wir, indem wir neue Funktionen z auf Grund der Formeln:

+ (k — 1) m 4- i

einfuhren, auf Grund der Regeln des § 2; das System (1) übergeht 
dann in des System der Gleichungen 1. Ordnung. Die Bedingungen der 
Übereinstimmung bekommt man auf andere Weise ; wenn wir die Zahl 
M in , der Form s •

M = m 4- (m — 7) + (m — 2) 4-. . 4- [m —
♦ * * * W 4 * \

schreiben, wobei, wenn i = 0, auch M — k = 7, 2,... und wenn i = 7, dann 
M = m k — m 4- 7, m 2r.., ist, und wenn wir gleich Null 
(R — S 4- I) (T — S 4- 7) Determinanten Grades $ von den Elemen
ten der Matrix mit den R Zeilen und T Kolumnen setzen, welche aus 
den Koeffizienten bei den Ableitungen 2. Ordnung und freien Gliedern 
der linearen Gleichungen, die wir aus den Gleichungen (22) durch die 
Differentiation mit xlf x2... x.n bekommen, besteht

k) v

= m (Mn 4- v); = | m (m 4- 1) (m 4- 2) n

Um alle Bedingungen der Übereinstimmung des Systems (22) auf
zuschreiben, muss man irgend welche von Null verschiedene Deter
minante /\ von der Ordnung $ — 7 der obigen Matrix wählen und zur 
selben eine nach der anderen von übrigen Zeilen und Kolumnen zu
schreiben ; alle solche Determinanten von der Ordnung $ muss man 
gleich Null setzen. -

Einen speziellen Fall dieser Bedingungen der Über
einstimmung bilden die Darboux-schen Bedingungen 
der Übereinstimmung für zwei Gleichungen zweiter 
Ordnung mit einer unbekannten Funktion z von 
der Gestalt

F(x, y, z,p, qfrfsf t) = 0;
Die Matrix ist dann folgende :

0 (x. y, z, p, q, r, s, t) = 0,
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zu integrieren, adiungieren wir zum System (23) die Gleichungen von 
der Gestalt
<D (xi.... xa- p ... p’̂  p p ... p’;nJ = Const. (26)

1 11 1

und trachten, dass das System der Gleichungen (23), (24) übereinstimmend 
sei. Dann haben wir
S = m (n + 1); R == m (n 1); T = | m (m -f-1) (m 4- 2) n + 1.

Dadurch bekommen wir ein System von (T— 
Gleichungen 1. Ordnung mit einer unbekannten Funk
tion und mit mehreren unabhängigen Variablen x}, 
^ii, p\, Indem wir p partikuläre Integrale fl\ — Clr.. 0P = wo 
P — 1 [m (m F 0 — 2] solche, dass dieselben mit dem Systeme der 
n Gleichungen (23) übereinstimmen, durch die Quadraturen bestimmen, 
bekommen wir ^,... Z± aus den Relationen

dp\ = p\ -F— dz^ == p\ dxv dxm.

Theory of differ, equations, vol. VI, p. 317.
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Für ein System von q Gleichungen von der Form 
(23), wo n <Z l m (m 4- 7? W, muss man zuerst die Übereinstim
mung des Systemes von q Gleichungen untersuchen und dann die Glei
chungen (24) adiungieren.

Die Integrationsmethode von Darboux, nach der 
Vorlesung von Forsyth1), der Gleichung F(x y,z ,q ,r ,s ,t) = O 
bildet einen speziellen Fall der allgemeinen Methode 
der Integration des Systemes (25).

Das System der Hi 1 f s gl e i c h u n g e n 1. Ordnung mit 
einer unbekannten Funktion 0 reduziert sich auf das
selbe System von 2 linearen Gleichungen; man muss 
eine von den drei folgenden Gleichungen

dFd® idF_ ; dF\d$ _ (lFdJl
dz dx ' ds dzidy~\ dy dx] dz dy ds

X— —dz dx
ßF__ dJFd®

ds dt I dx

dF d$ 
dt dy 

dF d<P 
dt dy

dFd®
dxds

. dFd® tw *___  ___ __  /
dy dt~~

dF dFd®
dx ' dy] dt

wie auch eine von folgenden zwei Gleichungen

L ö s u n Gleichung

f28)

wo A eine

ds = 0 ist, nehmen.

Ein System von zwei solchen linearen Gleichungen vertrit das 
unbequeme Forsyth’sche System

dF dF
dd> d$ dxd® „dy d$

■ dx dy dF dz dF dt
~dz ~dt

welches bei den Beschränkungen 0; 2) Di

behilflich ist.
Ein System von zwei linearen Gleichungen — einer von (27) und 

einer von (28) — ist dann ausreichend, wenn wenigstens eine von

0; 3) 2, 0

T) A. R. Forsyth: Theory of differ, equations, vol. VI, p. 314.
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20 andere Kombinationen der Beschränkungen bekommen wir 
aus den obigen durch Vertauschung von F und <Z> und umgekehrt.

VI. Für das Integrieren eines Systemes von Glei
chungen 2. Ordnung mit 2 abhängigen und 2 unabhän
gigen:

System (30) der Gleichung: (31)mit dem Adiungieren zum
Const.,

und auf Grund von Bezeichnungen:

bekommen wir 4 Bedingungen der Uebereinstimmung, indem wir ent
sprechende Determinanten 6. Ordnung der Matrix

gleich Null setzen.
Das Nichtverschwinden der Determinante 5. Ordnung /\,~ die 

der Matrix (32) umstrichen ist, gibt die Beschränkungen:

1) d( 1 7 ) § 0; 2) d( C F*’ 0.
[ P \P ,P ,P J

11 11 12 22

Die Bedingungen der Uebereinstimmung der Systeme (30), (31) 
geben folgendes System von 4 nichtlinearen Gleichungen zum Bestim
men von 0: ' ; ’ ■ - — .
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Il 11 ü2 . 11 12 22

11 11 11 12 22

Mann muss 4 partikuläre mit dem System der Gleichungen 2^ = 0, 
F2 = 0 übereinstimmende Integrale des Systemes (33), = Ci,...
<Z>4 = C4 finden; durch Berechnung von den 6 Gleichungen der Ablei
tungen p bekommen wir , z2 aus der Formel:

dp* — + P\% = p\ dx2 -H p* dx2
Auf Grund von Bezeichnungen

und Identitäten:

reduziert sich das Integrieren des Systemes (33) im Falle:

auf das Integrieren des Systemes von 5 linearen Gleichungen:



Im speziellen Falle einer einzigen unbekannten Funktion z bekom
men wir die Darboux-sche Methode der Integration der Gleichung 
F (x, y, z, p, q, r, s, t) = O, die im vorigen § angeführt wurde.

CLX. Sitzung am 15. Juni 1929.
Vorsitzender Hr. Levyckyj.

1. Hr. Kurenskyj (Kyjiv) bedankt sich für die Wahl zum 
wirklichen Mitglied der Sektion.

2. Prof. M. Baltovskoj (Rostov) übersendet eine Abhand
lung „Über ukrainische und weissrussische mathematische Termi
nologie im Zusammenhang mit der Geschichte der russischen Ter
minologie“. Die Arbeit erscheint in der Sammelschrift der Sektion.

r



3. Zu wirklichen Mitgliedern der Sektion wurden nachträglich 
die Hrn.: Prof. B. Mazurenko (Charkiv) und Prof. Dr. J. Kral 
(Prag) gewählt.

4. Es wurde beschlossen, den Aufschuß der Gesellschaft um 
die Ernennung des Hrn. Dr. B. Hnatevyc zum Mitarbeiter am 
naturwissenschaftlichen Museum der Gesellschaft zu ersuchen.

5. Es wurde beschlossen für den nächsten allslavischen ethno
graphisch-geographischen Kongress alles Nötige (im Einvernehmen 
mit den wissenschaftlichen Institutionen in Ukraina) vorzubereiten.

6. Hr. Dr. Rakovskyj wurde beantragt Untersuchungen 
der Blutgruppierungen unter den Huzulen in der jetztigen Sommer
zeit mit der Unterstützung der Gesellschaft durchzuführen.

. ' III.

Tätigkeit der physiographischen Kommission.
XXX. Sitzung am 10. Februar 1929.

Vorsitzender Hr. M e 1 n y k.
1. Es wurden administrative Angelegenheiten erledigt.
2. Die Materialien zum nächsten Heft der physiographischen 

Sammelschrift wurden einigen Mitgliedern der Kommission zum 
Gutachten übergeben.

XXXI. Sitzung am 29. Juni 1929.
Vorsitzender Hr. M e 1 n y k.

1. Es wurde beschlossen, in das nächste III. Heft der physio
graphischen Sammelschrift folgende Arbeiten aufzunehmen:

1) Prof. Pidhajeckyj: Bemerkungen zur Einrichtung der 
Arbeituntersuchungen in der Landwirtschaft.

2) M. Dolnyckyj: Die Ansiedlungen vom Stadttypus in 
transkarpat. Ukraina.

3) E. Zarskyj: Cobitinae unserer Flüsse. -
4) I. Krypiakevyc: Astronomische Erscheinungen in den 

ukrainischen Chroniken XV—XVIII Jahrh.
5) I. Rakovskyj: Ergebnisse der antropometrischen Unter

suchungen im ukrainischen Gebiete in den Grenzen des polnischen 
Staates. • - .

6) I. Fylypöak: Das Problem der Verbreitung des Maul
beerbaumes auf dem westukrainischen Gebiete.

2. Hr. Öajkovskyj E. berichtet über den jetztigen Zu
stand des naturwissenschaftlichen Museums der Gesellschaft. Und 
zwar zählt: <
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Abteilung 2827 Nummerna) die mineralogisch-geologische
b) die diluvialgeologische 326
c) die botanische n 1265
d) die ornitologische n 115
e) Konchyliensammlung w 99 n
f) Anatomie und Entomologie 4050
Die grösseren Spenden opferten die Hrn.: M. Terleckyj (Lem

berg). G. Terleckyj (Boryslav), I. Ozarkevyc (Boryslav), Ing. Stefa- 
novyc (Lemberg), G. Polanskyj (Lemberg), I. Fylypcak (Sambor), 
H. Martynec (Sambor) u. a., sowie der Verein der ukrainischen 
Studenten der Bergakademie in Pribram.

3. Es wurden Pläne der Ferialexkursionen diskutiert.
4. Es wurden einige neue Mitglieder der Kommission gewählt.
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Geschlossen am 30. Juni 1929.


