
УДК 681.3.06  

О.Дуда
1
; М.Дуда

2
, канд. техн. наук  

1
Тернопільський державний технічний університет імені Івана Пулюя  

2
Тернопільська академія народного господарства  

 

НЕКЛАСИЧНА ДВОЗНАЧНА АЛГЕБРА ЛОГІКИ. 

ТЕОРЕМА ПРО ФУНКЦІОНАЛЬНУ ПОВНОТУ  

БУЛЕВИХ СИСТЕМ  
 

В некласичній двозначній алгебрі логіки (двозначній алгебрі логіки з урахуванням середовища реа-

лізації) доведено теорему про функціональну повноту (теорему про необхідні і достатні умови функціо-

нальної повноти) булевих систем, що базується на множині замкнених класів ,{ 0sT  sT01 , sT10 , }1sT . Ця 

теорема формулює не тільки критерій оцінки повноти булевих систем, а й забезпечує однозначну відпо-

відь про кількість )25(  та перелік простих повних систем в такій алгебрі логіки.  

 

Умовні позначення  
;0{),( ∈QXf  }1  - функція некласичної двозначної алгебри логіки, в якій }{ ixX = , де  ;0{∈ix  

}1  та ,1=i  ,2  ...,  n  - вихідний алфавіт n  змінних (аргументів), а ;0{∈Q  }1  - середовище 

її реалізації;  

),(2 QnP  - система, що містить усі функції некласичної двозначної алгебри логіки над змінними 

множини X , із яких тільки наступні чотирнадцять функцій є елементарними: 

1) 1* xQ ↵  і 1* xQ ¬  - функції Повторення і Заперечення для однієї змінної, наприклад, 

1x  з множини X  ( 1=n ),  

2) )(* 21 xxQ → , )(* 21 xxQ ← , )(* 21 xxQ →/  і )(* 21 xxQ ←/  - функції Імплікація, 

“Обернена імплікація”, Антиімплікація і “Обернена антиімплікація” для двох змінних, 

наприклад, 1x  і 2x  з множини X  ( 2=n );  

3) i

n

i
xQ

1
*
=
C  і i

n

i
xQ

1
*
=
∏  - функції “Константа 0” і “Константа 1” для змінних множини 

X  при 1≥n ,  

4) i

n

i
xQ

1
*
=
∧ , i

n

i
xQ

1
*
=
∨ , i

n

i
xQ

1
*
=
↓ , i

n

i
xQ

1
*
=
Ι , i

n

i
xQ

1
*

=
←a  і i

n

i
xQ

1
*

=
↔  - функції Кон’юнкція, 

Диз’юнкція, “Стрілка Пірса”, “Штрих Шефера”, Антиеквівалентність і Еквівалент-

ність для змінних множини X  при 2≥n .  

sT0 , sT1 , sS , sM , sT01  і sT10  - замкнені класи в некласичній двозначній алгебрі логіки. 

 

Найважливішим результатом досліджень, виконаних у серії робіт [1—11], є 

вперше сформульована реальна двозначна алгебра логіки (двозначна алгебра логіки з 

урахуванням середовища реалізації, названа некласичною двозначною алгеброю 

логіки), у якій вирішена проблема повної відповідності теорії двозначної алгебри 

логіки і практики її реалізації в обчислювальній техніці. При цьому в [4, 5] запропоно-

вано: визначення булевої функції в некласичній двозначній алгебрі логіки; її табличне 

зображення (таблицю істинності); кількість булевих функцій; аналітичне зображення 

булевої функції (булеву формулу); істотні, фіктивні, фіксовані та нефіксовані (робочі) 

змінні; для n  змінних – визначення )1( +n -місної булевої функції. А в [6] запропоно-

вано визначення елементарної та складної булевих функцій і доведено кількість (14) та 

перелік елементарних функцій у некласичній двозначній алгебрі логіки, причому дове-

дено, що в таких елементарних функціях як “Константа 0” і “Константа 1” змінні є 

тільки істотними. Окрім того, в [7] доведено, що множини замкнених класів sT0{ , sT1 , 

sS , }sM , а в [8] доведено, що і мінімальної множини замкнених класів sT0{ , sT1 , }sS  

достатньо для повної характеристики усіх елементарних функцій некласичної двознач-

ної алгебри логіки, і в цьому разі повна характеристика деяких елементарних функцій 

здійснюється за певними групами. На основі множини замкнених класів sT0{ , sT1 , sS , 
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}sM  у [9], а на основі мінімальної множини замкнених класів sT0{ , sT1 , }sS  у [10] ви-

рішена одна із головних задач цієї алгебри логіки - задача функціональної повноти бу-

левих систем, зокрема, доведено запропоновані О.М. Дудою адекватні теореми про фу-

нкціональну повноту (теореми про необхідні і достатні умови функціональної повноти 

булевих систем), котрі формулюють не тільки критерій оцінки повноти цих систем, а й 

забезпечують однозначну відповідь про кількість )25(  та перелік простих повних сис-

тем в такій алгебрі логіки. Але в [11] доведено, що і множини замкнених класів sT0{ , 

sT01 , sT10 , }1sT , у якій два замкнених класи sT01  і sT10  запропоновано О.М. Дудою, та-

кож достатньо для повної характеристики навіть кожної елементарної функції в даній 

алгебрі логіки (табл. 1, в якій символ “+” означає, що елементарна функція належить 

класові, а символ “-“ – елементарна функція не належить класові). При цьому отримано 

такі твердження:  

 

Твердження 1. (∀  2≥n ) множини X , де }{ ixX = , ;0{∈ix  }1  та ,1=i  ,2  ...,  

n , якщо: 

а) sTf 0{∉  sT10 , }1sT  і sTf 01∈ , то ∃  i

n

i
xQf

1
*

=
↓= ;  

б) sTf 0{∉ , }10sT  і sTf 01{∈ , }1sT , то ∃  i

n

i
xQf

1
*

=
↔= ;  

в) sTf 0{∉ , sT01 , }1sT  і sTf 10∈ , то ∃  i

n

i
xQf

1
*

=
Ι= ;  

г) sTf 0{∈ , sT01 , }1sT  і sTf 10∉ , то ∃  i

n

i
xQf

1
*

=
∧= ;  

д) sTf 0{∈ , }10sT  і sTf 01{∉ , }1sT , то ∃  i

n

i
xQf

1
*

=
←= a ;  

е) sTf 0{∈ , sT10 , }1sT  і sTf 01∉ , то ∃  i

n

i
xQf

1
*

=
∨= . 

Твердження 2. (∀  1≥n ) множини X , де }{ ixX = , ;0{∈ix  }1  та ,1=i  ,2  ...,  

n , якщо: 

а) sTf 0{∉ , }01sT  і sTf 10{∈ , }1sT , то ∃  i

n

i

xQf
1

*
=
∏= ;  

б) sTf 0{∈ , }01sT  і sTf 10{∉ , }1sT , то ∃  i

n

i

xQf
1

*
=

= C .  

Твердження 3. Для змінних, наприклад, 1x  і 2x , де ;0{∈ix  }1  та 1=i  і 2 , якщо: 

а) sTf 0{∉ , sT01 , }10sT  і sTf 1∈ , то ∃  )(* 21 xxQf →= ;   

б) sTf 0∉  і sTf 01{∈ , sT10 , }1sT , то ∃  )(* 21 xxQf ←= ;  

в) sTf 0{∈ , sT01 , }10sT  і sTf 1∉ , то ∃  )(* 21 xxQf →/= ;  

г) sTf 0∈  і sTf 01{∉ , sT10 , }1sT , то ∃  )(* 21 xxQf ←/= .  

Твердження 4. Для змінної, наприклад, 1x , де ;0{1 ∈x  }1 , якщо: 

а) sTf 0{∈ , sT01 , sT10 , }1sT , то ∃  1* xQf ↵= ;  

б) sTf 0{∉ , sT01 , sT10 , }1sT , то ∃  1* xQf ¬= .  

Твердження 5. Для змінної, наприклад, 2x , де ;0{2 ∈x  }1 , якщо: 

а) sTf 0{∈ , }1sT  і sTf 01{∉ , }10sT , то ∃  2* xQf ↵= ;   

б) sTf 0{∉ , }1sT  і sTf 01{∈ , }10sT , то ∃  2* xQf ¬= .  

 

І в цьому разі виникають запитання:  
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1. Як сформулювати теорему про функціональну повноту (теорему про необхідні і до-

статні умови функціональної повноти) булевих систем у некласичній двозначній 

алгебрі логіки на базі уже замкнених класів множини ,{ 0sT  sT01 , sT10 , }1sT  та з ура-

хуванням отриманих тверджень 1, …, 5?.  

2. Яку кількість та який перелік простих повних систем забезпечуватиме ця теорема?  

3. Чи відрізнятиметься ця кількість та перелік простих повних систем від кількості 

)25(  та переліку простих повних систем, що забезпечують адекватні за результата-

ми теореми про функціональну повноту булевих систем як на базі множини за-

мкнених класів sT0{ , sT1 , sS , }sM , так і на базі мінімальної множини замкнених 

класів sT0{ , sT1 , }sS ?  

Метою статті є відповідь на ці запитання. 

Нехай 1{ f=ℜ , 2f , …, }sf  - довільна система функцій з ),(2 QnP , де ),(2 QnP  - 

система, що містить при 1=Q  усі функції некласичної двозначної алгебри логіки над 

змінними множини }{ ixX = , де ;0{∈ix  }1 . та 1=i , ,2  ...,  n , а при 0=Q  не має жод-

ної булевої функції незалежно від значень змінних заданої множини X . Як з’ясувати з 

урахуванням чотирьох замкнених класів множини ,{ 0sT  sT01 , sT10 , }1sT , чи буде дана 

система повною чи ні? Відповідь дає наступна теорема.  

 

 
Продовження таблиці 1 

№ 

пп 

Класи  

Функція 

sT0  sT01  sT10  sT1  

 

6 
 

+ 
 

- 
 

+ 
 

+ i

n

i
xQ

1
*

=
∨  

 

7 
 

- 
 

- 
 

+ 
 

+ i

n

i

xQ
1

*
=
∏  

 

8 
 

+ 
 

+ 
 

- 
 

- i

n

i

xQ
1

*
=
C  

9 - - - + )(* 21 xxQ →  

10 - + + + )(* 21 xxQ ←  

11 + + + - )(* 21 xxQ →/  

12 + - - - )(* 21 xxQ ←/  

13 + + + + 
1* xQ ↵  

14 - - - - 
1* xQ ¬  

15 + - - + 
2* xQ ↵  

16 - + + - 
2* xQ ¬  

 

Теорема 1 (про функціональну повноту). Для того, щоб в некласичній двозначній 

алгебрі логіки (двозначній алгебрі логіки з урахуванням середовища реалізації) система 

функцій ℜ  була повною, необхідно і достатньо, щоб елементарні функції даної 

системи не були і не могли бути одночасно функціями тільки від будь-якої однієї змін-

ної з множини }{ ixX = , де ;0{∈ix  }1  та 1=i , ,2  ...,  n , і одночасно не містились ні в 

одному із двох замкнених класів sT0  і sT1  множини ,{ 0sT  sT01 , sT10 , }1sT . 

Доведення. 

Необхідність. Нехай ℜ  повна, тобто ),(][ 2 QnP=ℜ . Припустимо, що ℜ  

міститься в одному із замкнених класів sT0  або sT1  – позначимо його через Ψ , тобто 

Таблиця 1 

Комбінації належності елементарних  

функцій некласичної двозначної алгебри  

логіки замкненим класам множини  

sT0{ , sT01 , sT10 , }1sT  

 

№ 

пп 

Класи  

Функція 

sT0  sT01  sT10  sT1  
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- 
 

+ 
 

- 
 

- 
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n
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xQ
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*
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↓  
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- 
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n
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xQ
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=
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=
Ι  
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=
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ℜ⊆Ψ . Тоді з Ψ  можна виділити підсистему 1Ψ , що містить тільки елементарні 

функції, які залежать від одних і тих же змінних множини X  і які не є і не можуть бути 

одночасно функціями тільки від якоїсь однієї змінної з даної множини, причому також 

ℜ⊆Ψ1 . Тоді, коли: 

1. sT0∈ℜ , то, відповідно до поданих вище тверджень 1г, 1д, 1е, 2б, 3в, 3г, 4а і 

5а, i

n

i
xQ

1
1 *{

=
∧⊆Ψ , i

n

i
xQ

1
*

=
←a , i

n

i
xQ

1
*

=
∨ , i

n

i

xQ
1

*
=
C , )(* 21 xxQ →/ , )(* 21 xxQ ←/ , 1* xQ ↵ , 

}* 2xQ ↵ ;  

2. sT1∈ℜ , то, відповідно до тверджень 5а, 1б, 1г, 1е, 2а, 3а, 3б і 4а, 21 *{ xQ ↵⊆Ψ  

i

n

i
xQ

1
*

=
↔ , i

n

i
xQ

1
*

=
∧ , i

n

i
xQ

1
*

=
∨ , i

n

i

xQ
1

*
=
∏ , )(* 21 xxQ → , )(* 21 xxQ ← , }* 1xQ ↵ . 

Оскільки через властивості замикання і замкненості для кожної з таких підсис-

тем 1Ψ  112 ][][),( Ψ=Ψ⊆ℜ=QnP , а тому і для системи Ψ  також 

Ψ=Ψ⊆ℜ= ][][),(2 QnP . Значить ),(2 QnP=Ψ  - неправда.  

Необхідність доведена.  

Достатність. Нехай Ψ  одночасно не міститься у жодному з двох вказаних класів 

sT0  і sT1 . Тоді з Ψ  можна виділити підсистему 1Ψ , що має тільки елементарні функції, 

причому з такими ж властивостями. Можна вважати, що усі елементарні функції підси-

стеми 1Ψ  залежать від одних і тих же змінних множини X , але не є і не можуть бути 

одночасно функціями тільки від якоїсь однієї змінної з цієї множини. При цьому мож-

ливі такі випадки: 

1. sT01 {∉Ψ , sT10 , }1sT  і sT011 ∈Ψ . Тоді, згідно із твердженням 1а, i

n

i
xQ

1
1 *

=
↓⊆Ψ . 

2. sT01 {∉Ψ , sT01 , }1sT  і sT101 ∈Ψ . Тоді, згідно із твердженням 1в, i

n

i
xQ

1
1 *

=
Ι⊆Ψ . 

3. sT01 {∉Ψ , }1sT  і sT011 {∈Ψ , }10sT . Тоді, згідно із твердженням 5б, 21 * xQ ¬=Ψ . 

Але 21 * xQ ¬=Ψ  є функцією від однієї змінної 2x , що суперечить формулюванню да-

ної теореми. Тому функції 2* xQ ¬  недостатньо для повної характеристики підсистеми 

1Ψ .  

4. sT01 {∉Ψ , sT01 , sT10 , }1sT . Тоді, згідно із твердженням 4б, 11 * xQ ¬=Ψ . Але 

11 * xQ ¬=Ψ  є функцією від однієї змінної 1x , що суперечить формулюванню даної те-

ореми. Тому функції 1* xQ ¬  також недостатньо для повної характеристики підсистеми 

1Ψ .  

5. }{1 ji ff ∪⊆Ψ , де if  і jf  - набори елементарних функцій, на які поділена 

підсистема 1Ψ , причому елементарні функції цих наборів не містяться одночасно у 

жодному з класів множини sT0{ , }1sT . Тоді, коли: 

а) si Tf 0{∉ , }1sT , а jf  належить відповідній кількості класів з множини ,{ 0sT  

sT01 , sT10 , }1sT , то, відповідно до тверджень 1а і 1в, є i

n

i
i xQf

1
*{

=
↓⊆ , }*

1
i

n

i
xQ

=
Ι , а 

відповідно до тверджень 1б, 1г, 1д, 1е, 2а, 2б, 3а, 3б, 3в, 3г, 4а, 4б, 5а і 5б, маємо 

i

n

i
j xQf

1
*{

=
↔⊆ , i

n

i
xQ

1
*

=
∧ , i

n

i
xQ

1
*

=
←a , i

n

i
xQ

1
*

=
∨ , i

n

i

xQ
1

*
=
∏ , i

n

i

xQ
1

*
=
C , )(* 21 xxQ → , 

)(* 21 xxQ ← , )(* 21 xxQ →/ , )(* 21 xxQ ←/ , 1* xQ ↵ , 1* xQ ¬ , 2* xQ ↵ , }* 2xQ ¬ . Але, як 
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у випадках 1 і 2, навіть кожної елементарної функції з множини i

n

i
xQ

1
*{

=
↓ , }*

1
i

n

i
xQ

=
Ι  до-

статньо для повної характеристики підсистеми 1Ψ ; 

б) si Tf 0{∈ , }10sT  і si Tf 01{∉ , }1sT , а sj Tf 01{∈ . }1sT  і sj Tf 0{∉ , }10sT  чи  

 

sj Tf 10{∈ , }1sT  і sj Tf 0{∉ , )01sT , чи sj Tf 1∈  і sj Tf 0{∉ , sT01 , }10sT , чи sj Tf 01{∈ , sT10 ,  

}1sT  і sj Tf 0∉ , чи sj Tf 0{∉ , sT01 , sT10 , }1sT , чи sj Tf 01{∈ , }10sT  і sj Tf 0{∉ , }1sT , то, як 

випливає з тверджень 1д, 1б, 2а, 3а, 3б, 4б і 5б, i

n

i
i xQf

1
*

=
←= a , а i

n

i
j xQf

1
*{

=
↔⊆ , 

i

n

i

xQ
1

*
=
∏ , )(* 21 xxQ → , )(* 21 xxQ ← , 1* xQ ¬ , }* 2xQ ¬ . Отже, }*{{

1
1 i

n

i
xQ

=
←⊆Ψ a  ∪  

i

n

i
xQ

1
*{

=
↔ , i

n

i

xQ
1

*
=
∏ , )(* 21 xxQ → , )(* 21 xxQ ← , 1* xQ ¬ , }}* 2xQ ¬ ;  

в) si Tf 0{∈ , }01sT  і si Tf 10{∉ , }1sT , а sj Tf 01{∈ . }1sT  і sj Tf 0{∉ , }10sT , чи 

sj Tf 10{∈ , }1sT  і sj Tf 0{∉ , )01sT , чи sj Tf 1∈  і sj Tf 0{∉ , sT01 , }10sT , чи sj Tf 01{∈ , sT10 , 

}1sT  і sj Tf 0∉ , чи sj Tf 0{∉ , sT01 , sT10 , }1sT , чи sj Tf 01{∈ , }10sT  і sj Tf 0{∉ , }1sT , то, як 

випливає з тверджень 2б, 1б, 2а, 3а, 3б, 4б і 5б, i

n

i
i xQf

1

*
=

= C , а i

n

i
j xQf

1
*{

=
↔⊆ , i

n

i

xQ
1

*
=
∏ , 

)(* 21 xxQ → , )(* 21 xxQ ← , 1* xQ ¬ , }* 2xQ ¬ . Але функція 1* xQf j ¬=  є функцією 

від змінної 1x , а при 1=n  (∃ ) функція )(* 1xQf i C=  також є функцією від цієї ж 

змінної, що суперечить формулюванню даної теореми. Аналогічно функція 

2* xQf j ¬=  і при 1=n  функція )(* 2xQf i C=  є функціями від однієї і тієї ж змінної 

2x , а при 1=n  функції, наприклад, )(* 1xQf i C=  і )(* 1xQ ∏ , є функціями від однієї і 

тієї ж змінної 1x , що також суперечить формулюванню даної теореми. Тому наборів 

функцій i

n

i
i xQf

1

*
=

= C  і 1* xQf j ¬= , i

n

i
i xQf

1

*
=

= C  і 2* xQf j ¬= , i

n

i
i xQf

1

*
=

= C  і 

i

n

i
j xQf

1

*
=
∏=  недостатньо для повної характеристики підсистеми 1Ψ . Отже, 

}*{{
1

1 i

n

i

xQ
=

⊆Ψ C  ∪  i

n

i
xQ

1
*{

=
↔ , )(* 21 xxQ → , )}}(* 21 xxQ ← ;  

г) si Tf 0{∈ , sT01 , }10sT  і si Tf 1∉ , а sj Tf 01{∈ . }1sT  і sj Tf 0{∉ , }10sT  чи sj Tf 10{∈ , 

}1sT  і sj Tf 0{∉ , )01sT , чи sj Tf 1∈  і sj Tf 0{∉ , sT01 , }10sT , чи sj Tf 01{∈ , sT10 , }1sT  і 

sj Tf 0∉ , чи sj Tf 0{∉ , sT01 , sT10 , }1sT , чи sj Tf 01{∈ , }10sT  і sj Tf 0{∉ , }1sT , то, як випли-

ває з тверджень 3в, 1б, 2а, 3а, 3б, 4б і 5б, )(* 21 xxQf i →/= , а i

n

i
j xQf

1
*{

=
↔⊆ , i

n

i

xQ
1

*
=
∏ , 

)(* 21 xxQ → , )(* 21 xxQ ← , 1* xQ ¬ , }* 2xQ ¬ . Тому )}(*{{ 211 xxQ →/⊆Ψ  ∪  

i

n

i
xQ

1
*{

=
↔ , i

n

i

xQ
1

*
=
∏ , )(* 21 xxQ → , )(* 21 xxQ ← , 1* xQ ¬ , }}* 2xQ ¬ ;  

д) si Tf 0∈ , і si Tf 01{∉ , sT10 , }1sT , а sj Tf 01{∈ . }1sT  і sj Tf 0{∉ , }10sT  чи 

sj Tf 10{∈ , }1sT  і sj Tf 0{∉ , )01sT , чи sj Tf 1∈  і sj Tf 0{∉ , sT01 , }10sT , чи sj Tf 01{∈ , sT10 , 

}1sT  і sj Tf 0∉ , чи sj Tf 0{∉ , sT01 , sT10 , }1sT , чи sj Tf 01{∈ , }10sT  і sj Tf 0{∉ , }1sT , то, як 

випливає з тверджень 3г, 1б, 2а, 3а, 3б, 4б і 5б, )(* 21 xxQf i ←/= , а i

n

i
j xQf

1
*{

=
↔⊆ , 
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i

n

i

xQ
1

*
=
∏ , )(* 21 xxQ → , )(* 21 xxQ ← , 1* xQ ¬ , }* 2xQ ¬ . Отже, )}(*{{ 211 xxQ ←/⊆Ψ  

∪  i

n

i
xQ

1
*{

=
↔ , i

n

i

xQ
1

*
=
∏ , )(* 21 xxQ → , )(* 21 xxQ ← , 1* xQ ¬ , }}* 2xQ ¬ ;  

 

е) si Tf 0{∈ , sT01 , }1sT  і si Tf 10∉ , а sj Tf 0{∉ , sT01 , sT10 , }1sT  чи sj Tf 01{∈ , }10sT  і 

sj Tf 0{∉ , }1sT , то, як випливає з тверджень 1г, 4б і 5б, i

n

i
i xQf

1
*

=
∧= , а 1*{ xQf j ¬⊆ , 

}* 2xQ ¬ . Тому }*{{
1

1 i

n

i
i xQf

=
∧=⊆Ψ  ∪  1*{ xQ ¬ , }}* 2xQ ¬ ;  

є) si Tf 0{∈ , sT10 , }1sT  і si Tf 01∉ , а sj Tf 0{∉ , sT01 , sT10 , }1sT  чи sj Tf 01{∈ , }10sT  і 

sj Tf 0{∉ , }1sT , то, як випливає з тверджень 1е, 4б і 5б, i

n

i
i xQf

1
*

=
∨= , а 1*{ xQf j ¬⊆ , 

}* 2xQ ¬ . Отже, }*{{
1

1 i

n

i
xQ

=
∨⊆Ψ  ∪  1*{ xQ ¬ , }}* 2xQ ¬ ;  

ж) si Tf 0{∈ , }1sT  і si Tf 01{∉ , }10sT , а sj Tf 0{∉ , sT01 , sT10 , }1sT  чи sj Tf 01{∈ , }10sT  

і sj Tf 0{∉ , }1sT , то, як випливає з тверджень 5а, 4б і 5б, 2* xQf i ↵= , а 1*{ xQf j ¬⊆ , 

}* 2xQ ¬ . Але функції 2* xQf i ↵=  і 2* xQf j ¬=  є функціями від однієї змінної 2x , що 

суперечить формулюванню даної теореми. Аналогічно, функції 2* xQf i ↵=  і 

1* xQf j ¬=  є функціями від змінних відповідно 2x  і 1x , що також суперечить форму-

люванню даної теореми. Тому наборів функцій 2* xQf i ↵=  і 2* xQf j ¬= , 2* xQf i ↵=  

і 1* xQf j ¬=  недостатньо для повної характеристики підсистеми 1Ψ ;  

з) si Tf 0{∈ , sT01 , sT10 , }1sT , а sj Tf 0{∉ , sT01 , sT10 , }1sT  чи sj Tf 01{∈ , }10sT  і 

sj Tf 0{∉ , }1sT , то, як випливає з тверджень 4а, 4б і 5б, 1* xQf i ↵= , а 1*{ xQf j ¬⊆ , 

}* 2xQ ¬ . Але функції 1* xQf i ↵=  і 1* xQf j ¬=  є функціями від однієї змінної 1x , що 

суперечить формулюванню даної теореми. Аналогічно, функції 1* xQf i ↵=  і 

2* xQf j ¬=  є функціями від змінних відповідно 1x  і 2x , що також суперечить форму-

люванню даної теореми. Тому наборів функцій 1* xQf i ↵=  і 1* xQf j ¬= , 1* xQf i ↵=  і 

2* xQf j ¬=  недостатньо для повної характеристики підсистеми 1Ψ ;  

и) si Tf 01{∈ , }1sT  і si Tf 0{∉ , }10sT , а sj Tf 0{∈ , }01sT  і sj Tf 10{∉ , )1sT  чи 

sj Tf 0{∈ , sT01 , }10sT  і sj Tf 1∉ , чи sj Tf 0∈  і sj Tf 01{∉ , sT10 , }1sT , чи sj Tf 0{∉ , sT01 , 

sT10 , }1sT , чи sj Tf 01{∈ , }10sT  і sj Tf 0{∉ , }1sT , то, як випливає з тверджень 1б, 2б, 3в, 

3г, 4б і 5б, i

n

i
i xQf

1
*

=
↔= , а i

n

i
j xQf

1

*{
=

⊆ C , )(* 21 xxQ →/ , )(* 21 xxQ ←/ , 1* xQ ¬ , 

}* 2xQ ¬ . Отже, }*{{
1

1 i

n

i
i xQf

=
↔=⊆Ψ  ∪  i

n

i

xQ
1

*{
=
C , )(* 21 xxQ →/ , )(* 21 xxQ ←/ , 

1* xQ ¬ , }}* 2xQ ¬ ;  

і) si Tf 10{∈ , )1sT  і si Tf 0{∉ , }01sT , а sj Tf 0{∈ , sT01 , }10sT  і sj Tf 1∉ , чи sj Tf 0∈  і 

sj Tf 01{∉ , sT10 , }1sT , чи sj Tf 0{∉ , sT01 , sT10 , }1sT , чи sj Tf 01{∈ , }10sT  і sj Tf 0{∉ , }1sT , 

то, як випливає з тверджень 2а, 3в, 3г, 4б і 5б, i

n

i
i xQf

1

*
=
∏= , а )(*{ 21 xxQf j →/⊆ , 

)(* 21 xxQ ←/ , 1* xQ ¬ , }* 2xQ ¬ . Але функція 1* xQf j ¬=  є функцією від змінної 1x , а 
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при 1=n  функція )(* 1xQf i ∏=  також є функцією від цієї ж змінної, що суперечить 

формулюванню даної теореми. Аналогічно, функція 2* xQf j ¬=  і при 1=n  функція 

)(* 2xQf i ∏=  є функціями від однієї і тієї ж змінної 2x  , що також суперечить форму-

люванню даної теореми. Тому наборів функцій i

n

i
i xQf

1

*
=
∏=  і 1* xQf j ¬= , 

i

n

i
i xQf

1

*
=
∏=  і 2* xQf j ¬=  недостатньо для повної характеристики підсистеми 1Ψ . В 

результаті отримуємо }*{{
1

1 i

n

i

xQ
=
∏⊆Ψ  ∪  )(*{ 21 xxQ →/ , )}(* 21 xxQ ←/ ;  

Таким чином, до підсистеми 1Ψ , а отже, і до системи Ψ  завжди належить один з 

наступних наборів елементарних функцій: 

i

n

i
xQ

1
*

=
↓ ; i

n

i
xQ

1
*

=
Ι ; 

}}*{
1

i

n

i
xQ

=
←a  і i

n

i
xQ

1
*{

=
↔ , i

n

i

xQ
1

*
=
∏ , )(* 21 xxQ → , )(* 21 xxQ ← , 1* xQ ¬ , }* 2xQ ¬ ;  

}}*{
1

i

n

i

xQ
=
C  і i

n

i
xQ

1
*{

=
↔ , )(* 21 xxQ → , )}(* 21 xxQ ← ;  

)}(*{ 21 xxQ →/  і i

n

i
xQ

1
*{

=
↔ , i

n

i

xQ
1

*
=
∏ , )(* 21 xxQ → , )(* 21 xxQ ← , 1* xQ ¬ , }* 2xQ ¬ ;  

)}(*{ 21 xxQ ←/  і i

n

i
xQ

1
*{

=
↔ , i

n

i

xQ
1

*
=
∏ , )(* 21 xxQ → , )(* 21 xxQ ← , 1* xQ ¬ , }* 2xQ ¬ ;  

}*{
1

i

n

i
xQ

=
∧  і 1*{ xQ ¬ , }* 2xQ ¬ ;  

}*{
1

i

n

i
xQ

=
∨  і 1*{ xQ ¬ , }* 2xQ ¬ ;     (1) 

}*{
1

i

n

i
xQ

=
↔  і i

n

i

xQ
1

*{
=
C , )(* 21 xxQ →/ , )(* 21 xxQ ←/ , 1* xQ ¬ , }* 2xQ ¬ ;  

}*{
1

i

n

i

xQ
=
∏  і )(*{ 21 xxQ →/ , )(* 21 xxQ ←/ ;  

Кожен з них повинен бути повною підсистемою, тому система функцій Ψ  також має 

бути повною системою.  

Цим достатність доведена. 

Теорема 1 доведена. 

Порівнюючи набори елементарних функцій (1) даної статті і (2) з [9], які входять 

в повні підсистеми у відповідності з теоремою про функціональну повноту на базі 

множин класів sT0{ , sT1 , sS , }sM , та (1) з [10], які входять в повні підсистеми у 

відповідності з теоремою про функціональну повноту на базі множини замкнених 

класів sT0{ , sT1 , }sS , а також враховуючи, що 1* xQ ¬  і 2* xQ ¬  - це одна і та ж функція 

Заперечення для відповідних змінних 1x і 2x , одержуємо, що вони ідентичні. Тому і на 

основі теореми 1, що базується на множині замкнених класів sT0{ , sT01 , sT10 , }1sT , бу-

дуть справедливі, приведені в [9, 10], теореми про те, що: 

1) з будь-якої повної ),(2 QnP  системи Ψ  функцій можна виділити просту повну 

підсистему, що містить не більше двох елементарних функцій;  

2) кількість простих повних систем у некласичній двозначній алгебрі логіки 

(двозначній алгебрі логіки з урахуванням середовища реалізації), що складаються тіль-

ки з елементарних функцій, дорівнює 25. 

Тому перелік простих повних систем є наступним: 
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1. i

n

i
xQ

1
*

=
↓ .    2. i

n

i
xQ

1
*

=
Ι . 

3. )(* 21 xxQ →/  і )(* 21 xxQ → . 4. )(* 21 xxQ →/  і )(* 21 xxQ ← . 

5. )(* 21 xxQ ←/  і )(* 21 xxQ → . 6. )(* 21 xxQ ←/  і )(* 21 xxQ ← . 

7. )(* 21 xxQ →/  і i

n

i
xQ

1
*

=
↔ .  8. )(* 21 xxQ ←/  і i

n

i
xQ

1
*

=
↔ . 

9. )(* 21 xxQ →  і i

n

i
xQ

1
*

=
←a .  10. )(* 21 xxQ ←  і i

n

i
xQ

1
*

=
←a .  

11. i

n

i
xQ

1
*

=
←a  і i

n

i
xQ

1
*

=
↔ .   12. )(* 21 xxQ →/  і 1* xQ ¬ .    (2) 

13. )(* 21 xxQ ←/  і 1* xQ ¬ . 14. i

n

i
xQ

1
*

=
←a  і 1* xQ ¬ . 

15. )(* 21 xxQ →  і 1* xQ ¬ . 16. )(* 21 xxQ ←  і 1* xQ ¬ . 

17. i

n

i
xQ

1
*

=
↔  і 1* xQ ¬ . 18. i

n

i
xQ

1
*

=
∧  і 1* xQ ¬ .  

19. 1* xQ ¬  і i

n

i
xQ

1
*

=
∨ .   20. i

n

i

xQ
1

*
=
∏  і )(* 21 xxQ →/ .  

21. i

n

i

xQ
1

*
=
∏  і )(* 21 xxQ ←/ . 22. i

n

i
xQ

1
*

=
←a  і i

n

i

xQ
1

*
=
∏ . 

23. i

n

i

xQ
1

*
=
C  і )(* 21 xxQ → . 24. i

n

i

xQ
1

*
=
C  і )(* 21 xxQ ← . 

25. i

n

i
xQ

1
*

=
↔  і i

n

i

xQ
1

*
=
C .  

Наслідок 1. У разі характеристики окремо кожної з елементарних функцій не-

класичної двозначної алгебри логіки множиною замкнених класів ,{ 0ST  ST01 , ST10 , }1ST  

будь-який замкнений клас Ω  функцій з ),(2 QnP  з ),(2 QnP  такий, що ),(2 QnP≠Ω , міс-

титься принайми в одному з побудованих класів sT0 , і sT1  цієї множини.  

Наслідок 2. В некласичній двозначній алгебрі логіки у разі характеристики 

окремо кожної з елементарних функцій множиною замкнених класів ,{ 0ST  ST01 , ST10 , 

}1ST  існує кількість передповних класів, що дорівнює кількості класів (чотирьом) цієї 

множини.  

Приклад 1. Чи є система функцій  

“ )(* 211 xxQf ∧= ; i

n

i

xQf
1

2 *
=

= C ; i

n

i

xQf
1

3 *
=
∏= ; i

n

i
xQf

1
4 *

=
←= a ”  

повною, але не простою. 

Роз’язання. Маємо STf 01 {∈ , ST01 , }1ST  і STf 101 ∉ , STf 02 {∈ , }01ST  і STf 102 {∉ , 

}1ST , STf 013 {∈ , }1ST  і STf 03 {∉ , }01ST , а STf 04 {∈ , }10ST  і STf 104 {∉ , }1ST . При цьому, 

відповідно до теореми 1 про функціональну повноту булевих систем, повними систе-

мами не можуть бути: 

1. Кожна з функцій 1f , 2f , 3f  і 4f  окремо. 

2. Кожен з наборів функцій множини {“ 1f  і 2f “; “ 1f  і 4f “; “ 2f  і 4f “; “ 1f , 2f  і 

4f “}, тому що 1{ f , 2f , sTf 04}⊂ .  

3. Набір функцій “ 1f  і 3f “, тому що 1{ f , sTf 13}⊂ .  
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Поряд з цим повною системою є набір функцій “ 3f  і 4f “, а отже, і кожен з наборів 

функцій множини {“ 1f , 3f  і 4f “; “ 2f , 3f  і 4f “; “ 1f , 2f , 3f  і 4f “}, тому що STf 013 {∈ , 

}1ST  і STf 03 {∉ , }01ST , а STf 04 {∈ , }10ST  і STf 104 {∉ , }1ST .  

Відповідно до (2), набір функцій “ 3f  і 4f “ є простою повною системою, а кожен 

з наборів функцій множини {“ 1f , 3f  і 4f “; “ 2f , 3f  і 4f “; “ 1f , 2f , 3f  і 4f “} є повною 

системою, але не простою.  

Розв’язання прикладу 1 завершено. 

Необхідно зазначити, що ідентичними є як умови, так і результати розв’язків 

прикладу 1 даної статті за допомогою множини замкнених класів sT0{ , sT01 , sT10 , }1sT ,  

прикладу 1 з [9] за допомогою множини замкнених класів sT0{ , sT1 , sS , }sM  і прикла-

ду 1 з [10] за допомогою мінімальної множини замкнених класів sT0{ , sT1 , }sS . 

 

Висновок 

В некласичній двозначній алгебрі логіки (двозначній алгебрі логіки із врахуван-

ням середовища реалізації) теорема про функціональну повноту (теорема про необхідні 

і достатні умови функціональної повноти) булевих систем, що базується на множині 

замкнених класів ,{ 0ST  ST01 , ST10 , }1ST , формулює не тільки критерій оцінки повноти 

цих систем, а й забезпечує однозначну відповідь про кількість )25(  та перелік простих 

повних систем в такій алгебрі логіки. Ці результати є адекватні до результатів викорис-

тання в некласичній двозначній алгебрі логіки теореми про функціональну повноту на 

базі множини замкнених класів ST0{ , ST1 , SS , }SM  і теореми про функціональну пов-

ноту на базі множини замкнених класів ST0{ , ST1 , }SS .  

 

In non-classic two-digit logics algebra (two-digit logics algebra concernin realization medium) the the-

orem about functional completeness (theorem about necessary and sufficient conditions of functional complete-

ness) of Bull’s systems based on set of clossed-end classes ,{ 0ST  ST01 , ST10 , }1ST  defines not only the as-

sessment criterion for these systems’ completeness but also provides exact answer about number )25(  and list 

of simple complete systems in such logics algebra. These results are adequate to usage results in non-classic 

two-digit logics algebra of the theorem about functional ccompleteness based on set of closed-end classes ST0{ , 

ST1 , SS , }SM  and theorem about functional ccompleteness based on set of closed-end classes ST0{ , ST1 , 

}SS .  
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