
М, Кравчук (Київ).

Про існування похідних у Функцій дійсного змінного.

1. Нехай поблизу точки х — 0, нпр. на однім із інтервалів
(1) (0, + а), (- 0), (- + а)

функцію у = f(x) можна представити в формі
(2) у = а0 + ахх + а^х* + -|- а#* + а(х). жк+г (г > 0),

де а(х) в обмежена функція від х. Тоді, як легко бачити з (2), 
існує (і не залежить від Л) число
О) = цт éWÉ) _ Ііт ■■+(-!)■/№),

q ¿1 h=O
як що Л є обмежене число і І к. Очевидно тут за Я і за h 
треба брати такі числа, щоби при досить малім h числа 

(Z-¿ + X)h (í-0, 1, І)
належали до інтервалу (1).

2. Нехай тепер якась функція у = f(x) мав на інтервалі (1) 
таку властивість, що величина

4^^ f(x + FF1Л) - (А; -1) /'(ж + Á; А) + ... + (- l)k+1 f (ж)
Джк+1 №+1

в обмежена. Тоді будуть обмежені й функції
V *У

w У’Лх’ Aa¡v •’ ЛХі
Справді, впровадивши зазначення

= 4ж, Г(0) = уо,

Л1У‘ = f ж) - 2 f (^гж)+ f (і ’
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де п є ціле додатне число, візьмімо тотожність:
/КУ І 4^0 , — 48^0 . .(5) У = Ус + х + -Х-у-' + +

+ х[х-іх) (х-к=ІІ^ + д^, 4іс)і
1 „ а . О . . . К

Де

(в) &(а, Лх) (*~ ... (и-і+й^)

Її легко перевірити переходом від к до ¿4-1, перетворивши
(6) так:

А (І> _ (х^х)(х-2іх)..Лх кЛх) . +

+ у (ж-ї+ІЛж) ... .(ж-г+^^^+^о + у 4ь+2уД Ах =

І=1 3=0
п— к __ ___

Г(х-Дх)(х-2Дх)...(х-кДх) ^(х ■ ¿+14«)...(я-г+йДаЛ^+1у0 л .
.---------ї-2---------к-------------------------- ГТ2--------- к--------1^+7

в-к ___ __
Vі Г(х— ¿4-14«)... (х—і+кДх)

Г“2 ~к
і^-1

х(х—Лху... (х~кАх) 4к+,^в 
= 1 2 (¿4-1) ’ 4а;к+1

Давши тепер у формулі (5) змінному х
Хі (д = 0, 1, ., ¿),

4- Лк+і (ж, 4«)

¿4-1 ріжних вартостей

таких, їцо числа
хі

Лх ~ Пі (У = 0, 1, к)

в цілі додатні, дістанемо ¿4-1 лінійних рівнань

(7) У^) = Ус + + +

+ . (Хі-к+1^ + Дк (Жь м
X £ Л/ ¿ІЗ/

що до величин

(8) VУо, да. , . , да.к

Коли числа X) взяти так, щоб абсолютні вартосте ріжниць 
між ними були більші від якогось сталого числа, то побачимо,
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розвязавши систему (7), що числа (8) є обмежені. З цих мірку
вань випливав, розуміється, й обмеженість величин (4).

Зауважмо тут, що для обмеженосте чисел (8) досить, щоб 
була обмежена величина (6).

3. Коли тепер вести Ах до 0 так, щоб число (х, Ах) ішло 
до певної границі, то й числа (8) ітимуть до певних скінчених 
границь а0, аг, 1 .2 і з (5) дістанемо:

(9) у = а0 + а1х_+ агх* + ^к (я, Дх),
дк+1г/

що дає (2) з г — 1, коли —є величина обмежена, та й при 

деяких загальніших умовах, що їх буде виявлено далі.
Дк+і«/

Звідси висновок: обмеженість виразу є достатня умова 

для існування к перших' суцільних похідних типу (3) у функції 
у = У(ж) на інтервалі (1).

4. Тепер можна довести, що при цих самих умовах функція 
у = /(ж) має.й звичайні похідні

ум (Z = 1, 2,..., к)
на тім інтервалі. Для доводу візьмімо функцію

í’Ííc) = j J j dxl

З огляду на
0 0 о 

ДІ<у 
обмеженість функції маємо*):

Fix) = Нт
X x-f-h x-|-h
C . 1 Г Г\ —n dxx lim -ту \ \ J Аж b=o h> J J
О XX

де (>(ж) є многочлен ступеня не старшого за 
F{x) = f(x) -h <>(ж)

x-t-h

j f(x)dxl + ç(x),

7—1 ; Отже

А що F(x) очевидно має похідні першу, другу, . ., Z-ту, то має 
їх і наша функція у — f(x).

Дк-Н-у
5. Коли на інтервалі (1) вираз —¡еЙ одностайно йде до 

нуля, то, як бачимо з (9) та (6), функція у — f(x) є многочлен 
ступеня не старшого за к. Це твердження взагальнює відому 
Schwarz’oBy теорему про функцію, що справджує умову

(Ю) Нт- + ~ 2 ~ hì = о
h+o' h*

*) Пор. нпр. de la Vallée Poussin. Intégrale de Lebesgue. Fonctions d’en
semble. Classes de Baire, 1916, стор. 44.
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Вимога одностайносте тут є істотна, як показує нпр. випа
док рівносте
Ііт = Ііт Х^+ЗЛ) ~3 + - Г(ж-ЗА) = 0

Дж3 Л8
що її справджує функція у — | х | на інтервалі (—1, 4-1); вона 
неминуча й для Зсіптагг’ового випадку: к = 1, коли взяти в (10) 
за чисельник вираз /(Н-ЗА) —2/(ж4-Л)4-Л®) замість /‘(¡г+Л) — 
— 2/‘(я) + /{х—як показує той самий приклад.

6, Спосіб досліду, що тут подано, є придатний, з відповід
ними змінами, також і для функцій кількох змінних. Не беручи 
справи загально, розвяжімо тим часом питання: коли у функції 
/(я:, у\...) змінні розділяються, тобто коли її можна представити 
в формі

...) = ф(«) + у(у) + ...?
Досить розібрати випадок функції двох змінних:

* » /*(«, у). 
Зазначмо;

х . у ,
т п 9
Яц = ї\іДх,$Ду} (г = 0,1, 2,..., т; у = 0,1, 2, ..., и)
Д?Ц = ¿і+и —
^¡3 = — £ц

Д&гц " ЗД&1І = £і+і, і-н “ #і+і,з ■ ^¡,з+і 4- ^¡з 
Тоді

(10) г = г00 4- Дгоа 4- 4- 4- Д^т-і.о 4-
4- ¿#00 + 4- дДг10 4- 4- <М£т-і,ф 4-
4" ^201 4- дД^оі 4- ¿Д^ 4- 4- &Д%т-1, 1 4“

4“ Аео,ь-і 4" і 4* ІЇД&і,п~і 4" 4" &Д&т—і, п-і,

що можна написати й так:
і=т—1, 3=п—1

(11) и - ^(г, у} - Ця, 0) - /(0, у) + /■(О, 0) = 2
і=0, 3=3

Нехай 4^- є величина обмежена в обсягу (0, х; 0, у), отже 
Лхду

нехай

-ГГ < К’\хду
де К є стале число; тоді з (11) дістанемо:
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| Цх, у) - Цх, 0) - /(0, у) + Г(0, 0) | < К. | ху |.

Маємо вислід: коли —одностайно йде до нуля в якомусь об- ІлХОЗ
сягу змінних х, у, то змінні в функції г = ґ(х, у) у тім обсягу 
розділяються. Цей критерій розділу змінних не вимагає існу- 

д2 вання похідних —, —.дх ду
7. Із (10) легко дістаємо:

% — 0) 4~ У(0, у) — У(0,0) 4- п[дД&00 ~і~ &Д я™ -Ь • • • <М#ш—і,о] 4-

+ (п—1)[(РДг00 4- (58Д#1О 4- • • • 4- ¿*Л^т-і,о] 4~ 

4- (п—2)[<58Дг(П + д9А^ц + • • • 4- ¿’Д^т-і, і] 4“

4“ 1 . [<5’4^0, п—« + п~а4“ •• • 4“ п-і] *=

= У(а:,0)-И(0,у)-/(0,0)4-»ш дД200+(т-1)п (5Д8г004-...+1. п <ІД 2£т-а, о +

4- т(П—1)дМг,оо+Ой“1Хл~1ММ,«оо4-...4-1 • («—1)<58Д3£ш-а,о 4-
4- т(п-2)«ІМгоі+(^-1)(гс-2)дМЧ1Ч-...+1. (п-2)<58Д8гш_2,і 4-

4- т . 1 <58ДгОі п-2Ч-(т—1). 1 <5*Д8^ п_24-...4-1.1. (58Д82т_а, п-а 
або:

(12) х - Г (0, у) + Цх, 0) - Г(0, 0) + ху +

і=т—1, з=п—1
, V , -л х , .«х ¿*№-1, і-іАхду .+ 2 (2/ - ^іу, ■

і=1, І=1 8 У

З останньої рівности, коли припустимо, що величини
МЦх, 0) <РА/(0, у) д^Г(х,у)

у } ЬХ2ду ’ ±хду9 Д Xі ду9

є обмежені, дістанемо, тими самими міркуваннями, що й для 
функцій одного змінного, що функція 2 = /(ж, у) має в обсягу

(0, х; 0, у) другу похідну типу Нт д±2 
ьхду *

Правдиве є й загальніше твердження: коли
дх92

Ьх*ду та
д912
Му9
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б обмежені на межі якогось обсягу, а й^уї У Цілім обсягу, 

. л . 32Г дЧІто скрізь у тім обсягу існує похідна —— — т—т- , хоч може не иХиу иуиХ
- дг дгбути похідних — та ——.дх ду

8. Рівність (12) можна переписати так:
(14) U (ж, у) = fix, у) — f(x, 0) — /(0, у} + f(O, 0) =

m—1- fc±=m—1. j==n—1

=+y 2 <* - i&x^^r&x+2^W) Axiy'

+x 2 ^+2 s'^'
j=l V i=l , j=l

Отож для існування звичайної похідної =

¿7 = f(x, у) — f(x, 0) — 7(0, х) 4- 7(0, 0)

—— ЛХ&У •\хЧу 3

d'U .
ЗуіИ ! функци

в якомусь обсягу досить, щоб величини
<5Д«С7 д*ди 
ДхЧу Та Дх&у*

були обмежені в тім обсягу. Цей вислід можна поширити й на 
старші похідні.

9. Переходимо до загального розбору умов існування стар
ших похідних у функцій кількох змінних.

Нехай функцію # (ж, у) від двох дійсних змінних можна по
близу точки (а, Д) представити так:

(ф_ дЛк
(15) г (ж, у) = & (а, Д) + а10 (а, /3) (ж- а) + л. + а» (а, Д) к1 +

+ Ах (а,х; у) (ж—а)к+г + стох (а, 0)(у-$) + ап (а,0) (х~ а)(у-0) .

+ «кі (а,fl) —і—- (у~^) + К І

+ Ооі(а, 0) + «11 (а, fi) («—а) /Р + • • • +
Z / V /

„ z„ дч(*-а)к (У-Д)1 .
+ «кі(М)—¿7- -¿у- +

Н- А у (х; Д, у) {у—/?)’+в + А »у (а, х; Д, у) (ж—ау+*(у-Д)1+и
(г > 0, s > 0, t 4- и > 0),
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де функції
(16) Л(а, ж; У), Л(я; fi, у), ЛХї(а, х\ fi, у)
та
(17) «¡j (а, 0) (г = 0, 1, .. „ к‘,/ = 0, 1,..¿) 
в обмежені.

Із (15) взявши 0 — у, а потім а = х, виводимо:
(18) z(x, у) = z(a,y) + а10(а, у)(®-а) 4- .. . 4-

4- ам(а, у) 4- Ах(а, ж; у) (ж-а)к+г

(19) z(x, у) « z(x, fi) + a0l(x,fi)(y-fi) 4- ... 4-
4- ««(«, fi) -^¿р 4- A (s; fi, у) (y—fi)l+*

Віднявши далі (18) та (19) від (15), дістанемо:
(20) U(х, у, a, fi) = z(x, у) — z(ct, у) — z{x, fi) 4- z(a\ fi) 4-

k 1

4- 2 (йі°(а’ & - Ma» У)) + 2 (a°j(a fi)-fi))A p' =
1=1 j=o J'

* **2 Ma» fi’ У) (s-a)k+t(3/-0)1+n-
i=l. j=L j'

Очевидно, функція z e суцільна що до обох змінних X та.у. 
Ми доведемо тепер суцільність функцій tZjj (a, fi).

Замінивши в рівностях (18) та (19) х на х 4- д, а на a + д, 
у- -вл y + h і fi на 04- Л, дістанемо :
(21) e(a;4-^,y+/i)=^(a4-sr,y4-A)+a1o(a4-^, y+h) (х-а) 4- ... +

4- Лко(а4-^, У+А)^~^ 4- А*{а+д, х+д\ y + h) (я-а)к+г

(22) у(х+д, y+-h)=z(x+g, fi+h=a01(x=g, fi+h) (у-fi) 4- ... 4-

4- aw (x+g, fi+h) 4- A^x+g; fi+h, y+h) (y-fi)i+.V /
Віднявши (18) від (21) та (19) від (22), легко приходимо до 

рівностей :
/поч 1 ґ/ / . . ьч / Л (z(x+g,y+h) — z(x,y)(23) -р ((a.o(a4-iZ, У + h)- аі0(а, y)J = | -4---- y “

_ g(g+^ y+h)-z(a, y) _ aw(a+g, y+h) — а10(а, у) _ 
(x—~a)i J (x—a)’“1

_ ai-i, o(«4-ff, у4-Л)^ао, j_)(a;,0)| _ 
(г—l)! (x—a) ì

I ai+ì, 0(a+g, y+h) - ai+r.0(a, y) (
- (------------------ -------------------------- (i-a) + . ..
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. .. 4- (ЛА(а+/л х+д, у+К) — Ах(а, ж; у)) (ж-а)*-і+г|

(24) £ (а^. № ~ Я) = {-(-±У'(УДГг(а:'У) - 

__ з(ж+у, У+к) — г(х, 0) _ а10(х+д, У+к — а10(х, 0)
(У~№ (у-Д)* 3“' *" ’ ’ ‘

0-1)! (у-Д)
що можливо з огляду на суцільність функцій z та (25). А тоді
з (23) та (25) випливав суцільність функцій аі0 та aQj і заразом

_ «о-і-і^+у, Д+^) — ац-х(ж. Д)) _ 
(/-І)! (у-?) і

/ аол.і(«4-у/Д-кЛ) — ао.з+і(®, У) /д, ,“І----------(7+їП----------»-/») + •••
. .. + (А,(х+у; ?+/і; у+-К) — А,(х; /3, у))(.у—/ЗЧ+1 }

Припустімо, що функції
(25) а10 (а, Д),..., аі-і,0(а,Д); а01 (а, Д),..., а0,і-і(а,Д) 
суцільні, і візьмімо числа | х—а [ та | у—Д | такі малі (але обме
жені знизу), щоб було

<И+і.о(а+у,у+Л) -.Лі+і.о(л,У)/л. ,
(Ш)! (ж-«) + ...

... + (Лх(а-Нг, х+д\ y+h) — Лх(а,ж; у))(ж-а)к-і+г

! ам+t Ф+У, P+k) - <**. н-і У) л.,
І ОЧІ)! {У Р7-Г...

... + (¿j(ìb+0; Д+Л, у+Л) — Лу(я;; Д, у))іу-Д)1ч+а є
У’

де є є довільно мале число (це можливо з огляду на обмеже
ність функцій (16) та (17)). Далі доберімо д та к так, щоб 
справдилися нерівности:

g(a;+ff, у+Л) — g(a;,y) _ z{a^g,y-\-h) — z(a,y} __
{x—af (ж—a)1

«io(a+ff> У+^)~^іо(Д> У} аї_і.о(а+  ̂,y +A)—ai_i.o(ot,y)1 _є.
(ж—a)'-1 ’** (і—1)!(ж— «) |*^2 ’

уА-к) — z(x, у) z(x4-gt^-\-k) — g(a?, Д) 
(у-ДУ (у-Д)Р

Д+А)-о01(а?,Д) «о, j-i(«+y, Д 4-А)-a0. j_i («,Д) 
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функції и (¡в, у, а, 0): досить узяти за і ступнево числа, 1, 2,... 
..к, а за У числа 1, 2, ..., I.

Нехай далі серед функцій

«п («, Р) ан (а, 0)

«и (а, Д) . . . аі-и (а, 0) ац(а, 0) . .. ац (а, 0)

«її («, Д) Лм (а, Д)
ті, що їх обведено лінією, е суцільні. Доведімо суцільність функції 
«іі(«»Д)ї ЦИМ буде доведено, що всі функції (17) суцільні.

Заступивши в (20) х через ¡»+¿7, у через у+к, а через 
а-Ьд, Д через Д4-Л, дістанемо:

(26) и(х+д, у+к, а+д, Д+Л) =

(х—а)‘ (у— 0$ .
= «іі(«Ч-^, 0+к) —л------+

і=1, І=1 4 . у.

+ Лху («+у, &+д\ 0+к, у+к) («-«)*+* (у-Д)1*0 

Віднявши (20) від (26), легко прийдемо до рівности: 

¿Гуї(«ц(«+У, 0+А) - ау(а, Д)) -

= Гц (ж+^> «+^> Д+Д) — «(де, у,«, Д) _
= Ь (X—«у (у—Д)і

_ «п^Ч-УэД+^-Оц^Д) _ _ (іі_и(а+у,Д-Н^)-«и(«,Д)~|
(х—а)і~1(у—Др-1 (і—1) !*/! (а?—а) □

_ Га,+,.д(а+^,^+й) - аи(«,Д (<в_а}
І (г+І)!^! к

-Ь ^(а+9,?+к) - аа(а,Р) (я,_а)к_і(г/_рГІ +
' * * Л! Л

+ (Л хУ(а+р, х+д\ Д+ Л, у+к) — Аіу(а,х;0, у))(я—а^+Чу—Д^+и|

Очевидно, знов можна дібрати ріжниці х—а та у—0 так, 
щоб вираз у дужках { } був довільно малий, а потім узяти 
д та к такі малі, щоб довільно малий став вираз у дужках [ ]; 
це й доводить суцільність функції а,, (а, Д).



10. Із (15) маємо очевидно

<27) аіЛа, ft - Ііт (< < М < 9 ,
Z7 =U, dp=U vr

де
(28) Дг(а,/3) = ^(а+Да^)—г(а,/?),...; дг(а,$) — £(«,/?+•<?/?)—г(а, 0),,..

Отже всі частки (і є обмежені. А що функції

(28) суцільні, то з (27) дістаємо:
¡8 Р іЗ
\ \ «¡і (а, /5) = Ііт \
% Ла=0, £0=0

4- Фі 4- 

/8 
с _
J ла'др &
о *

,. Jz(a, ft) = ¿гт — 
zta-0 Ja

де дрр в якісь-функції від а. Дальша інтеґрація дасть:
а а /З З

1 ’ ' У 1 • • ®'і (а> 0)dpdal = 
О о о о

а а а а

= lim С f J g (а? dai _|_ f f (ф, £j-i 4- .. . (¡pj) da1 =
¿/a=0. J І І

— s(a, Д) 4- Ф’іДі-1 4- 4- ... 4- 4- бі«1-14- 4- •. • 4- ®і ,

Де 
« «

®Р = 

О о
я @а — якісь функції від Д. Звідси висновок: 

ау(а,Д) = 9 (г = 1,. . А; / = 1,.. І)

Отож функція ¡г (а;, у) має всі похідні

w (і = 1.. й:У = 1...
при тім, ці похідні всі суцільні, отже їхні вартості не залежать 
"від порядку диференціації.

11. Нехай тепер маємо якусь функцію
г = f(x, у)

від двох дійсних змінних, що має в обсягу $ усі відношення:
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¿к-Н % (?Н-1 £ лк+] д 1+Ія
(29)

обмежені.
Подібно до того, як у п. 2, маємо тотожності:

* = Цх, у) -» /(0, у) + х + • • •

, х(х-лх)... (аз—АДляз) ¿4(0, у) -

¿л»к+і ’ с>?/1+1 ’ ¿х^ду 1+1

(ЗО)

(31)

• • • ^ А!
, X / Л\ , ¿фб», 0)м = <р(х, у) - <р(х, 0) + у

, У(У~<М • - ■ (у-ї—Му)

¿/ЯЗк

ІД » + Ж0,
Де

; мо» у) - ¡(Ач у} - ло, у). • у 6 /71»

д<р (х, 0) •= <р (яз, ду) — <р (яз, 0),...;

^+'Г(йх, у) . л»‘+‘ 21 ’ОІ/Л ’ЧС (ж—г-І-Ілги) . , . (яз—і-\-клх) 
~ к\

^і(о - 2 у^у~^' • ,

Нехай

д1+1ф(®, іЬу) .ду*'+1 ’

фС»,#) = ¡М - лї(/);
тоді (31) перетвориться на

Ь=к.І=1

/(«>,?) = /-(0,0)+ 2 
і=и,^=0

я?(яз—^яз)...(яз—г-1^яз)у(у—¿у)...(у~у—І^у) 
ЇГу!

+ М(О - х^о)
Звідси, подібно до того, як у пп. З та 4, приходимо до висновку:

Коли відношення (29) є обмежені в обсягу 8, то функція 2

має в тому обсягу похідну
дк+12Г 
дх*ду1 і ця похідна є суцільна.

Розуміється, тут замісць -вимоги (29) можна булоб поста
вити слабші вимоги (як у пп. 7 та 8); ми на цьому не спиня
ємося, так само, як на випадку функцій від більшого числа 
змінних.
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12. Із (6), з допомогою нерівности Cauchy,, виводимо:
D / а ч Iа ✓ V Г (я-ШЛаз). .. (оз-і+Ш) ~|2 
Вк (яз, Лаз) Л 2j L------------ —2 J.-------------J

звідки

де

-Дь (ж, Лаз)

л • / б?ук л ,Отож достатня умова існування похідної е обмеже

ність величини <$к+і на інтервалі (1), або середнього квадрату 
Ль+’у 

величини

Так само, застосовуючи відому НоМег’ову нерівність, пока
жемо, що достатня умова існування &-ої похідної в точці о? = 0 
є обмеженість величини

П-к ІЬ-Ь, р Р
Г 1 / Лк+ ?Л \ р-н “І р+і
Ь й" \ л^+м Л ’

і=0
де р в довільне додатне число.

Подібнож узагальнюються й висліди §-ів 5—8.


