Dr. JULIAN BOHACEVSKYJ (Stryj).

Versuch einer allgemeinen Herleitung der Summenformel
arithmetischer Progressionen beliebiger Ordnung,

Es moge im Folgenden versucht werden, fiir arithmetische
Progressionen beliebiger Ordnung eine gemeinsame Formel auf-
zustellen. Zu dem Behuf wird der Umstand benutzt, daB eine
Summenformel fiir eine arithmetische Reihe %-ter Ordnung bei
Vermehrung der Summe der » ersten Glieder um (24 7)t invariant
bleiben muB, m. a. W. die Aligemeingiiltigkeit der betreffenden
Formel fiir jedes beliebige n. Kommen wir von der genannten
Tatsache als einer Forderung aus, so bekommen wir eine Reihe von
Gleichungen, die wir durch Vergleichung der Koeffizienten der
Entwickelung der entsprechenden Summe erhalten. Wir werden
also auf gewisse Determinanten gefiihrt, deren Untersuchung von
entscheidender Bedeutung sein wird. Diese Determinanten werden
zuniichst fiir jedes rationale ganzzahlige £ von endlicher Ordnung
sein; sie werden also einen endlichen, und wie sich herausstellen
wird, einen ganzen rationalen Wert haben.

Wir konnen voraussetzen, daB die Summe der n ersten Glie-
der einer arithmetischen Progression %-ter Ordnung S(#*) eine Ent-
wickelung gestattet:

S(n*) = 1k + 2% 4 3k - +nk=a,+a,n+ a,n+ 48]

Diese Summe kann bei einem ganzen rationalen & offenbar
nur einen endlichen ganzen rationalen Wert haben, die Ent-
wickelung muf also mit einem gewissen, nicht unendlich fernen
Gliede abbrechen. AuBerdem wird die Entwickelung das Glied a,

nicht enthalten, weil fiir » = 0 die ganze Summe, also auch die
rechts stehende Entwickelung verschwindet.



Addieren wir nun zu der genannten Summe (r+I)*=

k
= 2‘4 (k) - »*, s0 nimmt die Entwickelung die Gestalt an:

Gt an+a,n+.. 1-1+()n+( )n’«l- +(k 1)fnk“1+n“+ .. (@)

Andererseits konnen wir die um (n41)¢ vergroBerte Ent-
wickelung in der Form sehreiben:

&, +a, (n+1)+a; (R+1)2 4. .. )
Vergleichen wir die beiden Entwickelungen
Ay + Ay B+ N+ ... +0x 7 + iy HETI L 414 (lli)n+ (g)ﬂ’-l—

+ (g)w-{- ... +(k£1)”k_l+(llz)"k+ o=

=a,+ a,n+ a,nt+ a;né+onttant+ +Fanf+ar,niti4
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+ (lé) axn* "+(k42'1)ak+1%‘—‘+.1.+as + (?‘;)04% +(g)a5n’+.-

+ (lg)akn"—s + (k?}- l)aik‘i'lnk_g-i—'"
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so erhalten wir durch Vergleichung der Koeffizienten eine Reihe
von Gleichungen:

ay+a;+..Far+axy, =1 ]

(Dot )t (i )act (5 Jorn=()

(i’)%*@ a4+...4_(k52)ak+(1§+} Aty = ( ) (IV)

(o)
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Fassen wir hier die Koeffizienten a,, a,, @; usw. als Unbe-
kannte auf, so liegt ein§System von (k4 1) Gleichungen mit (k41)
Unbekannten vor. Die Determinante des Systems ist:
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Wie man unmittelbar sieht, ist der Wert dieser Determinante
dem Produkte der Hauptdiagonalglieder gleich, also fiir ganzes

rationales %: )
’ D = (k + 1)!

Die Zshlerdeterminanten Da;
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erhalten wir, indem wir die ¢-te Spalte der Determinante D resp.
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durch 1, (11{), (1;)

usf. ersetzen. Wie man nnmittelbar sieht,

stimmt die ¢ - te Spalte mit der vorletzten bis auf das letzte Glied ber-

ein, wenn wir bedenken, da8 (ki 1) = G{), (1;{—2) = (12{) WS.W.

Das letzte Glied der vorletzten Spalte ist 0. Dann lisst sich aber
durch Subtraktion der vorletzten Spalte von der ¢-ten erreichen,
dag alle Glieder der ¢-ten Spalte bis auf das letzte = 0, das letzte

dagegen (E) = 1 wird.
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Der Wert dieser Determinante ist gleich
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Denken wir uns nun die letztausgeschriebene Unterdesermi-
nante nach der ersten Spalte entwickelt, die weiteren sukzessfven
Unterdeterminanten wieder nach der ersten Spalte u. s. £. s st
leicht einzusehen, da8 sich zunichst der Faktor ¢ einmal &e

weiteren, und zwar (i-+1), (i+2), (i+3)...

u. 8. {. je zweimal, der

letzte, u. zw. (k+1) wieder nur einmal vor die Determina=te
heben JiBt, sodas die Determinante Da; schlieBlich den Wert erzah:

Da; = (—1)*—+1 (k+1)! (+1) (+2)..

kb iy IN)



wobei zur Abkiirzung

11 _1
21 3! (k—i+1}t
s
21
1
0 1 =5
Ak—z’+1 = 21 (IX&)
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gesetzt werden moge.
Seizen wir der Vollstindigkeit halber
1
AO == 1, Al = 2—! (IXb)
so gilt fiir die Determinanten 4. die Rekursionsformel
1 1 1 o1
Au = -2—! ;’-11'_1 - T Az'_2 + —4, Ay'_:g— + (—1) o1 A\) (X)

die mit der Entwickelung nach der ersten Zeile gleichbedeutend
ist, oder, was auf dasselbe hinauskommt:
4,34 v b —45 v+ L (D4
v!
Die Formel (IX) gilt nicht mehr fiir Da, und Da,,. Fiir diese
beiden Fille gelten vielmehr die Formeln

Doy = (k - 1)![k(k+1)—(k§’1)] = ; k + 1)1 (XD

Da,,= k! (XIa)

Im Falle k=1 gelten also nur die Formeln (XI) und (XIa).
Im Fall k=2 kommt dagegen schon bei Da, die Formel (IX) zur
Geltung. Die Summen S(n*) lagsen sich also leicht berechnen, so-
bald Determinanten 4» einmal berechnet sind. Auch fiir die ein-
fachsten Fille k=1, k=2 und k=23 sind die bekannten, sonst
gewiohnlich auf anderem Wege erhaltenen Formeln, nach dem an-
gegebenen Prinzip auch ohne Kenntnis der Determinantentheorie
leicht ableithar, und es kann m. e. die angegebene Methode auch
an der Schule gebracht werden.

Stryj, 28. Mirz 1938.
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