Dr. JULIAN BOHACEVSKYJ (Stryj)

Transformation der Laplaces'chen Differentialgleichung im
n-Dimensionalen auf generelle Koordinaten.

Es seien n zueinander ortogonale n-dimensionale Gebilde gegeben:

Ji (g g @50 20) = @
Jo (25 x5 a0} = Qg

1)
S (% g Ty X0 ) = n
Nach Anflésung nach x,,2,...25 erbhalten wir:
@ = Py (€1 Oy ¢n)
Ty = §5 (01 Qo+ €n)
(2)
Za = Fa (01 03 0a)
Die Ortogonalititsbedingungen sind:
0p; 0gy | Bp, B, 9™ 0Pn _ ~Q 07 Aq:
— 14t T2 4= R — — =10
09, G¢y 00y 00, 00, do, 2, ¢ 00,
dp; 0, ap, Ogy . 00y 8¢ - oq; 0
—~3 T2 —= _+..“_1_——. ——=Q— —_—
do, 0g3 09, ¢ 90, 09, 00, 0g (3)

09 09y | 0gy 00y | 00 00w _ 00091 _
8gu—18gn  O¢u10¢n T 0@u—18@nm o 00u—1 O_Qn

oder auch:

Pgy 00s. | D01 00, | | 0000 _Qlale
Y, Oxy, = Oaz0mg ' Oan On < O; Dz
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90, 095 , 00, Doy 001 B0y _ 3001 005 _
8, b, = Dy O, T +ax,, 0y ;1: dxi Oxi (4

0gn—1 3& 3(3,1_1 aQn 1. +69n—1 3911 _ E\3(’!1—1 ?@_: 0

dx, 8x, Oxy 0w, Oxn Oxn A=d Oxi i

Es sei nun die Potentialgleichung gegeben :

otV v -
A,V—" ,+ ..+ﬁ=0 (O)
und diese Gleichung mége auf generahslerte n-dimensionale Koordinaten
transformiert werden, Die neuen Koordinaten seien g, @,...0a und sie
mogen mit den Koordinaten x, xy...2n durch die Glelchungen (1) und

(2) verkniipft sein, Wir haben nun 1nfolge 2):

oV oV de, , 8V do, vV den .
27 % 1% (i=1,2,... 6
oz~ v 0w Toogam ¥ Tagnom (T LEe™ ©)
BV v _a_g,) aﬂV(%)*+ % Bgn) .
dx®  8p,t \dx 80,2 \0x; T Ben \oa
Lo OV dnde  Vite 0V . 0Vt
0oxi0 0 0 8@y dxi¥ By 0 ;2 69 @.1,'; (7)
hiss (=1,2,...)

Addieren wir die n Gleichungen (7) und beriicksichtigen die Orto-
gonalititsbedingungen (4), so erhalten wir:

v
=4 ((’1) & V+ A:(@z) + .+ Al(‘?n) g'f" 4 (91 4 — 4 8
9g, G))

V v
+ 4,0y o+ Ao 5

Dabei bedeuten 4,(¢;) und 4,(¢;) die verallgemeinerten Lamé-schen
leferentlalparametel

8= (L) + (L) ++ () ®

A,(f)y= i AT A ﬁ (10)

O, o, * ) daxn
Diese Differentialparameter berechnen wir wie folgt:
Durch Differentiation der Gleichungen (2) nach z, erhalten wir:
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dpi1 00, O 0o, 0%, 00u _

09, dx, il 00, O o d0n 0z, 1

0@y 00, | 0p, 00, 07000 _

do, 0x, ' g, dx, toot d0n B, 0 (11)
0¢ud@y | 07a00; d¢ndon _

691 6;31 0 Qg 0, Tt 0¢n O, =90

Multiplizieren wir nun die erhaltenen Gleichungen bzw, mit

90; 09, 9n und addieren mit Beriicksichtigung von (3), so ergibt

de,” de," """ gy
sich
[ 6‘7’1) 6%) 5‘7:!)2‘ 00, 607
. ) +. == 1 — 271 ynd analo;
L\d e, 00, 8o, | dx, 09, g
[ éﬁ&) 3%) L. +(?ﬁ)" bey _ 095
L\G o, 8¢, 0o,/ 1 oz, 8¢ (12)
[ 00‘1) 09\ (gﬁ)’“ 90, _ 0¢u
L \og, 30y T \deg, dra 09,

Quadrieren wir und addieren diese Gleichungen, so ergibt sich

[0+ (52" o+ (2T 0 =

6%)’ 6%) 6%)
= A

00, + 00, te 80,
und hieraus

4, (e)= (%) a%) . 6%)

20, 90, 00y
Analog
4, (o) = ; .
! oo \? 0ps\? ‘p“)

) +(=)+...+ 13
‘792) 00z (13)

Al (Qn)= %) 3??2) +. ann)
69;. agn a@n

Fiihren wir noch die Bezeichnung ein:

%) "’%) 9} _ g,
i) + () +- +6g.) '
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dann bekommen die Gleichungen (13) die Form:

1 1 1
Al(&) = H_' 41(92) = Fa- e A1 (Qn) =F (13-51)

Die Parameter 4,(g;) berechnen wir nach Lamé wie folgt: mit
Hilfe der Bezeichnungen (18a) erhilt die Identitit (8) die Form:

10V 18V 19V (82)

H, 30, ,+Fafg+ "'—I—F@Q ,"f‘Az(Ql) ,"+

A, (V) =

+4 (92) +‘ -+ A4 ((‘n)
In dieser Identitit setzen wir der Reihe nach: V=g, V=g,,.. V=g¢u
Es ergibt sich

1 62991 1 ¢,
H, 90,* ' H, 80;*

1 0%,
Hnag

+ 4,00 200 3"’1 bt died ) a‘“ -

ot e Ao G+

iagq’z i 2 1 9 q}e 0y
H, 00,® ' H,dp +.. +H 69 As(?:)éa +
0P, A 09y _
+ Aﬂ(gz) 992 +—" . + 2(0“) aQn 0 (14)

i #%¢n 1 9%y 1 9% *¢a ¢
H, dg,® H 6922 i +H 0¢n s T )891+

to 00 0n __
+ 42(?2)5@; + oot A(en) 30n = (.

Daraus kénnen wir schon A,(p;) bérechnen. Multiplizieren wir
namlich (14) bzw. durch @J—‘, %,...6% und addieren, so ergibt sich
09, 09, 8@,
mit Riicksicht auf (3)

0%q; 6¢! 1 6 qi07;
H, 26?1 691 00926—91 oot (15)

1 o aﬂq.iaq.i -
+E2393s5g + 4 () H, =0.

671 i gy i [(0 ¢x) ]
691 691 2o 00, (16)

Nun ist aber
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und G o7i 0% _ 1 oH,

o 00, d9,* 2 0o,
1=

(16a)
Differenzieren wir wieder die erste der Gleichungen (3) nach g,,
so ergibt sich

0%q: 9y o 0¢i0%q:
o 09,00, 005 i_1691 09, *

S %62¢i=—2na_”i Oqi 1 oH,
i ¢, D0, domi 005 00,00, 2 0¢
und analog " o 0%q: __ 1 0H, 16b
00, 0g;” 2 00, (160)
i=1
” dq: 9%q; 1 0H,
6(), 6(?::2 o 2 09,
i=1
Hiemit 1st:
N 1 8H, 1_oH,
4y(01) = _v\23123_91'+21111£a—91 + (17)
1 8H, 1 8H,
2H, H, do, 2H, H, 8¢,
1 @ H,
oder Az (Ql) - 2H1 3_91 (l‘qﬂ2 -H.‘l Hn)
Analog 10 4,
A — — (l 2 )
2 (0e) 2 H, do, gﬂl Hy o HyJ % (18)

— 1 a Hn
4,(e)=—3 Hna_gn(lg _HIHQ--;Hn—l)

Um nun negative Vorzeichen durch positive zu ersetzen und den’
Nenner 2 fortzuheben, setzen wir noch

1 1
. H2 = T Hn= k—ng;

dadurch erhalten die Gleichungen (18) die Form:
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—h 2l (g P
4 (o) =hy 90, (lg ks h3.--’ln)

] 3
A = h - [lg — 2
3 (05) = Iy 50, ( 0k, . hn) (18a)

9 ha
= byt — (lf s
Ag (Qﬂ) = hn agn (Jg hl k‘... hn—l)

und die Gleichung (8) die ,Form

ER'S BV- E)V v
2 "
i PRl R e R T
ba N0V av (8b)
+‘691( 7 g byl 691+”69,(lghh )393+ -+

av
[ ) #L_ﬁ -
t Bgn(ghl Ry ki) 0n
oder kiirzer

h, 8V 8V h
A V—h k b [}! fl k ag‘ an hgh hnaQ;[( hz h ) +
hy 3V hy 0 hy (8c)
t g Ton 00 +692h1h5...hn693( h )+"'+

hn 62V 3V ]ln
+ hy hye. ko1 B0 t 300 Py By huy 3gn( Ty By bn_l)]

Nun ist aber

}l2 hs... hn 691 hz hs... hn

oh oh, dhq
k ...n—‘—h k——..—hh Jhoy —
2h3 h agl g 1 n—1 6@1
(h hy... ho)?
L oh, ?_(k2 kg ltn)
— 91 -1 00, ( )
(P higre Pin) T 9g, \hy hs

und analog

s ) ()
Fy Ry b 005 \ ¥ Ry g g B0y \ by by .. P

hh 01 n =i(__.jhﬁ_)
Fy Prgers Frn1 302 9k1h,..,}zn_.1) 0n \ Py hgun Fin 1
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Hiemit erhilt die Gleichung (8) endlich die Form:

hy @ V)

8
B,V =h by by [&E Tk 6?1

(8d)
095 (7' Ry... ha SJ: T +30n (h - fny Z(K)]

Die Anwendung der letzterhaltenen Gleichung auf n-dimensionale
Kugelkoordinaten und ihre Losung bleibe einer besonderen Arbeit vor-
behalten,




