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Transformation der Laplaceschen Differentialgleichung im 

n-Dimensionalen auf generelle Koordinaten.

Es seien 'n zueinander ortogonale n-dimensionale Gebilde gegeben: 

/1 (Xi x3 a?s... xn) =

(1)

,/n (®1 *̂2  *®2  fn

Nach Auflösung nach xuxt...xl erhalten wir:

®1 = Tl (i*l  Cs*"  ('n)
™ 9^2 ((>! p2...(>n)

(2)

Xn = 9"n ((*1  (’s-, ('n)

Die Ortogonalitätsbedingungen sind :

d<Pi d^ Öy2 dy2 dt£ £y’n = ’s^Ö£i d£i = q
9^2 d$2 ^(*2

Ö(>i 0(>3 ötfi d(>3 +ö(h dCs (3> 

d<Pi dfPi gy2 dy2 + dyn d<Tn = y* dq\ = 
dfn-iden ö^n-id^n *” den-idCn d$>a-i d£n

oder auch:

dei de2. ; dei dp8 

9®j dxt dx2dx2
I gei dp2 ^^C3Me2 q 

dxa dxn dxi dxi 
i=l
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d(>i d$3 dp3 dpi dos dQx dp3 
dx< dx, dxadxv dxa dxn ^¿Oxi dxiXX 4 « j_|

ÖPn—1 dQn | dQn—1 dQn | d(?n—1 
da?! da?! do?2 da?2 ’ ’ * da?n

dfu dßn—1 dpn 

dxn Qx\ dxi
1=1

0.

Es sei nun die Potentialgleichung gegeben :

A rr d*V . i i d*V A“SV = ä—a + ä—i + ••• + ä—2 = 0 dxjz da?2z dxn

(4

(5)

und diese Gleichung möge auf generalisierte n-dimensionale Koordinaten 
transformiert werden. Die neuen Koordinaten seien p, pg ... pn und sie 
mögen mit den Koordinaten a?1 x2... xu durch die Gleichungen (1) und 
(2) verknüpft sein. Wir haben nun infolge (2):

SVdei + __ (
da?, d(»! dxi dp2da?i dpada?i

d2F _ daF /^A« d*7  /d£gV daF/dgny
da?i2 dpi2\dzi/ dp^dx-J dpa \da?i/

t 2 dgfcdgi . | dFd8pg dF dgn
j&dQkd$i dXidxi dpi da-? ^~dp2 dx;3 ’*’ + (7)

(¿=l,2,...n)

Addieren wir die n Gleichungen (7) und berücksichtigen die Orto- 
gonalitätsbedingungen (4), so erhalten wir:

d3F , d2F , , d3F 4 „
.ta? + ta? + -- + to?=

= + 4lfe) +- • • + ä2ta) + (8)

+J!(<,!)f£+---+42(?ü) w*

Dabei bedeuten 4(0) und ägti'O die verallgemeinerten Lamé-sehen 
Differentialparameter :

(10)i(f}= 8y . gy + . <9®,» + dx^ +---+ 0Xn‘-

Diese Differentialparametei- berechnen wir wie folgt:
Durch Differentiation der Gleichungen (2) nach a?! erhalten wir:
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0P1 gpg

dQ} dxt ÖQidx1 * *•  t dga QX1
d<pg 0£i , ^2 3p2 -9^ 0£n = o

0$! 9%! d^., dxt *’*’’’ qx^ mJ

Multiplizieren wir nun die erhaltenen Gleichungen bzw, mit

3^0(11.0^3^ dq^dpu A
------------- ”i ‘—~~-------- i” * T ------ ------- U d^>1dx1 d^3dx1 dQn dxt

&<p! d(p3
’ 9(>i ’ * 

sich

.. und addieren mit Berücksichtigung von (3), so ergibt

r(^iy + (^y + ... + (|iiyi ^=^>und analog
Lxdpj/ J dxt 3(4 &

rMY + f^V+ -l^YI a£i=a£sLxö^j/ J dx2 d(?j (12)

'^iV pM*  . fa<3rpV1 ^1 = ^3.
■d^J dxa dQ)

Quadrieren wir und addieren diese Gleichungen, so ergibt sich

und hieraus

Analog

(13)

Führen wir noch die Bezeichnung ein:
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dann bekommen die Gleichungen (13) die Form:

Atei) = > Atea) = yy- ? • - • A te») = (13a)

Die Parameter ds(^) berechnen wir nach Lame wie folgt: mit 
Hilfe der Bezeichnungen (16a) erhält die Identität (8) die Form;

4W = ■Z 1 d2V 
9^ 2 2 +

1 d*V  , 4 , xdV ,
Ö?J + (8a)

In dieser Identität setzen wir der Reihe nach: V = F = K=
Es ergibt sich

7 g2<Pi ,
T H2d^2 r 'H.d^ f *̂0^

+ 4(₽3)^ + .-- + 4(€,) |^-o

_L^2 _l2_^2 4- T J 1 4

+ AteJ |^ +... • + Ate») ¿r = 0 (14)

i 9V» . i a’r*  . , i 0srn , 4 ,
ähV "■■i’Ä»a?ns + 2

+ 4^)™ + --+ W^-o.

Daraus können wir schon AteO berechnen. Multiplizieren wir 
nämlich (14) bzw. durch und addieren, so ergibt sich\ dQ1 e
mit Rücksicht auf (3)

_L V _l _L V ^£1 ^4.4. (1
.......................................................... <lö> 

i=l i=l

+ ^2?5if+ A^H>=°-
1

Nun ist aber

0jri02(jri_l d rp^yi
34 J (16)
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und

2d(fi d2(fi l dHA (16a)

Differenzieren wir wieder die erste der Gleichungen (3) nach (>2, 
so ergibt sich

2d2<Ti dqrj d(fj ds<jr~i q
Öp2 ö£22

9^i 2 Jad dtj2- do{d(>2 % Ö&i
i=l 1=1

und analog “ a2yt 1 dH3
9(»32 “ 2 Ö^r

i=l

211 = i dHn
d(h dQn2 2 d^

i=l

Hiemit ist;

1 dH. 1 dH2
2H^ + 2^^ 9^

1 dH3 1 dHn
+ 2HtH3 d^ + ■*■  2HtHn d^

(16b)

oder

Analog

4(₽.)-

= _ Th, (!9h,u1*.. h,) (18)

Um nun negative Vorzeichen durch positive zu ersetzen und den' 
Nenner 2 fortzuheben, setzen wir noch

111 TT _ TT __ -*■  TT _  -1- ,
-Äi2> *2-

dadurch erhalten die Gleichungen (18) die Form:
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(18a)

4W Aa’a?nCs'A1A!...An_1)

und die Gleichung (8) die ;Form:
¿1 2 dLKi/l 292^\ k j

2 1 2 Ö?23 + Ä3 ^? + ’"+ n ^u3 +

I , 2 d /, An \öF , . „ d /, h2 \dV , (8b)+*■  ^rirvx)^+-- +
+ A°2 (\ ÄiA»-i) ty.

oder kürzer

^2 — Aj Ag An hi d2V , dV At d / \ \
A2Ag.,.And^2 Aj A3 ,,.An d^ \ AgAg.^An/

+ d2X . dV ^2 ± (la *2  \ _|_ . a. <8c)
T Aj A3,..AnÖ£22 ' dg.2 Aj A3...And(>2 \ ”ax A3... An/

+ ___ An Ö2 V d V An 9 hy
Aj 7i2',,An—d(?n& d^n Aj A2...An—i d^n \ Aj A2...An—i

Nun ist aber
—h___ JL (h h< '
AgAg.^An \ A2 Ag... A^

A, Äs... Au- Ax As... A„ p- -.. - A, A,... A_i
________ ______________ ££i__________________

(A2 A3...An)3

öAn

T 7 7 ÖAg 7 ÖfAgÄg,.. An)AaA8..,Au —-A,----- --- ------ a / A,

Ä]
dpi 

(Ag ^s* “ An)2
und analog

A. d / A8 \ = d / A2 \
Ai Ag.*>  An ^{*2  \ Ax Ag.s> hDJ ^(*2  \Aj A3 »fcAny

An d /- An \ 0 / An
AjAg...An—i d^n \ A1A8.,.An—i/ d^n \Aj A2..,An—i
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Hiemit erhält die Gleichung (8) endlich die Form:

A27=ä1ä2...äb F—f —W /QjxL^Aäsä3...äi1 (8d)

+ i ... I g
Ö(>2 V'i h3... An d$s) ”’ ' Ö£n \Äj Ä2... Än-1 dQn) J

Die Anwendung der letzterhaltenen Gleichung auf n-dimensionale 
Kugelkoordinaten und ihre Lösung bleibe einer besonderen Arbeit Vor­
behalten.


