
Die Grundformeln zur Integration der Gleichungen mit par
tiellen Ableitungen I. und 2. Ordnung mit mehreren abhängigen 

und unabhängigen Variablen.
Dritter Teil1).

von M. K. Kurenskyj (Kourensky).
XIII. In folgenden 4 Abschnitten XIII-XVI wurden 

ausführliche Formeln der vom Verfasser verallgemei
nerten Jacobi’schen Integrationsmethode von nichtline
aren Gleichungen mit partiellen Ableitungen 1. Ordnung 
mit 2 unbekannten Funktionen von 3 und 4 Argumenten, 
sowie auch mit 3 unbekannten Funktionen von 2 und 3 
Argumenten vorgeführt; die Aufgabe reduziert sich zur 
Integration eines Systemes von linearen Gleichungen 
mit nur einer unbekannten Funktion. Das erlaubt uns ohne 
prinzipielle Schwierigkeiten entsprechende Formeln in Falle von 3 und 
mehr unbekannten Funktionen mit 4 oder mehr Argumenten zu bekom
men und die Konstruktion dieser Formeln kennen zu lernen. Wir be
merken dazu, dass der schwierigste von den Anwendungen der Theorie 
zur Lösung der Aufgaben z. B. der Differentialgeometrie und dazu auch 
der am meisten komplizierte Fall, welcher in dieser Geometrie vorkommt, 
der Fall der Gleichungen 1. Ordnung von 3 unbekannten Funktionen

9 Vgl. die Arbeiten des Verfassers in den Sitzungsberichten der math.- 
naturw.-ärztl. Sektion, Heft XI, 1929 (die Druckfehler: Heft XII, 1930), 
wo der Verfasser den I. Theil der Arbeit „Die Grundformeln...“, 
und den Sitzungsberichten..., Heft XVIII, 1933, wo derselbe den II. Teil 
behandelt. Im II. Teile wurde auch die entsprechende Literatur zu den 
beiden Teilen angeführt.

Im vorliegenden III. Teil wurden die Formeln, welche sich auf die 
Arbeiten der Verfassers in folgenden Zeitschriften und besonderen Aus
gaben : Bulletin de 1’Académie de Belgique, XIX, 5, 7, 1933; XX, 7, 11, 
1934; XXI, 12, 1935; XXII, 2, 1936; 1937 (sous presse); Comptes 
Rendus (Doklady) de l’Acad. des Sc. de l’URSS, X, 6, 1936; XIV, 4, 
1937; Communications de la Soc. Math, de Kharkow, t. VI, 1933; 
t. XII, 1934; Verhandlungen des Intern. Math. Kongress Zürich, Bd. II, 
1932; M. Kourensky-Équations differentielles, livre 2, Ch. IX, §77; 
Ch. X, §§ 78 - 90 (en russe) beziehen, zusammengestellt In diesen Arbeiten 
finden sich auch einige geometrische Anwendungen; dieselben wurden 
in allen Teilen von „den Grundformeln...“ fortgelassen.

Weitere Teile (IV-V) erscheinen demnächts in folgenden Bänden 
der Sammelschrift der Sevñenko-Gesellschaft.
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mit 3 unabhängigen Variablen ist. Im vorletzten XVII Abschnitt 
wurde die Ver allgemein! er ung der Charpit - Lagrange*  
sehen Integrationsmethode der nichtlinearen Gleichun
gen, und im letzten XVIII Abschnitt zwei neue Integra
tion sm etho de n der linearen Gleichungen von n unbekann
ten Funktionen mit m unabhängigen Variablen darge
stellt. Die ganze Theorie des dritten Teiles wurde auf 5 Beispielen 
erläutert.

Im Falle der Integration eines Systems von 3 unab
hängigen Gleichungen mit 3 Funktionen z, z‘} z" von 2 
unabhängigen Variablen x, y,

Fi 26 ¡6 *6  z",p, q,p*,  q*,p ‘*,q “) = 0, (i = 1, 2, 3) (1)

führt das Adiungeren einer neuen Gleichung

$ (*,  y, Zj Z*>  z", p, q, p', q‘, p", q") = 0 (2)

zu den Involutionsbedingungen der Nullgleichheit aller Determinanten 
8 Ordnung der Matrix:

dx dp dp* dp*‘ dq dq* dq“

d$ d$ d^ d$ 00 00
dx dp dp* dp** dq dq* dq**

dFr dFy dF. dF, dF. dF. OF.
dx dp dp* dp** dq dq* dq**
dF2 dF2 dF2 dF2 dF2 dF, dF2
dx dp dp* dp** dq dq* dq**
dF3 dFs dF3 dF3 dFs OF, 0F\_

dFi 0 0 0 — — — —
dy dp dp* dp" dq

ooo — 9F* 9F* 9F*
dy dp dp4 dp*1 Oq

ooo dFi dFs dF* 9F*
dy dp dp* dp" Oq
dä> q 0 00 o$ ö® d0
dy dp dp* dp** dq

0 0

0 o

0 0

0 0

of2 
dq*  dq" 
dFt OF, 
dq*  dq" 
9FS dP3 
dq*  dq" 
0$_ d$ 
dq*

wobei:
p*= pa

0^ 
dx 1

dz t dz*  dz**
q~dyf q ~ dy’ q ~ dy’

dz t
dX ’ F dx’

Wir nehmen an, dass die in der Matrix umgerandete Determinante 7. 
Ordnung von Null verschieden ist Das gibt:
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d(F1’
\ p, ff', p“ \ p, p* t ff“, q /

und wir bekommen die Involutionsbedingungen eines Systemes der Glei
chungen (1), (2) in der Gestalt von 3 nichtlinearen Gleichungen 1. Ord
nung mit einer unbekannten Funktion (5:

(p‘p“ qq“)(pp*ff"  q) + (p p“ q'q)(pp‘p“ q‘) + (pp‘ q q*)  (pp'p“?“) = 0 

(pp'p"qj + (pp“q“q) (pp‘p“q‘) + (pp‘qq“) {ppiptiqu) = O 
(pp‘p“q) [xpp'p“] + (pp‘p“q) [yp‘p“q] 4- (3)

+ (pp‘p“q‘) [ypqpli] + (pp'p"q“) [ypp*q]  = 0,

wo runde Klammern die Jacobi’schen Determinanten von Fx, P\, F3, 0 
im Bezug auf die Variablen, die in Klammern stehen, und gerade Klammern 
die Jacobi’schen Determinanten mit totalen Ableitungen im Bezug auf 
Variablen x, y bedeuten.

Das Bestimmen von partiellen Integralen = C1} <p = 
des Systems der nichtlinearen Gleichungen (3) reduziert sich zur Be
stimmung der partiellen Integrale der linearen Gleichungen 1. Ordnung 
mit einer unbekannten Funktion 0 mit folgenden Formeln.

Indem wir bezeichnen:

(ff ff'ff“ q‘) = . (ff ff'ff" q“)
(pp‘p“q) ’ (ff ff' p“ q)

P=(pp>pH); P = (qp‘p‘‘); ^ = ^'ff'ff“A P^tf'p'pPi P = (pqp“) 

P^(pq,vttp P=(pq“p“p P=(pp4q’; P^fpp'q4); P - (pp'q“) 

Q,-=(qq‘ q“); Qi = (p </ q“); Q3=(?' q‘ q“); =• W / ?"> Ö4 (qpq‘‘)

Q> = (qp'q"J; Qs^(qp“q“); Q^fqq'p); Q.^=(qqtp4p Q^^qq'p“), 

und folgende Identitäten

pQx = P^PG 
; ps ps

PG P, 
P.P1

; pQ2 = ^8

p pä: 
PiP; 1

P1 P3 ; pQs=- p.p
PSP1

QP,= q5 qg
Qg Qg ; Q^2 = Q3 Q8

fq3 = p2 P5
P PG

PP
PP

pQ9 = P P 
PP

QFS = Q,QS
Q3 Q6
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in Betracht nehmen, bekommen wir eine kubische Gleichung zur Bestim
mung der Funktion 2 (x, y, z} z*,  z",p>p* ,...):

P4P7 A3 + Pi p5 
Q7Q5

P9P<
q8q4 (4)

Q« Qi
p,p,
0,0, -o,

+

h+
sowie auch eine lineare algebraische Gleichung zur Bestimmung der 
Funktion p (x, yf z, z*,  z* 1, p, p‘,--J •'

Pl’ + ('P1-P5H-P,
P8 - P7 X (5)

und das System der nichtlinearen Gleichungen (3) geht in ein System 
von 3 linearen Gleichungen

- Wtp + + (P* ’ +2‘pdS

P^Pt-!^^ +

/90 90 90 90 \

^/90 .90 90 , 90 „\ /r t , r -o, r < i^0 1XVty+fe- 2 + +g^‘1 ) = ([xpp i +

90 90p“p] + [yp“ q] + pfy qp]) ~ + ([xpp‘]+ ¿i[yp q]+[yp q']) +

90
+ <[yp*p “] + k[yp“p] + [ypp‘])

über, wo Ai eine Lösung der Gleichung (4) und pi ein entsprechender 
Wert der Funktion p im Bezug auf Ai auf Grund der Formel (5) bedeutet.

Wenn wir 2 Integrale — Cx, 0t = Cg, die in der 
Involution unter einander und mit der Gleichung Pt = O 
stehen, bestimmen, dann führt die Elimination der Va
riablen z“,jj", zur Integration eines Gleichungsystems 
mit 2 unbekannten Funktionen z, z*  von der Form

/1 y> z> q,p\ q*)  0; /2 (%, y, ¿>p, q>p*  q*)  = 0, 



5

auf Grund der Formeln in den Abschnitten III-IV des I. Teiles. Finden 
wir 3 ähnliche Integrale 01=C* li 02=C2, 03=(73, dann bekommen 
wir unbekannte Funktionen z, z*,  z“ mittelst der Quadra
turen von Gleichheiten:

dz = p dx 4~ qdy ; dz*  ^p‘ dx + q‘ dy ; dz“ — p“ dx + q“ dy.

XIV. Die Formeln werden bedeutend einfacher für 
diese speziellen Fälle der Systeme (1), wo die Glei
chungen nur 5, 4, 3, 2 oder 1 von allen 6 Ableitungen 

P> <1>P*>  tffP“, 9“ enthalten.
Enthalten gegebene Gleichungen eine Ableitung

1) 2)p"; 3) j'; 4) p‘; 5) q; 6) p,

nicht, dann haben lineare Gleichungen 1. Ordnung mit der unbekannten 
Funktion 0 und algebraische Gleichungen zur Bestimmung der Funktion 
2 die Gestalt:

30 30 30 30 30

+ fP1+ *' pJ^=(t*P'P"]+MvspV) 9£ +

+ '[^p“p] + [yp“ i]) + ([^pp‘j + ly qp‘‘] ■+■ klyp il) +

+ (lyp’p“] + A [ypp"D^ 

Pt X’ + fP, - Pi) 2 - Ps = 0;

^00 D .30 , n -00 n . 30 . . n00
^dpf~(C^~ + + 9p

d0 d0 30
P^ +(Qi-+

+ ([xqup] + lyq“q)]^t + (fopp'] + [yqp*]  + ¿i[ypq]) +

30
^([yP^V + Ky^p]) 9^

Q*  + (Qi — Ü5) — Qs = 0?

3) + (Pe-W^ + (Ps-^)^ +
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UX' V/z

+ (fcpp4]+[yqp4])^ +([yptp“]+k[ypptI^ +

+ {[^p4ip]+[yp“q] +-WmD ,

P7 28-j- 6F>-F9;2-Fs = 0;

4) Buchstaben p und P wechseln mit q und Q unter einander und 
umgekehrt.

p _ (p 5.p i (p P 4- (P__2-P ) +2,P~ö) 1 Wdp< + ( 9 1 s) dp“^ dq‘

F'^ + (p’' + i-i + [yq‘P‘‘]+ii[yp‘ q‘]) W+

9(5 r ,9®
+ ([$p"p] + [#</#]) öp ++(fapp4] + [ypq4]) +

90
+ ([yp“p] + ii[ypp‘J)

U*1

A 28 4- (P5 — P9) 2 — P&~ 0;

6) Buchstaben p und P wechseln mit q und Q unter einander und 
umgekehrt.

Im Falle von 1), 2),... 6) muss man partielle Integrale = CYi 
die entsprechend die Variablen 1) q“, 2) nicht

enthalten, zu finden trachten.
Enthalten 3 Gleichungen keine 2 Ableitungen, dann bekommen 

wir 15 Fälle. Falls in den Gleichungen Ableitungen

1) P“, 2) y, 3) p, q
nicht vorkommen, dann führen sie zur Integration eines Systems von 
2 Gleichungen 1. Ordnung mit zwei unbekannten Funktionen, falls wir 
entsprechend: l).z"; 2) z'; 3) z eliminieren.

Andere 12 Fälle, d. h. wenn die Gleichungen die Ableitungen

4) 6) q>q“\ <) p>q“’, 8) 9) P4^
10) qtp“:, 11) ^,2»"; 12) q,q‘\ 13) p,q', 14) 9,7?'; 15) p,p', 

nicht enthalten, fuhren zur Bestimmung von partiellen Integralen 0t — Cv,. 
welche entsprechende Abteilungen 4),... 15), nicht enthalten, irgend 
einer linearen Gleichung erster Ordnung (oder anders — Integralen 
eines Systems von gewöhnlichen Differentialgleichungen), von der 
Gestalt:
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8)

9)

10)

4) P^^p ^ + p £® + P i®' dj 1 dp + Pi dp' + p’ dp"

5) Q a± + pa±-0 °®+p 8®
’ w’ dp + F* n< y’ dp" + p»

6) p^-p^+p ?® + p*J p a9' 2 gp p“ dp'+ p“ dp"
71 p ££ . 0- i® - p £® + O «®

7) P‘ ä?' + °8 dp" ~F' dq + Qs dp'
.№ , p 8®_p 8® , 0 ö.®

’a?- + Ps dP 'm 5<y
90 d0 90 „ 90
9p dq dq dq

90 90 _ 90 90
29p*̂dq ‘~U1 9q“^^9q“

ID 0^=0 ^4-0 ^+0 d-^-
) %?' dq + 3/ + Qs dq^

90 90 90 90
*9q“~^ dp^^9p‘^9p“

Q^ + P^^Q^+P^
G dp' 1 dq" dp" 3 dq

90 90__q
dp + dq" " dp" + 6 9q'

d$ /-> 90y „ d0 , d015)Q^=Q=^Q=ä7+Q2l?’
oder einer linearen Gleichung entsprechend folgender Gestalt:

4) +pi + Z^V7 + ([^pp^] + [yqp"]) +

+ [yp"p‘] -r [(xp'p] + [yp‘q])

d0 n ¿0 r t1d0 , zr ■ r ui^90
0) Ps n + Qs +[xp1j^+([xppj+i^pj)^+

12)

13)

14)

90 , d0
+ [vp“i‘]-^ + (fx<i‘pJ + o



° ~ ~ ([,d,fid] + [,d„dx]) + lb,dfl] +

+ ([.,Ш] + 7„ад+W+¿ SÔ + Td fer

о + —([.^1+t,.^l) + l^i] +

+ <[,W + [,d,.^¡> + l.^] + V + fer

o=^№“Z + 7WZ + ¿ 7,“«7 +

+¿aМЧ+î.w>+fei^i + ^pô+^ô (n 

■° = ФЄ([Ъ,М] + [d,dx]) + ê +

+ |<M,W+M>7> + g/,X-7 +1 'Ö + tor

0 = ([№] + [dfix]) + [,Ъ„Ы] +

+ [,„+[„^J)+|m„m + 0 + Д .0 (6

0 - ([brdfi] + [d,dx]) + [td„bii] +
фв фО

+ + +g*d <8

0 = ¿ ([,b,rdR]+[,d„dx])+ l„d bd] +
фб Ф6

á ++ê {L

О = <І'Ь + ld’dxl> + Ê^dd] + фи

+ -|&W+/Â,^+g/„^7 + V + S<r (9

8
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14) pt +Qi +[w'pJ ¿¡¿¡¡+([ p"<i‘J + hn'V) +’*

+ [y<l4p] ^ + ([*PP “] + [yptf'D^p = o

15) Q9 + Q +1^] + (fcp“q4l + M\4]) ~ +Cv>*>  Ur U {Jü Ulf

+[yrt] + ([*&"]  + =0.

Enthält das System 3 Ableitungen, dann gelangen wir in 12 Fäl
len zur Elimination der Funktion z, oder z\ oder z“ und zur Integra
tionen eines Systems von zwei Gleichungen mit zwei unbekannten Funk
tionen. Die übrigen 8 Fälle sind diejenigen, wo das System folgende 
Ableitungen:

l) <b 2) P> 3) q> p‘, q“- 4) p, p‘, 9"

5) <?, p“; 6) p> <A ; 7) 9? p‘> p44;8) p, p4> p“
nicht enthält.

Im Falle 1) muss man partielle Integrale, die q, aber nicht q\ q4t> 
enthalten, von dei’ folgenden linearen Gleichung:

d0 90 90 90 90
X) p37 + LxP‘‘P<] + w + W + [yp"p‘] ¥ = °’ 

oder Integrale, die o\ aber o, q“* nicht enthalten, von der linearen 
Gleichung

d0 , 90 90 90 90
Pj- + lxl‘‘P‘J + IW“] w + fa>‘Pl + IVPP"] ä^-0,

oder endlich Integrale mit q“, aber ohne 9, q' von der Gleichung

^90 , r ttl90 , r , i 90 , r , -.90 A
p37 + № + [xpp ] w + PJd^‘ = 0 

bestimmen.
Für andere 7 Fälle haben die Gleichungen folgende Form:

90 90 r 90
i)P1d^ + [x^‘] W + [m<] W+[yp‘q] + iyp“p‘] W =

d0 _ a® 90 „ 90 _ 90
p'fa + hlP‘T^ + №p"1 äp + /W8y; + i’P'Wjj- 0

d0 90 90 90 . 90
p> 37 + +Z*’p"7 W + [xp‘ql W‘ + [xp"p‘1 W=°



о=ê +á[Ш]+й ["bM1+ár íd'bx]+й "ъ

о - S + á + Й ["Ш] + Й ["Wx] + ¥рЪ

0={M>xJ + ^[ifix] + ^„Мх] +Л [М>Я]+^Ö(L

О = — [Ь,М] + [,d„№] + [„dM] + [b,dx] + — s¿> фе ФЄ фЄ фв J ФР и

о = — [b,dd] + [,d„ld] + [,,dbf¡] + [,d„!jx] + Ъ ФЄ. ФЄ фв ФЄ1 J фр и

О = 'Л [b'dx] + -È£ [i bxj + ¿O [ ilxj + ¿1 [ b№] + "ô (9 
фе фв ФЄ J фе1 ФР

о - [d,dx] + [„idx] + -^/, *,>7 + '^D [,,bdd] + V
фв фв ФЄ фО фр

0=á [d'dx]+á [-Wx]+й ['d’-bx]+й +фр ed

^ЛМ}+фЄ["ь^ fe

°=й ["Æby + й 6j ФЄ ФЄ фв ФЄ фр

О = [^ЪИ] + [,b„df¡] + Lb,U] + [,b„dx] + «j
ФЄ ФЄ ФЄ ФЄ фр

["dbxl+^i'b"dx]+’dê[b'bx]+5fW+S ‘d

о=£ ["dM] + b"dR] + Й '"ddx]+ФР v

°=g [d,bx] + [,b„dx] + ¿ [,b,,dd] + £ V. фЄ фв фЄ ФЄ фр

0= [,,bdx] + [,b„dx] + [d,bx] + [d,bH] + ’J (g фЄ • фЄ фЄ фЄ фр

01
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8) <2 f + V7 Tq + Mi“l p + MU + MW = 0

0 f + MW+ №“] + MUf + Ml = 0

„d$ t r „ „30 , r „700 , r , 7d$ . r 4 , d$ A 
Q-^ +MW ^ + lytUl^¡ + [yiU^rl + MU ^77-0.

Enthält das gegebene System von Gleichungen 2 oder 1 Ablei
tung, dann führt die Elimination der Ableitungen zu 1 oder 2 Relatio
nen zwischen X, y, 3, z\ z", und das führt zu der Aufgabe der Inte
gration von linearen Gleichungen mit einer kleineren Zahl der unbe
bauten Funktionen.

XV. Für ein System von Gleichungen mit 2 unbe
kannten Funktionen 2, z' mit 3 Argumenten xit xst

Fi (xlf x2, x3, z, z', p1} p2, p3, p\, p\, p\) = 0, (i = 1, 2)

wo dz . dz'
p‘~te* ’ p‘~^’ (4-1, 2,3)

hat die entsprechende Matrix folgende Gestalt:
¿0 
dxt

30
Öpi

30 30 30
3/1 3p2 dp'2

80 
öp3

30 
dp's

0 0 0 0 0 0

1P2 1^2 iPs iP's 0 0 0 0 0 0

2P1 jP1j jPj 2 P2 2 A 2^8 0 0 0 0 0 0

0 0 1P. lP'x 0 0 1-^2 ift 1>2 0 0
2X2 0 0 tP, SP'l 0 0 2-Pg 2-Ps g-p'g 2^3 0 0 (7)

— o 0— — 0 0 — — — 0dxz dpi dp\ dp2 9p3 3/2 dp‘3

Ä 0 0 0 0 0 tP2 0 1P'2 1PS 1P'3

2X3 0 0 0 0 2P, 2P\ 0 2PS 0 2r2 2P3 SP'3

d$ 0 Q 30 30 Q 30 Q d$ d$
dx3 dpt dp\ dp2 dp‘¿ dp3 dp\

wobei
dFj
3i»s

dFi
PK dz

3F 
dz'

.p =^L 
‘^K 3/>B ’

dF 
dp'F
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Für die in der Matrix umrandete von Null verschiedene Determi
nante 8. Ordnung schreiben wir die Ungleichheiten:

1) 2)D(
\Pi*PiJ  XP^PvPiJ

und indem wir die Bezeichnungen:

¿ = (PiP‘iPi)', B= (PiP‘iP\); G=(PiPtP\); D = (p\p3p\);

E = (P1P\P\); (piPi ?'i); G = (p2p\p3); H=(p\p\Pi);

^(PiPzPs); J = (piP'sPt); Ki=[piP\Xih L~=[pip\^];
[pi p 2 a?2/) N = [ps p\ x3],*  P= [p1 p% x3]; Q — [pr p\ fio?/;

wobei gerade Klammern die Jacobischen Determinanten mit totalen 
Ableitungen bezüglich £x, xst x3 einfuhren, bedeuten, bekommen wir 
5 Involutionsbedingungen des gegebenen Systems in der Gestalt:

AD = BC; IAE = BFI; A(E G + FH) (BI + AJ)E = O 
A(DF+HA) + B(1B+AJ+AG)= CFA

A(AK+ AL + BM + FN+ EP) = (AG + BJ)Q.
Der zweiten Gleichung wird in folgenden Fällen:

1) entweder A E = BF; 2) oder /=0; 3) oder 7=0; A E= B F 

genüge geleistet.
Untersuchen wir genau den ersten Fall. Andere Fälle fuhren zu 

einer grösseren Zahl der linearen Hilfsgleichungen 1. Ordnung, damit 
man partielle Integrale = CXi..„ die in der Involution zu den gege
benen Gleichungen 7j = 0 stehen, finden könnte.

Indem wir in Betracht nehmen, dass

A 0, wenn 7=£ 0, oder 7=0,

. . B D E
wobei: T=-C=T = ‘i

F

und indem wir die Identität

(PiP'i) (PsPt) + (PiPs) (P1P\) + fp, P,>fPiPi 1=0 
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erwägen, denn gelangen wir zur Integration eines Systems von 5 line
aren Gleichungen 1. Ordnung:

a® 90 90
(PiP'J A tt~ + Kp\ P\) + (P't PM t~ - (pt P\) t~t +(>P1 °P2 °P 1

0®
+ l(p\Pi) + (PiPJ^TTT 

UP s

z . M 90 , rz > / , z / . , z , . 90 ,
(Pi P iPi + l(P 3 P1 >+(p 1 Ps) *ij  Ö^ = (P1P +

Ö0
+ [(p\Pi) 4" (PiPs)

00 i
[(p'iPÜ + (P2P3) kJ { (P\ P\) ~ ((PaP'i) 4- (p\pj]¿i 4*

}a® 90
tt~ 4- l(p9p\) 4- (pxP%)h]hT- => (9)
uPt uPa

00 r 90
= [(P\PJ 4- (P2 pz)ti] -^r 4- [(p2p\) + (P1P2) W-¿-r

9-0 90
[fp\ P»)Jr(pi p\) Zfi] 4- Lfo +

90 90
+(p'i?!^i^-Kp1pV^ = 0

<Pi P\) 4- [(Pj p\) 4- p j ¿] 4- [(ps p\) 4- (Pi P^)^P^ +

90
+ i[p'i a?i] 4- lp$ »2] h 4~ [ps *i  Pi) 4-

90
-4- 4- [a?3 7?2] 4- OS x8] Pi) T~r 4-cyy !

90
+ (l?'i ®2] + [a^i]h 4- E/A ^3 l/'i + [^3Pil A Pi> tt = 0, 

0^2
wobei eine Wurzel der quadratischen Gleichung

(Pi P2) ~ [(Pi P\) + (P'i Ps>] 4- (p\ p\) = 0 (10)
bedeutet, und jt/j mittelst ¿i auf Grund von der Formel:

[Cp'iPä) + &2P1) A] Pi 4- (p\ pr) v 4- [(ps p\) + (px p^) /?i] = 0, 

wo v eine beliebige Funktion bedeutet, bestimmt werden. Die Willkür
lichkeit der Funktion v kann man benützen, um die linearen Gleichungen 

:zum Bestimmen von Integralen (P^Cn <₽2 = C2,... abzukürzen. Indem 
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wir z. B. v=0. setzen, bekommen wir Term m mittelst Lösung y?i aut 
Grund von der Formel:

*>'1^3?+ (PsPJk 
(p'iPt) + <PM^'

Die dritte Gleichung (9) kann man auf Grund von der Elimination 
der Ableitung -— von der dritten und vierten Gleichung (9) ändern. Auf

Grund von Identitäten

(PtPs)(PiP\) + (P*Pi)(PtP\)  + (PiPi)(p\Pi)^
(p'sPz) (Pi P\) + (Pt P\) (PiP*t)+(pi  Pi} (P‘s P\) = 0

bemerkt man, dass das Resultat der Elimination gleichbedeutend mit 
der zweiten Gleichung (9) wird, falls eine gemeinsame Lösung der 
quadratischen Gleichung (10) und der Gleichung

(PiPs)**  — \(PiP\) + (p\pj\l + (p\p\) = 0 (11>

ist. Dann reduziert sich das Integrieren zur Bestimmung der partiellen 
Integrale des Systemes von lediglich 4 linearen Gleichungen (9) und 
zwar 1-en, 2-ten, 4-ten und 5-ten. Indem wir die Resultante der Glei
chungen (10), (11), gleich Null setzen, bekommen wir als Bedingung 
für die Gleichungen des gegebenen Systemes 

(PiPi), (ptp\) + Cp'tPi),

0, (Pl-PiÀ

(plPt), (p$p\) +
0.

(p\ p‘i)> 0

fap'i) + (p‘i PJ> (P\ P‘t)
’(p\p‘z)> -0

(Ps p\) + (P*3Pi)>  (p‘x p\)

‘= 0,

und die Formel zur Bestimmung der Funktion in der Form;

(PxPt),(p\p\)
= (PiPs)>(P\ P*a)

(PiPi,(PiP\) + (p‘tPi) I
<Pi Ps>(PsP\) b (p‘t Pi) I

Beispiel.

—_p'. =0; E\=p‘i — =0-

Nehmen wir die von Null verschiedene Determinante 8 Ordnung 
der Matrix (7); dann bekommen wir die Ungleichheit

Xdp ! dpsJ \dpr dp2J
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Wir haben ein System von 5 nichtlinearen Gleichungen, die den Glei
chungen (8) entsprechen:

^ = 0; |® = O; я^ = 0
-Öp« др 3

дФ^д_Ф_ дФ_ ГдФ_ дФ дФ дФ (дФ- дФ
dpidPs др\\др3+др\) ' др‘2др3 дрг\дрз др\

Die zwei letzten Gleichungen:

дФ__ О- — +2 — 
dpi др\ ~ ' др\ др3

fuhren mit den 3 vorgehenden zu den Integralen

=Pi + P*i  = (p(x2^ah $ä~2p\ -p., = ^(x2,x3)t
Auf Grund der gegebenen Gleichungen und der Bedingungen

¿P1=^3. dp‘2 _ dp*i
dx3 dxx ’ dxx dxa

bestimmen wir die Funktionen qp und qt» und bekommen:

Z = Xx Q‘(x2) + »F(x3); z\ = X, llYa?3? + ß(a?2>,
wobei ’J'faV und Q(z\) w’e auch ihre Ableitungen W'fa) und ßJ(x2) 
beliebige Funktionen bedeuten.

XVI. Die Gestalt der Systeme der nicht linear en 
Gleichungen (8) und im Zusammenhänge damit der line
aren Gleichungen (9) hängt davon ab, welche von den 
Determinanten 8 Ordnung der Matrix (7) wir als von 
Null verschieden annehnien werden.

Wenn wir z. B. die Determinante aus den Vertikal reihen 4, 5, 6, 
8, 9, 10, 12, 13 und allen Horizontalreihen, die 3. ausgeschlossen, bilden, 
bekommen wir für das gegebene System eine Beschränkung in der 
Gestalt:

und indem wir noch neue Bezeichnungen

Л = (ptPsP'sb' Ä = (РзУзУзА Q = (p2p*2P* 3); Dx = (ptPsp'a)
^1=(Р1РаР"з^ &i= ÍPsP'zPi); &г=(РзР\р\); ^=(р3р\р\)
к = [®з р‘з *3]; Л = [?s р‘$; Ki = [Ра .Рз xi ]; А = Lp.- xi 1

М1 = [Рз Р‘* Х11

einführen, bekommen wir statt eines Systems von 5 nichtlinearen Glei
chungen (8) ein folgendes System:
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= CJ\; A1CE1=(ID + G1CD = (GD1 + A^EJD

At (A. H+(\ EJ = Dr (D D, + B, C); (8')

«4j (AA 4" «A-^i + « Dr (KyD 4- M1C);
desgleichen bekommen wir für eine Determinante, welche zu den Be
schränkungen

D ) =|= 0; # 0
yt,Ps' \p2>PvPF ' Pl’P^P^ '

führt, indem wir noch die Bezeichnung

A2 = [Pi Pt #i ]
Einfuhren, folgende 5 nichtlineare Gleichungen:

A1Bl = ClD1; AAlE1 = DCF; Dt(DI + CE\) = A&C
(8 ) 

At fZÄ, + JEJ + CElB1 =0; I(AJ1 4- JJ\) = A^A.E^
Dementsprechend ändert sich die Form des Systems 

der linearen Gleichungen zur Bestimmung 0X = C„... Li
neare Gleichungen 1. Ordnung zur Bestimmung der 
Gleichungen 0j = (7ir.. kann man auch unmittelbar aus 
der Matrix (7) bekommen, indem wir entsprechend eine 
von Null verschiedene Determinante 8. Ordnung wählen, 
■oder anders, indem wir die Gleichungen =0, 2^=0, 
0=(7 mittelst anderer Ungleichheiten beschränken. Man 
muss in Betracht nehmen, dass man verschiedene Systeme 
von linearen Gleichungen für verschiedene der Null 
nichtgleiche Determinanten 8. Ordnung schreiben kann. 
Ausserdem kann man selbstverständlich die Involutionsbe
dingungen nicht schreiben auf Grund von Determi
nanten 9. Ordnung, die wir bekommen, indem wir zum 
Minor 8. Ordnung, der Null identisch ist. Horizontal
reihen und je eine Vertikalreihe zuschreiben. Als Beispiel, 
einer ähnlichen Determinante 8. Ordnung kann eine Determinante aller 
Horizontalreihen, die erste ausgenommen, und der Vertikalreihen 2, 3,
4, 5, 6, 7, 8, 10. dienen. Endlich muss man auch bemerken, dass die 
Nullgleichheit der Involutionsbedingungen der Null
ungleichheit eines entsprechend gewählten Minors 
nicht widersprechen darf. Z. B. führt die Nullungleichheit jeder 
Determinante 8. Ordnung von den Elementen aller Horizontalreihen, 
eine von drei letzten ausgenommen, und der Vertikalreihen Nr. 2, 3, 4,
5, 6, 7, 8, 10 zu den drei verschiedenen Gestalten der Systeme von n 
linearen Gleichungen 1. Ordnung, von denen je zwei der Nullungleichheit 
¿es entsprechenden Minors 8. Ordnung widersprechen werden. Diese 
Gesetzmässigkeiten kann man für die Systeme von 
nichtlinearen Gleichungen mit zwei und mehr unbe
kannten Funktionen von drei und mehr unabhängigen 
Variabein benützen.
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Eine von Null verschiedene Determinante 8. Ordnung der Elemente 
aller Horizontalreihen der Matrix (7), die letzte ausgenommen, und der 
Vertikalreihen Nr. 2, 3, 4, 5, 8, 10, 12, 13 führt zu den folgenden 
Beschränkungen für die Gleichungen ^=0, F2=0, 0=C;

V? üPüP \P \>P1>P 1/

d(Fi,F„ 0\ D(Fr^0\
WtrfM’ 'PvP^p'J

# 0 (12)

und erlaubt folgende 5 lineare Gleichungen 1. Ordnung zur Bestimmung 
der partiellen Integrale 0l=Cl,,.. aufzuschreiben:

, , ,9® , , , , .90
(PsPs'^T + Ö>8P!>7—

op 2 op3

30
+ ^^V3=°

1) ö

<*•  p',)^ + (p‘, Pt) Ps) = 0

fe i y + (p‘> P\) + <P\ p>) = 0 (13)

30 90 90
(Pa P‘s>-&r + (P‘$ Pi) ZT + <Pi Pt> 'M = 0

öpi ops dP 3

d0 90 90
0>3 y3) TL- + ^'3 ^3] + [*3  ?sl = 0aac3 9p 3

wobei: <10 _ 90 90 90 t
dx3 9x3 9z 9z* $

so dass das letzte System nur 4 untereinander unabhängige Integrale 
<₽i = C'1?... $4=(74 geben kann.

Indem wir in den Ungleichheiten (12) p3 und p\ mit p2 und p\ 
und umgekehrt vertauschen, und pY und p\ unverändert lassen, 
oder indem wir in dieser neuen Vertauschung pt und p*%  mit und^\ 
und umgekehrt tauschen und p.ä und p* 3 unverändert lassen, kann man 
statt (13) folgende 2 Systeme von 5 linearen Gleichungen niederschreiben.

90 90 90
<Ptp\)-ä~ + (P\PO^T + (P1P2) ZT = 0öpi up2 vp i

(W'J = 0

90 90 90
(P%P*J  + (p\Ps) r- + (Pi P2) -¿-r = 0 ^Ps ^Ps ÖP 2

z 4 » t ,90 , t , .90 n+ + (PsPi)W. = 0

z t kd0 , , ? 90 , r t 90 n
(p‘p*>d^ +[xiptlw. “

2
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oder

+ (p‘' + (p^ = 0
50 00 Ö®

p<'} öF2+ 6>‘>pV + &'Pi) = 0

z , .00 , . , .00 z 00
■p>p <> +(p ‘ lTpl + <ftpJ =

00 00 00
(Pi p‘') w3+(p‘'p‘a) ¥r + fp‘s p,) w>= 0

¿0 00 00^p\)^+iM^ + [^^ro

Das System von linearen Gleichungen zur Bestim
mung von partiellen Integralen 01~C1,... so wie auch die 
Beschränkungen für die Gleichungen 7^ =0, 7^ = 0, 0=C 
werden bedeutend einfacher, wenn das gegebene System 
eine oder mehrere Ableitungen _pn p2>... p3 nicht enthält.

Z. B. enthält das gegebene System die Ableitung p\ nicht, so 
bekommen wir die Bestimmung der partiellen Integrale, welche die 
Variable p‘3 nicht enthalten, bei folgenden Ungleichheiten;

I) D (Aills') ^0 2) (PiP'iPP’ <Pi P'P'p
Pt,pJ (Pi P'i P t), (? 1 Pt P l> 4= 0,

vom System von nur 4 linearen Gleichungen

/ > ì 90 i / . ö0 , z , .00 n(p • p>} + p = 0

00 00 00
(p • V.+ (p> p‘i) w.+(P1 p,t> “

00 00 00
(p‘'Ps) ¿Pi. + (PaPi)W^ (Pl p<1) = 0

<'rt^g + /P3^^+feya7^=°,

und bei den Ungleichheiten;

2) 6h JA =1= 05 3) (p\ y2 ps) # 0, 

oder

Cj p\ p^) 4^ o j 3) (p‘% pa p\) 4^ o,
XP1>P lz
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vom System 
90 90 90

(Pi PV + (P'i P¿ + (P. p>) ~ = 0

90 9 0
+(p‘fp‘l)g¿t

(Pi p'i) + (p\Pi) op2

d 0 90(P.PV^+[p‘^fWi

+ (p¡ Pi )

+ /^2 Pi]

oder
00 0®

(p.p\^+(p\p.)wt

90 90

Z ,>d®,r 7 a®

90
dp\

90

^“0
dpi

dPi

^=0

90 
+ (P\ Pi)^t = 0 x

90
+ O, p-J = 0

90 
+pJ w.=0

4*  (Pi Pi)

Um das System von 2 nichtlinearen Gleichungen 
mit 2 unbekannten Funktionen z,z*  mit 4 unabhängigen 
Variablen xl} x2, a?8,

# fe,... a?4, 2. z‘> Pi>» .?4- JP\ = 0 (i = 1, 2)
zu integrieren, bilden wir eine entsprechende Matrix mit 12 horizon
talen und 21 vertikalen Reihen und nehmen die der Null gleiche Deter
minante 12 Ordnung. Indem wir eine von Null verschiedene ~ 
nante 11, Ordnung, die zu den Beschränkungen vom Typus:

i)^0; 2) D 0;
J PvlnP-i'
(p-i P*% pj> (p\ Pi P*-i) . o

(PiP\ Ps)> (P^PiP'i)

führt, bilden, bekommen wir das folgende System von nur 7 
Gleichungen zur Bestimmung von 0t = C1}...

90 90 90
+ (p,i p‘s) + (p‘s Pl) wt = 0

90 90 90
^^^ + 0^3^-+^^  ̂= °

Determi-

1) D (14)

3)

linearen

(15)
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90 00 . 00 n
(píp,l) w,+ <p‘lpt)^ + ,p 8 "

/ / \d® i / / \9® . / ) nfej-P + ^T-°

z t . 90 , t t .90 , z, .90 n
&< J + (P <f.) ^ + 01 f J - o

z , 90 t , t ,00 t 90 n
(p* + <* p*> “ 0

(PiPi) + lp*^sii + “
Man kann analog Systeme bilden, in welchen die letzte Gleichung 

totale Ableitungen in a?2,iC3, x4 enthalten wird. Die Ungleichheiten (14) 
kann man durch andere nur 2 Ungleichheiten, z. B. von der Form:

1) D # 0;
'Pi» P J

2) D
\?i P i P¿

tauschen; dann bekommen wir ein System von 10 nichtlinearen Glei
chungen, von denen 3 von anderen 7 abhängig werden; es erübrigt 
dann diese nichtlineare Gleichungen auf ein System von linearen 
Gleichungen mittelst algebraischer Gleichungen zu über führen, so wie es 
schon früher für den Fall der Systeme von zwei Funktionen mit 2 
und 3 Argumenten gewesen.

Um das System der Gleichungen mit 3 unbekannten 
Funktionen 2,z,z" der 3 unabhängigen Variablen xlfx^Xz
Fi(xl}xt,x3t plyp2 p3, p,lfp,tfp\,p,,1,p\>pi,3) = 0 (¿=1,2,3)
zu integrieren, nehmen wir 8 nullgleiche Determinanten 12 Ordnung 
von einer Matrix mit 12 horizontalen und 19 vertikalen Reihen. Indem 
wir eine von Null verschiedene Determinante 11. Ordnung wählen, 
welche z. B. zur Ungleichheit

1)
WvPvP 37

(p'zP^PsP's); (P2Pt2pasP\)
(Pi Plt2 Ps p's), (Pi p\P*\Ps)

#02) (P2p‘2PsP\)(PiP\p“zp“s) +

führt, so sind wir dann sicher, dass eine von 8 entsprechenden Deter
minanten der Null identisch gleich ist, während die anderen zur Be
rechnung von partiellen Integralen 0, = eines folgenden Systems 
von 7 linearen Gleichungen mit einer unbekannten Funktion 0 :

90 90
(p*i  p“i p“t) ■£- + (paP'^P^a) +

'•'1'3 vp 3

90 90
+ (Ps Ap^)^ -^(PsP^sP^^r =0d? s 9p 2
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(P‘3P",P‘,) + +

90 90
+ frs p‘s P\) ¿T77 + (Ps P“t p‘s) ¿~r = 0

Vp 3 &P 2

&>* “>**)  Ŝ  + (P>P>P‘V^ +

90 9 0
+ (Ps P*3  Pi) 3^77 -^(PiP^P^) 3^ = 0

90 90
(p\ p“s p‘\) X— + (pS p“l p“J ¿~r +

9Ps vp 3
90 90

+ tp3 P‘t p‘\) 3^77 + (Ps P“i P*l)  = 0

, 90 90
(P 3 p‘\ P\) 7“ + (p3 P'l p“t) ^~T +

??3 vp 8
+ (Pt p\ P*i)  ^-TT + (p3 p“s p's) ¿¿T = 0

®P 3 vp 1

, 90 90
(p\ PU3 Pl) 7- + (ps Pi Ptf3) T~r 4-

öp3 9p 3 *
90 90

+ (Pt P(3 Pi) + (?8 PU3 P\) 3^ = 0

[p‘z p‘\ Xt] — + [pHs PsXj—Y + 
öp3 9p 3

, r . i 90 , s „ t }d0
+ [Ps P z X1J -¿-ü + (PzP sPi)^- =0 Op g

führen.

Analog bekommt man Systeme, vo die letzte Gleichung totale
Ableitungen in x2 oder enthalten wird.

Wählen wir eine andere von Null verschiedene Determinante 11
Ordnung, z. B. gleich dem Produkt:

(Pi P\ P‘\) ■ (Pi P\ P“i Pi)*,
wobei es :

i) (pu^up^x) # 2) (pi p\ p*‘i Pi) 4= o,
sein muss, dann bekommen wir ein System von 8 nichtlinearen Glei
chungen von der Form:

#1 A. -|- B -f- C = 0
a2 A H- ß2 B + y2 C = 0
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gpx M 4- ip1 N + F + &>i Q = 0 M4- b} N+ c, P 4- dr Q-Hx 7?—0
(p3 M. 4" Ff 4" X2 F H- tt>2 Q = 0 cig M*  4" b^ N 4~ Cg P 4~ d% Q 4*  eg *k
74 M 4- V4 + Zs F 4- ty3 Q = 0 a3 M 4- ¿3 N 4~ c3 P 4- d3 Q 4*  e3 T= 0
wo alv„ (p^,,.. ar,... A, .. T die funktionellen Determinanten 4, Ordnung
bedeuten. Diese Gleichungen muss man auf das System von 7 linearen 
Gleichungen mit partiellen Ableitungen 1. Ordnung einer unbekannten 
Funktion reduzieren.

Das G1 eichun g s sy s tem:

/i (x,y>z,p,q; x^y^z^p^q*)  = 0, (i= 1,2) (16)
wo die unbekannte Funktion z von zwei Argumenten x, 
y abhängt und die andere unbekannte z4 eine Funktion 
der zwei anderen unbekannten variablen x4} y‘ ist, 
kann man analog betrachten wie jenen Teilfall des Systems:

Fi (x, y, x‘f y\ z, p, q, p4, q‘> ti, x, n4, x‘) = 0 (17)
mit zwei unbekannten Funktionen z und jede von 4
unabhängigen variablen

= = 0.
0ic*  dy4 dx dy ’

wo:
dz t dz

? dx'"“ ® dy41

x,y,x* t y*  abhängig, wenn wir

_ dF\ __ dFi _ dF\ _ o
Oq4 dJi dx *

ji = — x = —^7 bedeuten.
dx dy

Die Matrix des Systems (16) bildet jenen speziellen Fall der 
Matrix für das schon behandelte System (17), wenn wir entsprechende 
Elemente gleich Null setzen.

Als Resultat, wenn wir z. B.

1) 2) D ^4=0, setzen,
\pi, p J \?,l?iq /

bekommen wir zur Integration der Gleichungen (16) folgendes System 
von 3 linearen Gleichungen mit einer unbekannten Funktion qp, indem 
wir zum System (16) die Gleichungen zurechnen:

<P (x, y, z,p, q; x4, y‘> z', p‘, q‘) = Const.
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Für die Beschränkungen
1) 2)fAlA)±0; 2) D

bekommen wir:

ft‘?^ + ^9^ + ip'i9^- = 0

r[p ®] = [?yl> + [«!‘] * [y 2'] + (1‘p) S + (W 0-

Analog können wir andere Systeme von Gleichungen 
mit unbekannten Funktionen z, z‘, u. s. w. mit verschie
denen unbekannten Funktionen: '8, x‘s, u. s. w.
betrachten.

XVII. Die ersten Arbeiten über das Integrieren der Gleichungen 
mit partiellen Ableitungen 1. Ordnung einer unbekannten Funktion z 
stammen von Euler, welcher die Bedingung:

, ^Ln - 4--^« <18)
dy dz dx dz

aufgestellt hat, damit der Ausdruck:

dz — p dx + qdy (19)
ein totales Differentiale sei, wenn p und q als Funktionen von x, y} z, 
durch die zum Integrieren gegebene Gleichung

F(x,y,z,p,q) =0, (20)
gebunden sind, und stellte die Aufgabe auf, die Integration einer Glei
chung mit partiellen Ableitungen (20) auf die Integration eines Systems 
von gewöhnlichen Differentialgleichungen zu überführen. Lagrange hat 
das umgekehrte Theorem bewiesen, dass die Formel (19) eine Glei
chung mit totalen Differentialen bestimmt, falls die Variable q (x, y, z) 
die Eulersche Bedingung (18) erfüllt. Charpit hat als erster die 
Methode zur Bestimmung einer zweiten Gleichung

0 (x, y, z jp, q) = 0 angegeben, (21)
um aus dem System (20), (21), zwei Funktionen p (x,y7z) und q(x,y,z) 
zu bestimmen, und zwar: man muss ein partielles Integral = Cr 
einer linearen Gleichung mit partiellen Ableitungen erster Ordnung

(22) 
ps£+^+(p^^-(x+^w-(Y+iz)^=0

bekommen, oder anders — ein Integral des Systemes von entsprechenden
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gewöhnlichen Differentialgleichungen finden, wobei X.} K,... Q partielle 
Ableitungen der gegebenen Funktion F in x, y,-.. q bedeuten. Die 
Charpit’sche Methode, die Gleichung (22) zu bekommen, 
erfordert die Ungleichheit:

Jacobi hat zwei, für die Strenge der Charpit’schen Methode nötige 
Ümkehrungstheoreme bewiesen. Lagrange hat dann spezielle Fälle der 
Gleichung (20) untersucht, die Resultate der noch nichtgedruckten Char
pit’schen Arbeit wiederholt uud ist mittelst einer mehr komplizierten 
Weise zum Auffinden der Charpit’schen Gleichung (22) gelangt. Diese 
Gleichung (22) bleibt auch in allen späteren Integra
tionsmethoden der nichtlinearen Gleichungen (20): in 
der Cauchy’s ehe n, Jacobi’seben u. a. Methoden dieselbe. 
Die Charpit’sche Methode kann auch für das System von 
nichtlinearen Gleichungen mit zwei und mehreren un
bekannten Funktionen z, z',... verallgemeinert werden, 
falls die gegebenen Gleichungen nicht alle Ableitungen 
der unbekannten Funktionen z, z\... in unabhängigen Va
riablen x, y besitzen. Schliesslich bekommt man eine 
Verallgemeinerung der Charpit’schen Gleichung (22) für 
einige unbekannte Funktionen; diese verallgemeinerten 
Gleichungen werden eben die Gleichungen, welche wir 
in früheren Abschnitten als Resultat der Verallgemei
nerung der Jacobi’schen Methode für die Gleichungen 
mit mehreren unb e kan nten Funktion en bekommen haben.

Es genügt, wenn wir das System von nichtlinearen Gleichungen 

Fi (x, y, z, z4,p, q,p4, q4) = 0 (i=l,2) (23)
untersuchen. Um 4 Funktionen

p (x, y, z, z4), q (x, y, z, z*),  p4 (x, y> z, z4), q‘ (x,y}z z4), zu finden, (24)

welche das Bestimmen der unbekannten Funktionen z, z4 mittelst der 
Quadratur von 3 Gleichheiten

dz = pdx + qdy; dz4 = p4d x 4- q4 d y> gestatten werden, 
Verallgemeinerung der Eulerschen Bedingungen 

dp . dp dp , dq dq dq t 
+ 8?’ =ta+0^?>+ 

dF,dq4 dq4 .

indem wir die

oder anders :

zu finden,

erfüllen,
dy dx dy dx

(25)

(26)

(260
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muss man zwei neue Gleichungen von der Form:

0 (x> y, 2, z',p, q, p',g‘)=ü finden, (27)

welche zusammen mit den Gleichungen (23) die Funktionen (24), die 
die Bedingungen (26) erfüllen, bestimmen.

Bei Behaltung unserer gewöhnlichen Bezeichnungen gibt das 
Differenzieren der Gleichungen (23), (27) in Bezug auf (26):

X, + zP + z/y + p^+ Q&+ P&-+ Qi'i-- O 
dxdydx dy

90 90 90 . 90 dp 90dp 90dp* 90dp‘
dx dz $ 9z* & 9p dx 9q dy 9p* dx dq'dy (2g)

n + zi? + z,y+ p P‘^f + = 0
dy dy dy dy

50 90 90 i+^_dp_ 90dp_ 90dp^ 90dq^_
dy dz $ dz*  $ 9p dy 9q dy 9 p*  dy dq*  dy

zu bestimmen.

Enthält das System (23) z. B. die Ableitung q*  nicht, dann müssen 
90wir auch die Gleichung (27) suchen, welche diese Ableitung q‘, ~ = 0

nicht enthält, um einer von den ersten verallgemeinerten Euler’schen 
Bedingungen (25) genüge zu leisten und mittelst der Quadratur die 
unbekannte Funktion z von der ersten Gleichheit (25) 
Wird die Ungleichheit

D (3> z|_.0 erfüllt,

welche die Charpit’sche Ungleichheit verallgemeinert,
man auf Grund von Elimination von 5 unbekannten ~

dx dy dx dy dy
in 6 linearen Gleichungen eine solche lineare Gleichung 1. Ordnung 
zur Bestimmung der Funktion 0, welche die lineare Charpit’sche 
Gleichung (22):

+ (p*{p(p'p) + 7 (p‘9))}^ + tp' (p'p) + ?'(p‘}^ +

dann bekommt 
dp dp' dp*  dq

i r x fr 7 , r 7> 90 , r tJ90 _ I. . . (29)+ ^/7^+</W + Z?3/7> ^7 + iyy7^- = 0 verallgemeinert.

Es ist eben die Gleichung, welche wir im Abschnitt III des Teiles 
I durch die Verallgemeinerung der Jacobi’schen Integrationsmethode 
bekommen haben. Analog bekommen wir auch andere, im angeführten 
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Abschnitte erhaltene ‘lineare Gleichungen, wenn das System (23) eine 
von anderen Ableitungen p4, q,pl) nicht enthält.

1) Die Bezeichnungen x,y,z}z4 statt xXix2yzx z2 habe ich in den 
Abschnitten III, IV des L Teiles eingeführt, sowie auch entsprechende 
Gleichungen in § 81 Ch. X meines Buches „Equations différentielles, 
livre 2, Leningrad, 1931 aufgeschrieben.

Nachdem wir ein partielles Integral 0t = gefunden und auf 
Grund, des gegebenen Systems Fi = 0, Ft — 0 die Variable p4 eliminiert 
haben, finden wir p (x, y, z, z(> und q4 (x} y, z, z4) und gelangen mittelst 
einer Quadratur zur Relation

z = q> (x, y, z\ Cv C2) ;
dann führt die Substitution des Gliedes für z in eine von den Glei
chungen = Oj F? = 0 zur Integration der Gleichung 1. Ordnung mit 
einer unbekannten Funktion z'. Nachdem wir zwei Integrale 0, = 
02 = Cs gefunden und die Ableitungen p, q, p4 mit der Hilfe der 
Gleichungen*  F\ = 0, F2 = 0, eliminiert haben, bekommen wir

tp (x,y, z,z‘> Ct, C2) == 0.
Man könnte die Gleichung (29) und analoge andere Gleichungen 

auch auf einem anderen Wege bekommen, indem wir p,q,p4,q4 als 
Funktionen von 4 von einander unabhängigen Variablen x, y, z, z*  
betrachten. Dann bekommen wir mittelst dei’ Differentiation in x?yfz,z4 
statt des Systemes (28):

Zi +

?. à
1 dx dx dx dx

50
dx

Pi^- + 
dy

F.^ +5z

Æ+ P^+Qi^ = 0.
■ Sij dy dy

A + pM+q^=0.
dz dz dz

90
5y

50
Öz

50 
dz4

d^d^ _ 
dq4 dx

d<ß dq4
dq4dy ~

d$dq4
dq4 dz

50 dq4 _
dq4 5? ~

0
(30)

qM + F&+q№ = 0-, 
dz dz dz 

d0Ist Q/= = — 0, dann führt die Substitution der Ausdrücke
für^-^-,... die vom System (30) gefunden wurden, in die erste von 

OCC 0 Sj
den Bedingungen (26) zur linearen Gleichung (29).

Man kann das System von linearen Gleichungen

0.z? +-

0

0

<Hp + hq + aip‘ 4- lì*  q‘ + Pt = 0 (¿=1,2) "(31)
wo «i,... e, die Funktionen von x,y,z,z4 sind, manchmal 
auf das System von linearen Gleichungen .überführen, 
welche eine von den Ableitungen p, q} p4, q4 nicht ent-
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halten, und auf'eine in diesem Abschnitte dargestellte 
Weise integrieren. Zu diesem Zwecke führen wir neue Funktio
nen £ und ein, welche mit den früheren durch die Transformation»*  
formeln

Dann ist:

wobei:

Dann

a/ x 4-

z=f z‘ =f‘ (x,_y,S,S‘) gebunden sind.
a‘-dL+aL x+ Sf‘

P dx+ $S ' SS' Sy+ 8S x+ ff ’ 

sS. SS. , af'. , af'
dx ’ dy dx dy

bekommt die Gleichung (31) die Gestalt:

df , , .df \ , df . , df t9f . (+ G ~7T.) + a~ + 4- 4- 6/4-\ 9^ 3^/ dx dy dx dy

Sollte die Gleichung z. B. die Ableitung x' nicht enthalten, so muss 

bi = 0 sein, (32)

und das gibt
(33) 

das führt zur algebraischen Relation, welche die Transformationsformeln 
f und f*  mit einander verbindet:

£ [*>  yj (x> V, £» (x, y, t, ?)] = 0- (34)
Eine Funktion f drückt sich durch die andere f mittelst von (34) 

aus, und die zweite wird mittelst der Integration der homogenen Glei
chung (32) mit einer unbekannten f gefunden.

Beispiel.
Fx ~xq + xp‘ — z' = 0; F2 = xp -{■ 2yq — z = 0.

Die Gleichung (29) hat die Gestalt:
d0 d<£ d<&sc2-—+ 2xy~- + (x*p  + 2xyq)—~ +dx dy dz

d$
+ (xip‘+ ^xyqiJ——xq^ + 2yqi— = 0.

Wir haben zwei partielle Integrale, die die Ableitung q*  nicht 
enthalten;

^1 — X(1 — Ci1 — n + g —« Cj.
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Mit Hilfe der Gleichung F2 = 0 finden wir xz = C\y Cgx\ und 
die Gleichung Fx = 0 gibt mit Hilfe von Фг = Ct, z*  = xp*  + C\; dann 
bekommen wir das totale Integral:

x z = C\ у -|- C2 x2; z*  = (\ + C3x-\- (\xy.
Man könnte die zweite gegebene Gleichung abgesondert integrieren 

und auf diese Weise dieses totale Integral bekommen.
XVIII. In früheren Abschnitten wurde die Verallgemeinerung der 

Jacobi’schen Integrationsmethode der nichtlinearen Gleichungen 1. Ord
nung, der Darboux’schen Methode für die nichtlinearen Gleichungen 
2. Ordnung, und zuletzt der Charpit-Lagrange’schen Methode für die 
nichtlinearen Gleichungen 1. Ordnung dargestellt. Wir gehen nun 
zur Integration der linearen Gleichungen 1. Ordnung 
über.

Die einzige Integrationsmethode solcher Gleichungen ist die Ham
burger’sche Methode. Im Abschnitt I. dbs I. Teiles wurde das System 
der linearen Gleichungen 1. Ordnung mit einer unbekannten Funktion 
für den Fall, wenn gegebene Gleichungen homogen sind und wenn die 
Hamburger’sehen Formeln nicht angewandt werden können, vorgeführt. 
Im Abschnitt I. des I. Teiles meiner Arbeit: „Die Gr und forme In 
der Integrationsmethode...“ Kyjiv, 1931 habe ich die algebra
ischen Bedingungen, die die Hamburger’schen Bedingungen für homo
gene Gleichungen vertraten, angeführt und eine Methode dargestellt zum 
Finden von partiellen und totalen Integralen für die in Jacobi’schen 
Determinanten linearen Gleichungen mit 2 und 3 Funktionen und einer 
beliebigen Zahl unabhängiger Variablen, wenn die algebraischen Ham
burgers chen Bedingungen keinen Platz finden.

Die Hamburger’sche Methode beschränkt die gegebenen Gleichun
gen mittelst einer Reihe von algebraischen und differentiellen Bedin
gungen für die Koeffizienten, so wie auch die Gestalt des Integrales, 
welches die Form:

q> (ulf u2 ,..«m) = 0; tfm) = 0;
haben muss,
wo (p, beliebige Funktionen von ulr.. welche
ausgerechnete Funktionen der abhängigen Variablen zs... und 
unabhängigen xlf х2,... хш sind, bedeuten. Die Hamburger’sche Methode, 
gründet sich auf das Erlernen von Relationen zwischen den Gleichungs
koeffizienten, welche bei der Differentiation der Gleichungen (34) in 

Xm. auftreten. Wir behandeln weiter eine Methode der 
Integration von linearen Gleichungen, für welche die 
Form des Integrales lediglich durch die Möglichkeit 
der Auflösung imBezug auf die unbekannten Funktionen 

beschränkt wird. Diese Methode erfordert dieselbe 
Zahl (n — 1) (її? — 2) der algebraischen Bedingungen für n 
unbekannte Funktionen der m Argumente, wie die Ham
burger’sche Methode, doch sind jene Bedingungen andere 
al s di e H amb urg er’s chen und werden dann angewendet, 
wenn die Hamburger’sche Methode zur Integration un
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tauglich ist Diese Methode erlaubt allgemeine totale und partielle 
Integrale aufzufinden, ist ebenso gültig für homogene, wie auch für 
nichthomogene Gleichungen, anders wie bei der Hamburger’schen Me
thode, welche für die homogenen Gleichungen versagt. Diese Methode 
ist auch dann gültig, wenn eine Gleichung solche Ableitungen, die in 
der anderen Gleichung Vorkommen, nicht enthält d. h. auch für solche 
Gleichungen, für welche unmöglich ist, die charakteristische Hambur- 
ger’sche Gleichung zu bilden und seine Integrationsmethode zu ge
brauchen. Diese Methode erheischt keine algebraischen Bedingungen 
für die Koeffizienten der Gleichungen mit n unbekannten Funktionen 
von nur zwei Argumenten wie in der Hamburger’schen Methode.

Für ein System von Gleichungen mit 2 Funktionen 
z,z' von 2 Argumenten x,y:

+ ¿¡?+öi'y + -h ci = 0, (i=l,2) (35)
muss man das Integral in der Gestalt von endlichen Gleichungen

(x, y, z> «') •= 01 ^2 y> = 0» (36)
welche die unbekannten Funktionen z (x, y) und z*  (x,y) bestimmen, 
finden. Wird eine von den Gleichungen (36) z. B. in z' aufgelöst, dann 
schreiben wir:

z* = w (ir, z) (37)
und die Einführung des Ausdruckes (37) in die Gleichung (36) gibt 
fi(x,y,z) = Q und ff(x,y,z) = 0 zur Berechnung von z=q\(x,y), 
z*  = (p2 (x,y). Nehmen wir an, dass die Funktion ta (x,y,z) bekannt ist,, 
so bekommen wir:

P*  — oq + (o3 p; q*  = w2 + w3 9,
wo

dco &ü) da)
(x), = 7^, WS = -7“, = 7—-1 dx 2 dy 3 dz

Die Substitution in die gegebenen Gleichungen (35) gibt:

(<h + a\ w3 / p 4' (br 4- b\ a)3)q + (a\ <ül + l\ cj = 0 (38}
(u2 4- a* 2 0)3)7? 4- (b2 + l* 2 a)3) q 4- («\ «1 4- b‘2 a)2 4*  cg) = 0

Die Gleichungen (38) müssen äquivalent unter einander sein und 
sie bestimmen die Funktion z(xfy) mit Hilfe der Integrierung einer 
linearen Gleichung mit einer unbekannten Funktion z. Wir bekommen:

cq 4- a\ ci)3_ bt 4- b\ a)3 __ a\ a)z 4- b\ w2 -I- <4 (39)
a2 4- a'2 w3 b2 + 6* 2 O)3 a* 2 4- ¿* 2 '

Indem wir die Bezeichungen 
a\ 
a 2 b 2 (a‘b) = u* 2 bs einführen,
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bekommen wir aus der Gleichheit der ersten zwei Beziehungen (39) :

(a‘il) (^)!+[(a‘b) +(a v>] s-^+(ab) = 0' (40)
und aus der Gleichheit der letzten und ersten Beziehung, oder der 
letzten und der zweiten :

(aa‘) — + [(ab*) + (a‘b‘) a]~ + [(a c) + (a‘c)a] = 0 )
dx ay

[(ba^-^b'atya]— (bb*) —[(bc)(b* c)a] = (41")o*jC oy

wobei a eine von den Auflösungen der Gleichung (40):

Öw , . , . n. (40')—— = a(x, y, z, (o) darstellt. dz —■> v >

Ist das System der linearen Gleichung (40') und einer der Glei
chungen (41'), (41") integrierbar, dann können wir die Funktion co 
finden. Die Substitution der Ausdrücke w, <ü1} co2, <n3 in die Gleichung 
(38) führt zur linearen Gleichung 1. Ordnung von der Form:

dz 
dx

dz 
dy

(7=0

zur Bestimmung der Funktion z.fir,

Beispiel:

xq — q*  = 0; (xy + typ — yp‘ + yz = Q>
Die Hamburger’sche Methode findet hier keine Anwendung. Die qua
dratische Gleichung (40) ist:

/ öcox / , . dcuxä7)r!/ + J_ä'te) = 0-
Die erste Auflösung gibt mit den Gleichungen (41'), (41"):

Öto öw . z ,
dz dy
beliebige Funktion ist. Die Einführung der Funktion
die Gleichungen des gegebenen Systems gibt

und führt zum allgemeinen Integral des gegebenen

wobei (p (x) eine
Z*  = (J) (x,y, z) in
dz d<p „—----- w - = U
dx 9 dx

Systems:
z = y rp (x) + tp (y); z‘=(xy±l)<p(x)+xip (yty

wo ty(y) auch eine beliebige Funktion ist. Die zweite Auflösung gibt 
mit den Gleichungen (41'), (41")
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1 da) z= x 4------ ; — = z; (0 = xz 4----------1- 4 (y)dz y dx y

und führt zu einer anderen Gestalt des allgemeinen Integrales:

z = y ¿9? + $■ (y)]; z‘ = (xy + 1) <p (x) — xy &(y)}

welches in die erste Gestalt übergeht, wenn wir die beliebige Funktion 
des y mittelst der Formel

ty (y) = —y!P(y) bestimmen.

Für das System der Gleichungen mit zwei Funktio
nen z, z*  der 3 unabhängigen Variablen x-^x^x^

«ii^i + a2i7?2 4- a3ijp3 4- ~h^2ip'2 -¡-a'3ip'3 4- h = 0, (¿=1,2)

bei der'Bezeichnung
3(0 da> ..

"k = Wöl=fe P-1’2-3)-

bekommen wir analog

«11 + Ün g-gl 4~ c'2i  «31 + «'31^4 =

«12 + «'12 W4 «22 +«'22 W4 «32 H" «'32 W1 (42)
_ «'n 4~ a'zi Ü>1 +«'si «*3  d~ ^1

«12 «h d- «22 «*2  d- «32 «^3 d*  /*2

Auf Grund von Bezeichnungen

<«'l «'2) = «11 «21

«12 «22
(«1 «V = «11 «21

«12 «22

bekommen wir aus ersten zwei Beziehungen (42):

(a\ a\) m42 4- [(ar a'2) 4- (a'x ajj w4.-h («i «2) = 0
(a\ a* 3) m42 + [(at a43) 4- (a\ a3)] co4 + as) = 0,

und das führt zur algebraischen Bedingung für die Koeffizienten

^0 '(43)

(a\ a‘2), (at a*2) + (a\a2), (at a2), 0
0 , (a\ a‘2)} (ar a\), + (a\ <i2), (a^ cz2)

r«\ «'3^ (a! d- (a\a3), (ay a3), 0
0 (a\ a'3)» f«! a'3)d- (a\ aä), a3)

und zui’ ersten linearen -Gleichung zur Bestimmung der Funktion 
m fx^x,, x3,z)

dco r 1 (44)-—= « , x2, x3, z,
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wo:

a
(at a3), (a\ a* 3)

(a\ a\)} (ax d'2) 4- (d\ a2)
(Ti i ct 3)} (di d a) -}■ i &$)

Die Gleichheit der letzten Beziehung (42) mit einer vorangehen
den führt zur zweiten linearen Gleichung zur Bestimmung der Funktion tu:

(«1 J + «1 d 2) aj — 4-£7#i vUXj

+ «'3) + (<*\  a\) alj~ + (ai b) + (a\ b)a = O

(45')

rz J x I / I . X 7 ÖW , J d(i) [(<h d\) 4- (a 2 a\)a] — 4- (<* t « 8) +
(45")

+ ¿(«2 «'s) 4- (a'8 a'8) a] 4- (cr2 6) 4- (a'2 6) a = 0 oaj3

(45'")f(u3 a\) 4- (a'3 a'i) «7 4- [(a3 a'8) 4- (a's a‘2) a] +

+ («3 «'s) rr + («s&) + («'3 &) « = 0.PitJg

Auf Grund der Bestimmung der Funktion (0 aus der Gleichung 
(44) und einer von den Gleichungen (45'), (45"), (45'"), kommen wir 
nach der Durchführung der Substitution z = n> in eine beliebige von 
den gegebenen Gleichungen zur Integration der Gleichung von der Form

0z
1 dx. i dx2

zwecks Bestimmung der Funktion z (x1} x2) xg).
Beispiel:

Pl + ^2 »3 J>3 — X1 P*l ---X1 x2p\ = 0 1
x2 (#3---X1 xs)Pl — Cx3 — X1 xi)p\ + X2 (x2 Z — Z*)  — 0 J

Die erste der quadratischen Gleichungen für w4 wird identisch 
erfüllt; es gibt also auch jlie algebraische Bedingung für die Koeffi
zienten. Die zweite Gleichung wird:

a?i m42 — (^ x2 -F ir3) ct>4 4- ac3 = 0.
Für die Lösung ü)i—xs aus den Gleichungen (45') — (45'"), von 

welchen die ersten zwei identisch erfüllt werden, haben wir:

—= x2 ; (aq x2 — x&) = x2 (ü) — x2 z)
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ü) = íc2 z + (xs — x2) (p (x2, xä)t

wo (p eine beliebige Funktion ist. Das Einfuhren von z‘ — o> in die 
erste gegebene Gleichung gibt

dz _ d(p
<4r3 1 dac3?

und — indem wir mit die zweite beliebige Funktion bezeichnen — 
bekommen wir das allgemeine Integral:

z = x1q> (x2,x3) + (xi} x.¿); z*  = x2ty (x1} x3) + a?3 tp (aq, x3).

Für das System von zwei unbekannten Funktionen 
mit m Argumenten

•S «1! pt 4- -Sa'i! p'i -v \ = o; S ai2 jOj 4- 2 a'i2 y'i 4~ t>2 = 0, 
i=l i=l i=l i=l

bekommen wir nach der Elimination von aus in —1 quadratischen 
Gleichheiten m—2 algebraische Bedingungen für die Koeffizienten:

(«i «j) (a\ a‘t), a'9) + (a'¡ <h) 2 (<h «P, (a'i a't)
fa'i (ar a'j) 4- (a\ a¡) + (a± a,), (a\ a'j) fa'i a'jH

(a'i a‘2)> (a1 a\) + (a\ a2) . aj, (a\ a'9) 
(a\ a'j), (aA a'j) + (a\ «5) ’ (at ai), (a\ a< t [(<ha'i) +(a\aj)]^Gf

(j= 3,4,... «4

so wie auch ein System von zwei linearen Gleichungen 1. Ordnung 
für die Bestimmung der Funktion w: 

’Sk«, a‘O

(a'i a\), (ay a\) + (a\ a2) 
(a\ a'k), (a1 a‘k)+(a\ cfy)

Örn  (d, a.¿)> (a\ a\) 
dz (&! (a\ a^k)

4- (&1 0

(a\ a\), (at a\) + cfk)

(d'i (at a'3) + (a\ a2)
(a\ a'k)> (at a\) 4- (a\ ük) + (a\ b)

(ar ak)} (a\ a\) j dx¡

((t^ (^1 _  Q
(dj a*),  (a\ a\) ’= 0,

wo k eine von den Zahlen j = 3, 4f... m bedeutet. Die Funktion 
z iCnJ finden wir durch das Integrieren der linearen Gleichung 1. 
Ordnung, indem wir die gefundene Funktion z*  = (i> in eine von gege
benen Gleichungen einsetzen.

Das System von n Gleichungen mit n unbekannten Funktionen 
der m unabhängigen irm reduziert sich zum System von 

n — 1 linearen Gleichungen mit n— 1 unbekannten ¡Funktionen zn... 
Zn—i der m unabhängigen, falls entsprechende m — 2 Bedingungen für 
die Koeffizienten-erfüllt werden. Wir gehen nun zum System n — 2 
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unbekannten Funktionen zu... zu_2 bei neuen m — 2 Bedingungen für 
die Koeffizienten über und haben im allen

(n-1) (m —2)
Bedingungen für die Koeffizienten, um zur Integration einer linearen 
Gleichung mit einer unbekannten Funktion zt zu gelangen. Die Inte
grationsmethode erfordert keine algebraischen Bedingungen im Falle 
von n Funktionen und 2 unabhängigen Variablen x, y.

Es genügt die Detailformeln für das System von 3 
Gleichungen mit 3 Funktionen z,z* }z**  der zwei Argu
mente x. y:

o.\-p “I- + cti*p*  4- q*  4~ d^*  p* ‘ 4~ bi*  q**  4~ <?i = 0 (i = 1,2, 3)
-anzuführen.

Hätten wir eine von den notwendigen Gleichungen des totalen 
oder allgemeinen Integrals F¡ (x? y, z, z*,  z* ‘) = 0 z.; B. auf Bezug von z**  
aufgelöst, so dass

Z**  = (O (x^z^),
dann hätten wir

+ ; <j“ = <y2 + w3 5? +
wobei: d co dco dco dco

1 dx 3 2 dy dz dz'

Das Einsetzen der Funktion co und der Ableitungen p** } q* ‘ in 
das gegebene System führt dann zu den linearen Gleichungen mit zwei 
unbekannten Funktionen z, z* :

Y'uid-a/'iUg} p 4- q + (ai 4- a¡" coj p*  4-
4- (b-‘ 4- b^ coj q*  4- a¡" Wj + bi**  co¿ + c¡ = 0.

Eine von diesen Gleichungen muss aus zwei anderen Gleichungen 
folgen, und das führt zur Nullgleichheit aller Determinanten 3. Ordnung 
der Matrix:

a* 14-a** 1coi, 
d 2 4*  ct ¡ 
a/3+ct“3ú>4,

4- b** 1CO^ 
b*.  +b** ico4) 

b‘3

a** 1co3JI a"1co14-ö"1a>gd-c1
iZg 4" ® 2^3.» b% 4-¿> 2^3? ® 2^1 d-^2 ^2 d“c2 
ö3d* d, gtDg, ¿»jj4“l '3^3; (I jöj l-J a^sd-^

Für die Nullgleichheit aller Determinanten 3. Ordnung ist es not
wendig und genügend, dass nur 3 Determinanten, der Unterdetermi
nante 2. Ordnung zugeschrieben, null seien, Z. B wir bekommen aus den 
Elementen der ersten zwei Vertikalreiben — bei der Bezeichnung :

a\ a\ ai
(a*  b*  a) = Öt Ó g ót 

a'3 b* 3 a3
; (a*  L* ‘ a) = ä 2 b d^ 

^.3 b** 3 a3
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•zuerst
<a'6' a) + [(a4 b44 a) 4- (a4‘ b4 a)] + (a“ b44 a) aj\ 4" [(a‘ b4 a44) 4-

4- (a4 b44 au) <n4/ w3 = 0
(a4l4b) -|- [(a*l “b) + (a44b4b)] G)i 4- (a“b44b) w34 + [(a4b4b44) 4-

4- (b‘ b44 a44) a)J ws = 0,
-was eine Gleichung 3. Grades für <o4 :

Ca"b"a), (a44 b44 b) 
(a,,buat), (a44b44b4) + (46)

(a" ¿>'J a), (a44b44b) 
(a4 a44 b4), (a4 b44 b4)

(a4 b4 a), (a4 b4 b)
(a44b"a')} (at4bi4b4)

(a1 b'4 a) 4- (<P*  b4 a), (a44 b44 a4) 
(a4b4tb)^(a44b4b),(a4lb44l4) 
(a4 b44 a) 4- (a44 b4 a), (a4 a44 b4) 
(a4b44 b) +(a44b4b),(a4 b“ b4)+

<»\ 4-

+

H-
(a4 b4 a), (a4 b4 b) 
(a4 a,4b4), (a4b4,b4) = 0,

-und eine lineare Gleichung 1. Ordnung

£(a' b4 a44) 4- (a' b44 a44) a]~£-(a4b4 a) 4-.[(a4 b4i a) + (a44 b4 a)J a 4- v2
4- (a14 b44 a) a2 = 0

gibt, wo a eine Lösung der kubischen Gleichung (46):

ist,

(47)

(48)

und zweitens wir bekommen noch eine folgende lineare Gleichung zur 
Bestimmung der Funktion w:

+ l(a‘VU‘j + (b4b4,a44)a] ^-4-

+ (a4 b4 c) 4- [(a4 b41 c) + (a41 b4c)] a-£ (a4i b44 c) a2 = 0.

Ist für eine von den Lösungen der Gleichung (46) das System 
von 3 linearen Gleichungen (47), (48), (49) integrierbar, dann führt das 
Einsetzen der gefundenen Funktion ü) in das gegebene System zur 
Integration von zwei linearen Gleichungen mit zwei unbekannten Funktio
nen z, z', von der Form :

+ Ä.4ip4 4- <7i = 0. (i= 1, 2) (50)

B e ie pi e 1:

— ypf — <l‘i + «' = 0 ; 2xzp — (1 -\-y)p*  + pa 4- z2 = 0;
<(2xz 4- 3 z2) q — 2yp4 — q4 4" 2p44 = 0.
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Die kubische Gleichung (46) wird dann i

2 w34 — 3(2y 4-_/)ct>24 + (£y2 4- 6y + 1) w4— y (ßy*  + 3y + I) = 0.
Für die Auflösung a = y haben wir lineare Gleichungen (47), (48), (49)r

dü) _ da) da) da) , , ~
är=0; w=y: ta-är+2“0

und finden (i) = y z 4- % (x 4- y)f wo % e*ne beliebige Funktion von 
u = x 4- y ist. Das Einsetzen der Ausdrücke für z", p“, q“ in das ge
gebene System gibt zwei lineare Gleichungen (50) mit 2 unbekannten 
Funktionen z, z':

2xzp — p*  + z2 -f- — 0; (2icz4- 3 z2) q — q‘ 4- 2 = 0;CLU CtW

Indem wir z*  = Q (xf y, z) bezeichnen, bekommen wir quadratische 
Gleichung (40):

Q\ — z(4x 4- 3z) *Q 3 4- 2xz2(2x + 3z) = 0.
Für die Auflösung a = 2xz geben die Gleichungen (404 und’ 

(4F), (41")

= 2xz;~ = z2 -r Q = xz2 + %(x + y) + ty(y)>

wo ip eine neue beliebige Funktion ist. Das Einsetzen der Ausdrücke 
z',p*,  *n das System (50) gibt eine lineare Gleichung zum Bestimmen 
der Funktion z u. z. 3 z2 — = 4^- — und wir bekommen 

dy dy du

zs = (p (ac) 4- tp (y) — x(x 4- y); zf = x z2 + V'Ü/) + + y) 5
z^ = Xyz2 4- y (y) 4- {1 + 3/) X («3 4-sO»

wo die dritte beliebige Funktion ist.

Leningrad, 2, X. 193ö.
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Nachtrag.
Die Integrationsmethode der linearen Gleichungen, wie sie im 

letzten Abschnitte dargestellt wurde, bleibt richtig auch für die in Jaco- 
bi’schen Determinanten linearen Gleichungen; die Koeffizienten der 
algebraischen und Differential-hilfsgleichungen werden lediglich mit 
neuen Koeffizienten, die leicht zu bestimmen sind, vertauscht.

Der Verfasser hat heuer in „Comptes Rendus de PAcademie des 
Sc. de l’URSS“ eine zweite Methode der Integrierung der in Jacobi’schen 
Determinanten linearen Gleichungen entwickelt, wobei es nicht nötig 
ist, ein System der linearen Hilfsgleichungen mit einer unbekannten 
Funktion zu integrieren, sondern es genüge eine spezielle lineare Glei
chung 1. Ordnung mit einer Funktion zu integrieren. Folgend, man 
kann der Reihe nach jede von n Gleichungen des gegebenen Systems 
mit den n unbekannten Funktionen zlt.zn integrieren. Zuletzt es ist 
nicht nötig die algebraischen Hilfsgleichungen n. Grades bei n unbe
kannten Funktionen, wie in der letzten Methode und auch in der 
Methode von Hamburger, aufzulösen.

Um die Gleichung:
Ap4- Bq + C + B*q* 4* D(pq*— qp*) = Q} (I) 

welche bei der Bedingung AB*  — BA*  = CD ein allgemeines Integral 
von der Form

«i y, 3') = S y>Z')J (II)
wo (p eine beliebige Funktion ist, besitzt, zu integrieren, führen wir 
die Bezeichnungen

A . Ö(u1,u3)_
d(x,y) d(x,z) - (zz*)

ein. Dann bekommt man durch die Differentiation der Gleichheiten

«I (3t’?yis,2/) = c1, us(x,y,z,z')=e2 
(zz*)p+(xz*)=0,  (zz*)q  + (yz*)  = 0,... (zz*)(pq*  — qp*)  — (xy) = 0 
und statt (I) die Gleichung:

(xz*)  A + (yz*)  B -- (zz*)  C -\-(zx) A*  4- (zy)B*  — (xy) D = 0. (III) 
Andererseits bekommen wir durch die Elimination dz*  aus den totalen 
Differentialen

StG • dwi , . ÖUi
—-ck\p-4- — dy 4-^—»z4~ ttv dz = 0 i=l, 2)dx v. dy * dz dz1 v '

(xz*)dx  4- (yz*)dy  4- (zz*)dz  = 0. (IV)

Wenn wir also eine solche Funktion iq (x,y,:y z*)  finden, dass: 
dx dy dz 
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ist, dann ist für jede Funktion u2 (xjy-, z, z*)  die Gleichheit (IV) der 
Gleichheit:

(xz*j  A (y z') B — (z z') C~ 0
äquivalent und statt (III) bekommt man:

(zx) A' 4- (zy)B' — (xy) D = 0.
Wenn wir also die Funk^pn iix als ein partielles Integral einer 

folgenden linearen Gleichung 1. Ordnung mit einer ubekannten Funktion

dx dy dz

bestimmen, so bekommen wir u3 als ein partielles Integral der linearen 
Gleichung mit einer Funktion:

(VI)
M'«» + +£'«,  ̂= 0,

wobei:
du. du. du. , , ,u., — —í u = ~ i, , = —4 bedeuten.

11 dx 12 dy 13 dz
Die Variable z' wird in den Gleichungen (V) und (VI) parametrisch.
Man könnte auch aus einer analogen Gleichung (V) bestimmen, 

wobei A und B mit A', P>‘ vertauscht werden, und z in der Ableitung 
bei C in z*  übergeht; dann wird Gig. (VI) zur Bestimmung von u\ 
entsprechend umgearbeitet.

Für die Gleichung mit zwei Funktionen z} z¿ von drei Argumen
ten jclt x2, dJ3 •

^iPi + ^2 ^2 + A-Ps + C + + A\p\ + A'sP's +■ (VH)
+ Di Ö>2p't — PzP\) + A (Pa P\ —Pi P\) + A (PiP* ‘i -PiP'^®

geht die Gleichung (V), wenn wir das allgemeine Integral von der Form: 

suchen, in die Gleichung:

1 dx1 2 dx2 3 dx3 dz
(VIII)

über, und wir bekommen statt (VI):

— D2 U1 s + D3 iq 2) + (A'2 ux4 — D3 tq i -f- A 3) +

H- (A* 3 u14 B1 u13 4- D2 utl)— A\ u1{ + A/3 w12 A 3 ~

wobei dti, du. , , ,u.. = —4 .... u.. = —i bedeuten.11 dxt 14 dz
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Analog schreibt man lineare Hilfsgleichungen für zwei unbekannte 
Funktionen mit beliebigen Argumenten or1... irm.

Für 3 unbekannte Funktionen z z*  zlt — für z. B. zwei Argumente 
3?, y — wenn wir

Uk (xyzz‘ z“) = Ck (& = L 3) 
betrachten und die Jacobi’schen Determinanten 3. Ordnung einführen, 
geht die Gleichung:

Ap + Bq + (7+ A'y + B*q*  + A“ p" 4-B“q“ +
+ A (p'^—p“?)-^ B)2(pi4q — pq“) + I>s(pq‘ — p'?) = O' 

in die Gleichung:
(¡cz'z") A -p (yz‘ z“)B 4- (zxz“) A' 4- (zyz‘) B'-\- (zz' x) A“ 4-

4- (zz'y)B'*  — (zz‘z“) C-~(zxy)D1 — (yz'x) D2 — (xyz“) D3 =0 
über.

Drei totale Differentiale ¿1^=0, du2 = 0, <Zu3 = 0 führen zur 
Bestimmung eines partiellen Integrals der Gleichung von der Form 
(V) mit den Parametern z*  A, so wie auch zur Bestimmung eines 
partiellen Integrals y3 einer in den Jacobi’schen Determinanten linearen 
Gleichung mit zwei unbekannten Funktionen u2 m3 der Argumente 

y, z, z“. Analog werden die Gleichungen mit 3 Funktionen der 
3,... Argumente integriert u. s, w.

Spezielle Fälle: 1) Sind die Koeffizienten D gleich Null, dann 
hat man den Fall der Integration der linearen Gleichungen 1. Ordnung, 
einer unbekannten Funktion z.

Beispiele. Für das im letzten Abschnitt untersuchte System 
xq —/ = 0, (xy 4- l)p — yp' 4- yz = Ö,

wenn man die Hamburger’sclie Methode nicht antwenden kann, gibt die- 
Gig. (V) ui = z‘—xz, und die Gig. (VI) us = x und wir bekommen:.

z‘ — xz = (p (x).
Die zweite Gleichung führt zu den Integralen

«3 = (xy + l)z — yz‘, u4 = y
und gibt die. zweite Abhängigkeit des allgemeinen Integrals des Systemes: 

(xy + l)z—yz‘ = lp(y).

Für das zweite Beispiel;
— xr p2 4- x1 x3 p3 4- x, zp‘2 — x3 zp\ 4- xi x2 (pt p‘2 ~p2 p\) +

+ x3 (p3 p\ —Pi p'3) = () 
gibt die Gleichung (VIII): = xt 4-z*,  und die Gig. (IX) u2 = x2x3. 
Ausserdem gibt noch die Gig. (VIII) u2 =a?2ae3f u3 =x1z\ diese' Inte
grale genügen der Gig. (IX). Das allgemeine Integral ist:

xx z = <p (Xi 4- z‘; x2 x3).
Leningrad^ am 25. Alärz 1937.


