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Die Grundformeln zur Integration der Gleichungen mit par-
tiellen Ableitungen 1. und 2. Ordnung mit mehreren abhingigen
und unabhingigen Variablen.

Dritter Teil?).
von M. K. Kurenskyj (Kourensky).

XIII. In folgenden 4 Abschnitten XII-XVI wurden
ausfiihrliche Formeln der vom Verfasser verallgemei-
nerten Jacobi'schen Integrationsmethode von nichtline-
aren Gleichungen mit partiellen Ableitungen 1. Ordnung
mit 2 unbekannten Funktionen von 3 und 4 Argumenten,
sowie auch mit 3 unbekannten Funktionen von 2 und 3
Argumenten vorgefiihrt; die Aufgabe reduziert sich zur
Integration eines Systemes von linearen Gleichungen
mit nur einer unbekannten Funktion. Das erlaubt uns ohne
prinzipielle Schwierigkeiten entsprechende Formeln in Falle von 3 und
mehr unbekannten Funktionen mit 4 oder mehr Argumenten zu bekom-
men und die Konstruktion dieser Formeln kennen zu lernen. Wir be-
merken dazu, dass der schwierigste von den Anwendungen der Theorie
zur Losung der Aufgaben z. B. der Differentialgeometrie und dazu auch
der am meisten komplizierte Fall, welcher in dieser Geometrie vorkommt,
der Fall der Gleichungen 1. Ordnung von 3 unbekannten Funktionen

1) Vgl. die Arbeiten des Verfassers in den Sitzungsberichten der math.-
naturw.-4rztl. Sektion, Heft XI, 1929 (die Druckfehler: Heft XII, 1930),
wo der Verfasser den 1. Theil der Arbeit ,Die Grundformeln..%
und den Sitzungsberichten..., Heft XVIII, 1933, wo derselbe den II. Teil
behandelt. Im II. Teile wurde auch die entsprechende Literatur zn den
beiden Teilen angefiihrt.

Im vorliegenden III. Teil wurden die Formeln, welche sich auf die
Arbeiten der Verfassers in folgenden Zeitschriften und besonderen Aus-
gaben: Bulletin de 1'Académie de Belgique, XIX, b, 7, 1933 ; XX, 7, 11,
1934; XXI, 12, 1935; XXII, 2, 1936; 1937 (sous presse); Comptes
Rendus (Doklady) de I’Acad. des Sc. de I'URSS, X, 6, 1936; XIV, 4,
1937; Communications de la Soc. Math. de Kharkow, t. VI, 1933;
t. XII, 1934, Verhandlungen des Intern. Math. Kongresss Ziirich, Bd. II,
1932; M. Kourensky - Equations différentielles, livre 2, Ch. IX, §77;
Ch. X, §§ 78- 90 (en russe) beziehen, zusammengestellt In diesen Arbeiten
finden sich auch einige geometrische Anwendungen; dieselben wurden
in allen Teilen von ,den Grundformeln..® fortgelassen.

Weitere Teile (IV-V) erscheinen demniichts in folgenden Binden
der Sammelschrift der Sevienko - Gesellschaft.
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mit 3 unabhingigen Variablen ist. Im vorletzten XVII Abschnitt
wurde die Verallgemeimerung der Charpit-Lagrange’
schen Integrationsmethode der nichtlinearen Gleichun-
gen, und im letzten XVIII Abschnitt zwei neue Integra-
tionsmethoden derlinearen Gleichungen von n unbekann-
ten Funktionen mit m unabhingigen Variablen darge-
stellt. ‘Die ganze Theorie des dritten Teiles wurde auf 5 Beispie%en
erlantert.,

"~ Im Falle der Integration eines Systems von 3 unab-
hingigen Gleichungen mit 3 Funktionen z2z,z* von 2
unabhingigen Variablen =, 9,

Fixy 22,2 p 9 r, 959" 9" = 0, 1=1,2,3) 1)
fibrt das Adiungeren einer neuen Gleichung
O (x,y.222p,9p,¢, P 9)=0 (2)

zu den Involutionsbedingungen der Nullgleichheit aller Determinanten
8 Ordnung der Matrix:

d® 0P o0 3D oD oD 8D 0 0 o

dx  ap ap' ap
dF, oF, aF, aF; aF, oF, aF,

& ap op ap oy oy ¢ 0 0 O
dF, 0F, 0F, 0F, 0F, oF, O, o o o
dx ap op' op* og o¢ og”

dF, oF, oF, oF, oF, oF, oF, o o .

dr op op’ ap” og a9" a4

W o o OB OF, ok oF, oF, oF,
dy ap op* op" g B9" g
“h o o o 05 OF, oF ok oF,
1 dy op 8p* op* 07 0" Py |
aF, o o OF 0F o oF, 0F, oF,
dy op op* 3" g 3¢’ By
a8 o 90 2@ 20 a8 90 49
dy op ap* op* g 9" g
wobei :
0z , o w 02 oz , o o 02"

P=zgz P=% P =% Q’—'@r q ay’ ? TR

Wir nehmen an, dass die in der- Matrix umgerandete Determinante 7.
Ordnung von Null verschieden ist. Das gibt:



F, F, F) (Fn F,, F;, @)
p,Pp +0 P PP g +0,

und wir bekommen die Involutionsbedingungen eines Systemes der Glei-
chungen (1), (2) in der Gestalt von 3 nichtlinearen Gleichungen 1. Ord-
nung mit einer unbekannten Funktion @:

@'p'ee)ep'p' P+ @p'd P P )+ (pp'ed) (pp' P ) =0

®'p"99") (op'p" Y + P 9" (pP'P"9) + (pp'99") (PP ¢ =0

(pp'p" @ [xpp'p"] + (pp'p“ @ [yp'p" 9] + *)
+ p'p"¢) [ypep"] + (p'p“9¢") [ypr'q] =

wo runde Klammern die Jacobi'schen Determinanten von F, Fy, F,, @
im Bezug auf die Variablen, die in Klammern stehen, und gerade Klammern
die Jacobi’schen Determinanten mit totalen Ableitungen im Bezug auf
Variablen @, ¥ bedeuten.

Das Bestimmen von partiellen Integralen @, = (), @, = C,..
des Systems der nichtlinearen Gleichungen (3) reduziort sich zur Be-
stimmung der partiellen Integrale der linearen Gleichungen 1. Ordnung
mit einer unbekannten Funktion @ mit folgenden Formeln.

Indem wir bezeichnen:

{pP‘p“ gl) 1- (P_p‘ pd'l qll) . M

(P Z’l dl g) 3 (Pp‘p” q)
P=(pp'p"y P,=(qp'p"); P,=(q'p'p"); Py=(y"p'p"; F.=(pqp")
Fy=(pg'p"); Fo=(pq¢"p"y B =(pp'ey; 1'a== (pp'as Fy = (pp'q")

Q=199'9"% Q ={(pe'¢")y Q=0"'¢'q") Q=1(p"¢9") Q=(Qqpre")
Qs = (qp'¢"); Qo = (ep"¢"); Qu=1q¢'p; Q=>0¢'P) &=0>049p"),

und folgende Identitdten

Po,=| B} Pa=| PP Fa=|3 3
PQ=|[£j;j, PQ; = 22’ “'Pifl
ORI A N PQs=‘f;i§i
or-| &l e |8] en-]EE
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in Betracht nehmen, bekommen wir eine kubische Gleichung zur Bestim-
mung der Fanktion 4 (, y, 2, 2/, 2, p, p*,...):

Glee (88115211580 o
4 1

F; Py P, Ry |P8P1!)1 ]P2P8|=O

+( N R I Il R § Rl B Rl

sowie auch eine lineare algebraische Gleichung zur Bestimmung der
Funktion g (x, y, 2, 2, 2, p, p’s..):

_ P4 (B—R)A—F
= F, =P, A ' ®

und das System der nichtlinearen Gleichungen (3) geht in ein System
von 3 linearen Gleichungen

ad 0 o0 oD L0/
Pé?—*(Pz—jiﬂ)—a;-i-(ﬂ—ltP;)@;+(Ps"AP-;)?-F&PE
ad a0 a0 i/ 1]
Pa&'ﬁ”(‘a"'ﬂia)b—ﬁ+(PB_|"‘1P4)55J+(P9_FIP7)5];E+ﬂiP§
00 0@ oD , b
P a_x"‘ap‘l"a‘g}’ +5zT.P)+(P;+1iP4+ﬂiP7)X (6)
o0 90 . oD , 0B N\ .. .. N
X(’@‘F‘a—z t o7 O+ 5ae )-([wPP T+ 4 Llyap ]+ wlyp Dot

a“ 14 6@ P . a@
+((wp Pl + [y d+mlyap)) 5 +(=pp' I+ Alypd)+lype']) o+

.. 00
+ ({yp'p"] + Lilyp"p] +uilypp'D) 7

iiber, wo 4; eine Losung der Gleichung (4) und p; ein entsprechender
Wert der Funktion g im Bezug auf 4; aut Grund der Formel (b) bedeutet.

Wenn wir 2 Integrale @, =C,, @,=C,, die in der
Involution unter einander und mit der Gleichung Fi=0
stehen, bestimmen, dann fithrt die Elimination der Va-
riablén 2%, p*, ¢*, zur Integration eimes Gleichungsystems
mit 2 unbekannten Funktionen z 2z’ von der Form

N (@y,22,p,40',¢) =0; Je (@, 4,22, p, ¢,p' ¢") =0,
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auf Grund der Formeln in den Abschnitten III-IV des I. Teiles. Finden
wir 3 shnliche Integrale @,=C,, @;=C;, §,=C;, dann bekommen
wir unbekannte Funktionen z 2, 2/ mittelst der Quadra-
turen von Gleichheiten:

dz=pdx + qdy; de==p'de+ ¢'dy; dz"==p"dax+ ¢"dy.

XIV. Die Formeln werden bedeutend einfacher fiir
diese speziellen Fille der Systeme (1), wo die Glei-
chungen nur 5, 4, 3, 2 oder 1 von allen 6 ableitungen

2P, enthalten
Enthalten gegebene Gleichungen eine Ableitung

) ¢; 2y p"; 3)¢'; 4 p's 5)g; 6)p,

nicht, dann haben lineare Gleichungen 1. Ordnung mit der unbekannten
Funktion @ und algebraische Gleichungen zur Bestimmung der Funktion
4 die Gestalt:

oD Y/
@ dg r £ 4
Fd— + (R + xiﬂ)d—=([w19 1+ hlyqp J)g— +
+ ([xp"p] +[yp“q]) ? v (epp) + yap I+ Alypal) o o
+{yp' Pl + 4 [ypp“f) ;;ﬁ-
F, 2+ (P, — 5)1—P2 =0;
a0 a@
2) Qé;‘::(Qs ziP) +(Q5 2Q4)6.+(Q3 RQT)B u"_llQE
ad
P2 Q-4 Q,)‘i— = (p'e] — ilyg“ b o +
+([zg"p] + !:M"q)] (Pl + [ygp + lypal) o a 7
Y]
+(fyp' gl + 1y 9“10])5;
Q‘}l* + (Q: - Qs)l"" Qe=0;
oD o0 Y]
9 Pon=(h— ARG + (Fo— WP D (P WF) o+ WP



dd a0 " 09
P bt hiB) g, == T+ 4lyp'el) 55+

@
+ (fepp‘] + [ygp')) 0

4§
O

Y
+ ([yp'p"] + 4 [ypp’ D 7 +

ad
+ ((zp*“p]+ [yp“q] +—1i[y9P])@,
F,A*+ (F,—F,)A—P,=0;

4) Buchstaben p und P wechseln mit ¢ und  unter cinander und
umgekehrt,

a0 ad 1)
aqu‘_'(P.‘s_zips)T'l‘(P 1P5) +(P""2 P)a” /T,Pag‘

pd
dqj + (B + 4 Ps) o = (2P’ + [ya'p"] + Al yp’ q‘J) T

5 P

+ ([ep*pl + [y¢ p]) + + (fzpp'] + [ ym‘])

) 30
+ (fyp“p] + 4 [ypp’]) L
P,A*+ (P,— P,) i — P, = 0;

6) Buchstaben p und P wechseln mit ¢ und Q unter einander und
umgekehrt.

Im Falle von 1), 2).... 6) muss man partielle Integrale @, = C,,
D, = C,,... die cntspwchend die Variablen 1) ¢*, 2) p*,. 6) nicht
enthalten, zu finden trachten,

Enthalten 3 Gleichungen keine 2 Ableitungen, dann bekommen
wir 15 Fille. Falls in den Gleichungen Ableitungen

D p“ ¢ 2) 9 ¢*; 3) p g

nicht vorkommen, daunn fithren sie zur Integration eines Systems von
2 (Heichungen 1, Ordnung mit zwei unbekannten Funktionen, falls wir
entsprechend: 1) z; 2) 2 3) z eliminieren.

Andere 12 Ealle d. h. wenn die Gleichungen die Ableitungen

4) ¢, 9"; B phae*; 6) g9 1) p,g“;s 8) ¢\p's 9) p4p“
10) q,p*; 11) p,p"; 12) q,q'; 13) p,q’; 14) q,p'; 15) p,p’,

nicht enthalten, fiihren zur Bestimmung von partiellen Integralen &, = (...

welche entsprechende Abteilungen 4),.. 15), nicht enthalten, irgend

einer linearen Gleichung erster Ordnung (oder anders — Integralen

%nes Systems von gewohnhchen Differéntialgleichungen), von der
estalt :



0P a0 a§25+P oD

) afl Pl aP +P¢ apt 73}7“
ad RY/ 00 od
5) Qg‘a';""P"a?‘_Qqa“'i_I?'a‘qf
. a0 _ ad 00 00
oD a0 P a0

7) P 6_¢+Q§F“=P”a_q+ an

0D

a0 9D
P, 5 3pt

"
26 0D 00

o~ T e

8) P?%Q?,-y-a + Q

9 Q +Q7§q‘%

oD 1) 8@ 00

o0 80 a0 a0
11 Q@=’Q§ 3_([+Q5 5('274‘ Qs W

o0 0P a0 GL Y

12) Pa?-:Pa@—i—PG@—, + Py
18) Q0+ B, = Oy p+ B G
14) ng +B =0, ;’TQ,’,+ %
1) Q2% — 0,224 0,52 + 0, 2%,
oder einer linearen Glefchung entsprechend folgender Gestalt:

a0 _d® ., .30 1 Lt 8D
Y P+ Bog, + [t oo+ (feppt] + [yap*D) 55 +
v iy 0D ) .5 00
+ [yp"P] o+ [l + [yp'e)) g =0

4D . dd o 0
9) P"’d_m + Q T +[wP“9']a—P +([9L'19P"]+[3/9P'])5é7+

4t aQ b 4 BQ —
+ [ T 5 + (=0'p] + [ya'eD) =0



pi® Y
6) P + 5,92 a 2 ¥ lep) o 00 +(far v’ I +lyr'p Doyt

v 0D , g 00
+lyp*d o + (=Pl + [y O] =
ad dd o0 . , .00
7) P, @+ Q & + [=qp"] o + ([xp'q] + [ya 91)51;,7, +
+/yqp' ] +([wp“P'J +/ yp“q‘])

d
8) By d@ + 0,2 2y % + fog" ‘] D+ (lope] + i) 2 o

¢ ‘ D
+yp'] 5q— + ([=p'p] + [4p'9]) 505 =
o d® . .90 ) Y
9 Qg+ Q@ + [xg ?]6—'1'([9610? ']+ [y ]”5?7"'

+ [yq“q‘] D+ (el + e F—O

i@
10) Py 7 + Q.52 5 2 vl m“] +([wfz‘?‘1+[y9“¢z])

+ [ym"] +([ wp'p] + [yg'e) 5 a?u

00
11) Q5d +Q% 5 e qq"l +(le1 P+ D) 5+
\
+ [ya"] 79 09 + (lpel + tyg) 22, aq"

dQ d@ 4.4 i .4
) rr the +[pp] u+([=vp‘p]+[yq p])

4 4 aQ
+ [yp'el ¢ 3g" @+ (fapp] + Lym Doy +0

a9 ad ., 00 » 1y 00
13) B gp F Qs g+ (a0t gm + (Ceap™] + [399°D 57 +

00
+ (yp ‘Z}aq,, + ([ap“p’] + [yqupa])ﬁ —



g 4O d@ ‘, o0 [T, Y P .
W) Bz + Qg +Itplgm+ ] + el g, +

0P “ w09
o T Lepp©] + lyp" D5

+ [yo'p] =0

@D AP 0D iy 0D
18) Qo+ Qg + [w'e) g + rpe'] + lya*d'D o +

a0 1y 00
+[§9"2‘QJW + ([xqp*] + [y79]) P 0.

Enthilt das System 3 Ableitungen, dann gelangen wir in 12 Fil-
len zur Elimination der Funktion z, oder z*, oder z*/ und zur Integra-
tionen eines Systems von zwei Gleichungen mit zwei unbekannten Funk-
tionen. Die ibrigen 8 Félle sind diejenigen, wo das System folgende
Ableitungen :

Doy ¢ 2P dh 9”5 3) ¢ p ¢ 9 p P 0"
5 ¢ 95 p*; 6) », ¢ 95 1) 9 P’ P 8) py P PV

nicht enthilt.

Im Falle 1) muss man partielle Integrale, die ¢, aber nicht ¢, ¢*
enthalten, von der folgenden linearen Gleichung:

a0
ap"

oder Integrale, die ¢/, aber ¢, ¢‘,‘nicht enthalten, von der linearen
Gleichung

d@ 4 aQ i 6® pr— ddpnd BQ
D oz T (2P 55 + [2ep"] 5 + [20pl gom+ [yp P 5 =0,

il
o =

dﬁ 444 a@ s a@ 4 6@ 44
P t e pl o, + o] 5 + [2p'p] 5o+ [ypp*]
oder endlich Integrale mit ¢*, aber ohne ¢, ¢/ von der Gleichung

o0
QPIJ

d@ 7Y a@ I’z 8@ '] 4, ?E—
P -k [zp P]@ + fxpp ]@- + [xp'p] —; + [yp’p] 6@.‘—0

bestimmen,

Fiir andere 7 Fille haben die Gleichungen folgende Form:
a0 44,4 @ ‘ 6@ ¢ a¢ hpnd @_
D Pt (2] ok Lyap'] e o - (] =0

iP "y 00 wr 00 0 v, 00
Pygg + T+ [egptl 5o+ (20 5 + [2p*p] 5= 0

dd oD o0 9P v, 4709
P ¥ lype) st [ep T o+ [ep't] o + [l 5 =0
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o 90
8) Py o +[y@pla(u+[ ma “+[p“9‘] + [apg —*zO

~ d@ $id a ii it 6®

4 44 4 00 “ 00
B g+ Loppl 50+ [y 3+ w'p] s + o] =

00
4) Psdx +[y¢' ?J “+[ m]a LA P“‘?‘]a, + [xp"] gé:=0

ap
By g t 12 p“q‘]h+{yg al5 “+[yp“<z‘f 7 +[yqp“J

p, %2 P +[w9p“] +[y? s o o Y 7 Pt o) a,

A a0 ‘ 0P Hi Ay i 9
O Bo gt [2p'p] 5w+ [y 2T + (pg ]3 + [op'0] o &Zu

do oD ra70@ “

dP ad 0P
Py + [ypq“] +[ q“P‘] an [wpfz“]a—{,—l—[ﬂ'}?‘p] g =0

LT 4 Ilam f 6®
G)Qsd +[m] +[t29‘]a;+lfz J 5q U =

P
Y gy + " ‘f +[yf1P“ —+ [y?“f] +[yp ] 2 7, 2 -0

dd , a0 b, 00 vty 0D
Qs T [zp*e] o7t [yap*] o + [y9"'p’ 5 + [yp'g] 2 a,,.

dd, 4 [rs 6@ £ a@ , rryrs 6¢
7 Qz e +[3"2 ‘l] +[-’I’P? 16727“'[93‘1?]3?7'{'[“’? ?]@=

o0
Q39 &y ? m“] + fyr] 5 R %+ lyae] aq“+[fz“q‘]7 =0

d@ ‘ ad “
g, +lep] 5+ [ypt“ 37 + [yqua 7+ (v 9‘]— =0
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0D
69“’

i@ ut@ . u@ ‘¢ ulaqj__
8) Qg + [ya"dl 5, + e 50 + (10 5 + [2970T =0

d@ Aénd @ " @ 4 @ ' agj _
Qg + ) 35 + 3] 50 + [y2'e) 5 + (2] 55 =0
dQ i a_@_ i @ 4 ?g 4 adj P
Qgy T (1 0I5 + 39" 50+ [y’ 5 + [0 50 = O

Enthilt das gegebene System von Gleichungen 2 oder 1 Ablei-
tung, dann fithrt die Elimination der Ableitungen zu 1 oder 2 Relatio-
nen zwischen , y, z, 2*, 2/, und das fiihrt zu der Aufgabe der Inte-
gration von linearen Gleichungen mit einer kleineren Zahl der unbe-
kanten Funktionen.

XV. Fiir ein System von Gleichungen mit 2 unbe-
kannten Funktionen z 2z mit 3 Argumenten x,, @x;,
F (x), %y, x5, 7, 2, P1y P> Por P Ploy P =0, (i=1, 2)
g_;“> P1H=<%: (k=1,2,3)
hat die entsprechende Matrix folgende Gestalt:

d0 80 o0 30 8D 2D 0D

dx, 0p, 0p, Op, Op'y Opy Op's

wo Pr =

Xy P, P, ,P, P3P, P, 0O 0 0O 0 O 0
2 Xy P, P, P, P P 4P 0 0 0 0 0 0
X, 0 0 ,p, ,P, O O P ,P, P,.,P5 O 0
2Xs 0 0 P, 4P, 0 0 B, ,P PP, 0 0|0
o oD 00 ad a0 oD o0
day ap, op" dpy ops By’ Bphy
IXS 0 0 O lPl I‘P‘l 0 1P2 0 1P2 IPS 1F3
2 X; 0 0 0 0 P Py 0 B 0 o Py 3Py P
do 40 o0 ad ad 90 90
= 0 0 0 0 — 2 0 = o 2 %
day ap, 9Py dps ap', Ops 9p'yl,
wobei
oF, | oF; aF
i K= T o Pt 5 P
_0FR. R

ap'y’
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Fiir die in der Matrix umrandete von Null vergschiedene Determi-
nante 8, Ordnung schreiben wir die Ungleichheiten:

D D(GaE) 05 D (G R) +0

und indem wir die Bezeichnungen:

A=(pp'p); B=(ppip%); C=EmpY)i D=C'prY;
E=@rhp'y; F=(spph); G=(@0'p); H=('sp'1p);
I=(ppsps)i J=(pPsp); K=[pp'%]; L=[p,p'w];
M=[p,p,a;]; N=[p;p'i%]; P=Ipp:s®]; Q= [pp" *];
wobei gerade Klammern die Jacobischen Determinanten mit totalen
Ableitungen beziiglich z,, z,, 2, einfilhren, bedeuten, bekommen wir
5 Involutionsbedingungen des gegebenen Systems in der Gestalt:
AD=BC; TAE=BFI; A(EG+FH)+ (BI+ AJ)E=0
A(DF+ HA)+ B(IB+ AJ+AG)=CFA
A(AK+ AL+ BMA+ FN+EP)=(AG+ BJ)Q.

Der zweiten Gleichung wird in folgenden Fallen:
1) entweder AE =BF; 2) oder I=0; 3) oder I=0; AE=BF
geniige geleistet.

Untersuchen wir genau den ersten Fall. Andere Fille fibren zu
einer grosseren Zahl der linearen Hilfsgleichungen 1. Ordnang, damit

man_partielle Integrale @, = C|,..., die in der Involution zu den gege-
benen Gleichungen F;=0 stehen, finden kdnnte.

Indem wir in Betracht nehmen, dass

AZF0, wenn I-+0, oder I=0,

. B D E
wobei: Z=c¢c=F—4
F G+ il
A=K —g —T

und indem wir die Identitit

(71 P'V) (Ps P) + (P12) (P P4} + [Py P21 (P s 1 =0
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erwigen, denn gelangen wir zur Integration eines Systems von 5 line-
aren Gleichungen 1. Ordnung:

N
(pzps)l +[(PIZ’2)+(P3P1);1] = PVt

Y
+ [(ps ps) + (Pap1) 2] oA

a0 a0
(Plpl);"l +[@3P1/+(P1P3)2] =(p.?")) 6p +

ad
+ [(p's p) + (1 ps) 2] Fr
/3
oD , ‘
[(P's pa) + (Papy) 25 "-ia_" + {(P's P4 =l p') + (p's pI] Ai

o@D oD
- (py 1) A2 } o+ (04" + (g 2] A = ©

oD
= [(p'sps) + (P22s) 1] a—, + [ar') + (up) il 5

[@xps)w“(p,pl)m] H@spl)-l-(plpg)m]a.
: a0 , 0D
+(@'p) ﬂi@ T (pp 1)@ =
, dd dd . dd
P P‘I)d_% + [(pa ') + (1 p.) 2] ;{;,; +{(ps p') + (1 pe) il 'UiCTSE; +
a0
+ 7'y 2]+ (o] 4+ (12 2, ] 4 Fl)a +
B
([ i ] + [y ps] + [P 251 00) 619_'1 +

i ¢ a@
+([p"y wo] + [y py A+ [P s s + [ 1] Aip0i) ops =0,
wobei 4; eine Wurzel der quadratischen Gleichung

(p1 ) A2 — [(py 2"5) + (', )] A+ (p'y p%) =0 (10)

‘bedeutet, und g; mittelst 4; auf Grund von der Formel:

[Py pe) + e pi) A i + (p'y 23 ) ¥ + [(ps P'2) + (1 p3) 4] = 0,

‘wo » eine beliebige Funktion bedeutet, bestimmt werden. Die Willkiir.
lichkeit der Funktion » kann man beniitzen, um die linearen Gleichungen
:zum Bestimmen von Integralen @, =C,, @,=C,,... abzukiirzen. Indem
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wir z. B, »==0 setzen, bekommen wir Term y; mittelst Losung /; aut
Grund von der Formel:
= (P + (psp) i
(@1 p2) + (Papr) i

Die dritte Gleichung (9) kann man auf Grund von der Elimination

der Ableitung 37 von der dritten und vierten (leichnng (9) dndern. Auf
2

Grund von Identititen

(Paps) (1 P")) + (Ps 1) (P2 ') + (P 2)) (P13) =0
@'spe) (P 'V (P P'V) (P P'9) T (pa 0y} (s p') =0

bemerkt man, dass das Resultat der Elimination gleichbedeutend mit
der zweiten Gleichung (9) wird, falls /; eine gemeinsame Losung der
quadratischen Gleichung (10) und der Gleichung

Py ps) A*— [(py ') + (#1214 + (p'yp%) = 0 (11)

ist. Dann reduziert sich das Integrieren zur Bestimmung der partiellen.
Integrale des Systemes von lediglich 4 linearen Gleichungen (9) uad
gwar l-en, 2-ten, 4-ten und 5-ten. Indem wir die Resultante der Glei-
chungen (10), (11), gleich Null setzen, bekommen wir als Bedingung
fir die Gleichungen des gegebenen Systemes

(01 22)y (P29) + (P2 p0); @ 9'h 0
0, (p122), (pep'y) + (P'sp1);  (P'12%) -0
(pr23)y (p3p') + (p's 21); (p",2%s), -0 ’
0, (P1 p3), (psp'y) + (P'spr)s (' 2%

und die Formel zur Bestimmung der Funktion Z; in der Form:

(prps), (9, 2'5)

— (p; 3), (B*; '5)
(1225 (9, 9) + (p'2 1))

(P, P3,(ps 2'y) F (P's 1)

Beispiel
F =p, —p',=0; Fy=p', —p,=0.

Nehmen wir die von Null verschiedene Determinante 8 Ordnung
der Matrix (7); dann bekommen wir die Ungleichheit

ad  ad (6@ 6(25)
, — e 4 —— 0.
ap’y + a.?s) apy + Bp’s +
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Wir haben ein System von 5 nichtlinearen Gleichungen, die den Glei-
chungén (8) entsprechen: )

dd _ 0 o 8@ -

dey 7 Opy Vs op'y 0
SDIB_0b (00 B)_ B0 00000,
apy Ops  Op'y \dpy 8P, T Op'y Ops | Op, \Opy  Op .

Die zwei letzten Gleichungen:

D 00 D oD
Op, 0ps op'y Ops ’

fiilhren mit den 3 vorgehenden zu den Integralen
D, =p;, + p's = P(T, 25); D,=2p") — ps = W (@o,23).
Auf Grund der gegebenen Gleichungen und der Bedingungen
dpy _dpy . dp's _ dph
dxy  dx,’ dx, dz,
bestimmen wir die Funktionen ¢ und ¢ und bekommen:
z=ux Q' (x,) T WV (x3); 2!y =, W (wg) + £ (y),

wobel W (x,;) und Q(z,) wie auch ihre Ableitungen W’(ax,) und Q'(x,)
beliebige Funktionen bedeuten.

XVI. Die Gestalt der Systeme der nichtlinearen
Gleichungen (8) und im Zusammenhange damit der line-
aren Gleichungen (9) hdingt davon ab, welche von den
Determinanten 8 Ordnung der Matrix (7) wir als von
Null verschieden annehmen werden.

Wenn wir z. B. die Determinante aus den Vertikalreihen 4, 5, 6,
8, 9, 10, 12, 13 und ailen Horizontalreihen, die 3. ausgeschlossen, bilden,
bekommen wir fiir das gegebene System eine Beschriankung in der
Gestalt:

D }'——"{;):}:0; D

F,F,,®
P3Py !

0
Pa:Pa;Pz)#: ’

und indem wir noch neue Bezeichnungen

Ay =ep39%);  By=(p,0%); Ci=ps9%); Di=(pp:0')

E =ipp,p's); Fi=inp0); Gi=.0%0"); H =030

li={vspsx5]i J=[ppral; K =[ppal; L =[prhzl
M, =[p; p's ;]

einfilhren, bekommen wir statt eines Systems von D nichtlinearen Glei-
chungen (8) ein folgendes System :
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A B, =CD,;; ACE =(ID+ F,C)D,; GICD-.—- (GD, + 4,E,)D
A, (A,H+ CE,)= D, (DD, + B,(); 89
4, (AL + I\ D, + MyE))= D, (K, D + M, 0);

desgleichen bekommen wir fiir eine Determinante, welche zu den Be-
schrinkungen

), Ey F ,F,, @ F,F, @
—1 -2 0: D 1'_2"‘) 0; D A) 0
Ps, P s)zi: D2, P3: P 2 + PP Ps +

fiihrt, indem wir noch die Bezeichnung

D

Ay =[p, 9 2]
einfithren, folgende 5 nichtlineare Gleichungen:

AB =CD; AAE =DCF; D (DI4 CF)=A4,EC
4, (IH1 +JE) + CEID] =0; I(AlIl + 1Dy = -A1A2E1'

Dementsprechend dndert sich die Form des Systems
der linearen Gleichungen zur Bestimmung &,=C,.. Li-
neare (Gleichungen 1. Ordnung zur Bestimmung der
Gleichungen @ =C(,,.. kann man auch unmittelbar aus
der Matrix (7) bekommen, indem wir entsprechend eine
von Null verschiedene Determinante 8 Ordnung wihlen,
oder anders, indem wir die Gleichungen F,=0, F,=0,
@=C mittelst anderer Ungleichheiten beschrinken. Man
muss in Betracht nehmen, dass man verschiedene Systeme
von linearen Gleichungen fiir verschiedene der Null
nichtgleiche Determinanten 8 Ordnung schreiben kann.
Ausserdem kann man selbstverstindlich die Involutionsbe-
dingungen nicht schreiben auf Grund von Determi-
nanten 9. Ordnung, die wir bekommen, indem wir zum
Minor 8 Ordnung, der Null identisch ist. Horizontal-
reihen und je eine Vertikalreihe zuschreiben. Als Beispiel.
einer dhnlichen Determinante 8. Ordnung kann eine Determinante aller
Horizontalreihen, die erste ausgenommen, und der Vertikalreihen 2, 3,
4, 5, 6, 7, 8, 10. dienen. Endlich muss man auch bemerken, dass die
Nullgleichheit der Involutionsbedingungen der Null-
ungleichheit cines entsprechend gewahlten Minors
nicht widersprechen darf Z. B. fiihrt die Nullungleichheit jeder
Determinante 8. Ordnung von den Elementen aller Horizontalreihen,
eine von drei letzten ausgenommen, und der Vertikalreihen Nr. 2, 3, 4,
5, 6, 7, 8 10 zu den drei verschiedenen Gestalten der Systeme von 5
linearen Gleichungen 1. Ordnung, von denen je zwei der Nullungleichheit
des entsprechenden Minors 8. Ordnung widersprechen werden. Diese
Gesetzmiassigkeiten kann man fir die Systeme von
nichtlinearen Gleichungen mit zwel und mehr unbe-
kannten Funktionen von drei nnd mehr urabhingigen
Variabeln beniitzen.

(8)
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Eine von Null verschiedene Determinante 8. Ordnung der Elemente
aller Horizontalreien der Matrix (7), die letzte ausgenommen, und der
Vertikalreihen Nr. 2, 3, 4, b, 8, ]0 12, 13 fiihrt zu den folgenden
Beschriinkungen fiir die G]elchungen F =), Fy=0, &=C":

(Flf Fg,@ (Fsz:@
FI,F):F 2’15000 P'e,010" +0 (12)
D3y P's (E:Fwdj £, Iy @)

P])PMP2 Pg, P pl

und erlaubt folgende 5 lineare Gleichungen 1. Ordnung zur Bestimmung
der partiellen Integrale @,=-C|,... aufzuschreiben:

, . 30 ., .00 . 0D
(PsPs)‘a—. +@3P:)@+(P9P3)@73—0
2P 101
(PaPa) +@’3P2) + (Pz?s)épT:
, .00 , , .00 . o0
@3?3)*T+(P3P1)_+(191P3)E=0 (13)
P
(PaPs) +(p3191) +(p1193)a—.==0
s

di o0
(p; »' 3) + 2" ms] + (23 2] Ao =
P

wobei: @_ o0 6@ +? oD

d; 6.7:3_ B s 2! g Py
so dass das letzte System nur 4 unteremander unabhingige Integrale
@,=C,,.. &,=C, geben kann.

Indem wir in den Ungleichheiten (12) p, und p‘; mit p, und p’,
und umgekehrt vertauschen, und p, und p‘ unverindert lassen,
oder indem wir in dieser ‘neuen Vertauschung p, und p’y mit p, und p’
und umgekehrt tauschen und p, und p’; unverindert lassen, kann man
statt (13) folgende 2 Systeme von lmealen Glelchungen niederschreiben.

(Pepse)@‘l + (PsPn)éE + @1?2)51;4';= 0 l
,, 00 , 4,00 , 80
@zPﬂ)@+(PQP1)@+(P1P2)6Pj;HO
., 00 ‘ a0 . a0 .
@21’2)% + (PzPa)@ + (s ps) 99 =0

, 0, 00, D
(pspe)gp—,g + (102105)(,)—1?z + fPst)aP:g =0

, . 4D . o0 oD
(PsPs)d—ws +[P2%]3_p;, +[%Ps]@ =0
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oder

D oD
(P ?'1) +(P1Pa) + (ps. 1) P 4 =0
@
(P1P1) +(1’1P2) +(P‘2P1)m=0
4 J . )i@___o
@t?l)a‘l‘@ll’s)ﬁ‘i‘@sﬁ 319'1__
., 00 , 0@ , 80
(P1P1)F+(P‘1Ps)_—+@sﬂ)“a‘=0

(]’1191)dm +[P1wl] +[1 1]

‘Dag System von linearen Glelchungen zur Bestim-
mung voun partiellen Integralen @, =C,,.. so wie auch die
Beschrinkungen fiir die Glelchungen F,=0, F,=0,0=C
werden bedeutend einfacher, wenn das gegebene System
eine oder mehrere Ableitungen p,, p,,... p; nicht enthilt.

Z. B. enthdlt das- gegebene System die Ableitung p‘; nicht, so
bekommen wir die Bestimmung der partiellen Integrale, welche die
Variable p‘; nicht enthalten, bei folgenden Ungleichheiten :

D (F“F)qco 2

P2y Py

(p P’y p2)y (Py Psz) 30,
(P, 'y P's)s (P'y Pe DY)

vom System von nur 4 linearen Gleichungen

' Ps) + (ps Ps) + (s P 2)

(15
(PaPs) T + (ps P 1) +(P'11"2)"‘= 0

dj i Qi
(v Ps) ap, + 2 P1) + (PP ) =0
0ps

d @ .
% Ps)d_zs + [ps 5] ﬁ +[903Ps]'@ =0,
und bei den Ungleichheiten:

P, F,
I)D(" ):FO 2) (p, p'yps) £0; 3) (p'y p's ps) F 0,

oder

F,F i ‘ ‘
1) D( : 42):’:0; 2) (p: P'sps) F0; 3) Paps )+ 0,
PPy
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vom System

@ o0
(P2P2)_+(}”2Ps +(P3P2)5‘T=0
Pa P e

‘ _a__ ¢ ad @ ‘ a_dj___
(Pz?z)ap. +(P2P1)3 +(P2Pz)aplg—0
3(17

, .00
(1721'2)3 +(Psi"’1) +(P1 3?’ =0

(192192)dx +[P2952] +[2P2]64=0J
oder

Q ad
(ry py) 3P, +(191P2) +(1’2 Pl)a ;=0

P o0
(1’1}01)3 : +(P1P2)— +(le’1)ap4 =0

, 0D 20
(Plpl)a +(P1P3) +(P3P1)6:=0

@11’1) +[p1w1] +[1 20 s o =O
dac 3

]

Um das System von 2 nichtlinearen Gleichungen
mit 2 unbekannten Funktionen 22 mit 4 unabhéingigen
Variablen x,, x;, o, @,

Fi (). @y 2, 25 prooe 24 9 P)=0 (=12

zu integrieren, bilden wir eine entsprechende Matrix mit 12 horizon-
talen und 21 vertikalen Reihen und nehmen die der Null gleiche Deter-
minante 12 Ordoung. Indem wir eine von Null verschiedene Determi-
nante 11. Ordnung, die zu den Beschrinkungen vom Typus:

1, By, @)

0;
Furn) T (19

(v, p ‘s w3/, (PEPSP ) 3 0
(P2 p's 3)y  (D's 23 25)

fithrt, bilden, bekommen wir das folgende System von nur 7 linearen
Gleichungen zur Bestimmung von @, = (...

1) D(F“F):|:0 9 D

od ad ad
(ps 9°s) 3_4 + @‘4?‘3)8—‘ + (v's ps) 6_‘ =0

oD
@41’4)— + (P‘g}?s) +(113P4) o =0

(16)
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., 00D , 00 . 1
(1’41’4)3_‘7 +(P‘4Pz)a+(1921’4')5§7;=0
o0 o0
(P4P4.) +(P‘4Ps) +(I’s P m"o

@
(1’41’4) +(P4P1) +(P1P4.)a; =0

ad
(ps Pa)a + (¢, Px) "r' (Py ps) ap c =0

(1141?4) +[p4 17 +[lf’4]a'=0'

Man kann ana,log bysteme b1lden, in welchen die letate Gleichung
totale Ableitungen in x,, Z,, w4 enthalten wird. Die Ungleichheiten (14)
kann man durch andere nur 2 Ungleichheiten, z, B. von der Form:

1) D(FvF):po 2) 1)(1’ Lo B) 4,
Py s

tauschen ; dann bekommen wir ein System von 10 nichtlinearen Glei-
chungen, von denen 3 von anderen 7 abhingig werden; es eriibrigt
dann diese nichtlineare Gleichungen auf ein System 'von linearen
Gleichungen mittelst algebraischer Gleichungen zu iiberfithren, so wie es
schon frither fiir den Fall der Systeme von zwei Funktionen mit 2
und 3 Argumenten gewesen,

Um das System der Gleichungen mit 3 unbekannten
Funktionen 2,2,z der 8 unabhingigen Variablen x,,x,, o,

Fi (@, 2y, 25, 222", 0y, 0 Pyy '150°, 0% 0", 070 2Y5) = 0 (1=1,2,3)
zu integrieren, nehmen wir 8 nullgleiche Determinanten 12 Ordnung
von einer Matrix mit 12 horizontalen und 19 vertikalen Reihen. Indem
wir eine von Null verschiedene Determinante 11. Ordnung wihlen,
welche z. B. zur Ungleichheit
¥, F,, F,

1) p(frtuts )y,
) Pa).P‘BJP 3 F

@222 psP's ), (285040 |
(P s s p's), (P22 23 1)
fithrt, so sind wir dann sicher, dass eine von 8 entsprechenden Deter-
minanten der Null identisch gleich ist, wahrend di¢ anderen zur Be-
rechnung von partiellen Integralen @, = C,... eines folgenden Systems
von 7 linearen Gleichungen mit emer unbekannten Funktion @ :

2) (p; p's 25 P's) (05 7'5 25 p"'s) +

0
(@' "y p*3) a‘i; + (ps ", 7' 3)

o0
7] “o 4 —
+ (PS Y4 2)6p143+(p3p Spa)apus 0
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ad
(1’31’31’:) +(P3P2P P +

W] 0P T ?g__,
'l'(Ps_PsPs)m + (ps 2" 1) op’ =0

2
ad w, 00
(r’s p' 31’2) +(P31’2P 3)6‘ +
Y , a0
+(1’3293P2)m +(173P"3Ps)ﬁ =0
4 44 Jd a@ (rl 44 a@
(PsP 3P 1)61?3 + (s 0" p s)ﬁ +
a0

o
[ 44 (rl el —_—
+ (ps p's 2“1 6_1"'“3 t+ (ps p"s 2'5) 6_P_Il1 0

od s oD
(v's ' 31’1) +@3P1.’Psa—: +
s

. 4,00
+.(ps 2's P’V

=0
aP”S 6 ¢

44 @
(PSP 31’1) +(_‘P:—1P1P 3)0‘ -+

p o " 8d5m
+ (23 25 p1) E“*’ (ps p 32)3)6171_0

. o0
[Pspsflﬁ] +[‘3P3m]]apl +

4 4 dQ
+ [PsPswl]a 8 + (psp 31}3)%1: 0
fithren.
Analog bekommt man Systeme, vo ‘die letzte Gleichung totale
Ableltungen in 2, oder w, enthalten wird.
Wiihlen wir eine andere von Null verschiedene Determinante 11
Ordnung, z, B. gleich dem Produkt:
(p, 2"y 2"V - (1 p's 9" D)%,
wobel es;

1) (py, 0, 0" F 05 2) (p, 9y 9" 2) F0,

sein muss, dann bekommen wir ein System von 8 nichtlinearen Glei-
chungen von der Form:

a1A+ﬁIB+j}10=O
t, A+, B+y, C=0
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po M+ N+ 3, F+to, Q=0 a, M+b N+e¢, P+ d, Q+e B=0
Ps M+ P N+ 7, P, Q=0 ag Mot by N4 ¢y P+ dy Q16 ¢ =0
M+ P, N+ 33 P+ o, Q=0 a,M+bN+cg P+dy Q+e; T=0
WO e @P;yne Gypee A, T die funktionellen Determinanten 4. Ordnung
bedeuten. Diese Gleichungen muss man auf das System von 7 linearen

Gleichungen mit partiellen Ableitungen 1. Ordnung einer unbekannten
YFunktion @ reduzieren,

Das Gleichungssystem:
fi (@9 2p9; ,y,2,05¢)=0, G= 1,2) (16)

wo die unbekannte Funktion z von zwei Argumenten z,
y abhingt und die andere unbekannte 2’ eine Funktion
der zwel anderen unbekannten variablen =z y' ist,
kann man analog betrachten wie jenen Teilfall des Systems:

F (, Y ', y‘; z, L, 9 P‘: Q’) , %, nty ') = 0 (17}

mit zwei unbekannten Funktionen z und §, jede von 4
unabhingigen variablen «,y,«, 4 abhingig, wenn wir

w0y Taw ay 0 op og om ox
WO
bz Bz o ot
= q’ 537; T ‘_F bedeuten

Die Matrix des Systems (16) bildet jenen speziellen Fall der
Matrix fiir das schon behandelte System (17), wenn wir entsprechende
Elemente gleich Null setzen.

Als Resultat, wenn wir z. B.
y p(hts f”) 0; 2D fufy @ (p) 0, setze
) (,p:l) p: :F ) (PJP‘! Ql :i: ? Zen,

bekommen wir zur Integration der Gleichungen (16) folgendes System
von 3 linearen Gleichungen mit einer unbekannten Funktion ¢, indem
wir zum System (16) die Gleichungen zurechnen:

® (x,y2p9 x,y,%059) = Const.
1) 20 N 09 _

@9 o + (pp) 3q + (9 P
IR SN

@95, + )5+ @9 55=0

[ [ a¢ d aq) ] a‘p [ d_z ‘ (_iz_
(Ilp'='] + [q !/])-55-1- [ p1@+ [y ﬂ]ﬁ—q‘+ (“’)dx+ (rq") &y =0
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Fiir die Beschrinkungen
11)(@ 0, 2D(M) 0
) %t q ) + ) 299 F
bekommen wir:

i .8.2 ] aw ] 609 —
(qp)ap,+(pp)a—q.+(p 9)—ap 0
4 % ,6@ ‘ ,3(1)_
(4" 9 5y T @255+ @905, =0

3 00 . . B , . d , .d
(lpw] =layD 50+ 29150+ 391 50+ @D g + @07 =0

Analog kénnen wir andere Systeme von Gleichuugen
mit unbekannten Funktionen z 2 u. s. w. mit verschie-
h 3 . . ot 4 i
denen unbekannten Fanktionen:a, 2, a5,..; 2°,, 2, 2, 0.5. w.
betrachten.

XVIIL Die ersten Arbeiten iiber das Integrieren der Gleichungen

mit partiellen Ableitungen 1. Ordnung einer uubekannten Funktion z
stammen von Euler, welcher die Bedingung:

. 0 9g 0y (18)

dy = oz ox 027
aufgestellt hat, damit der Ausdruck:
dz=pdx+qdy 19

ein totales Differentiale sei, wenn p» und ¢ als Funktionen von z, y, 2,
durch die zum Integrieren gegebene Gleichung

F(x, V2D, q) = 0) (20)

gebunden sind, und stellte die Aufgabe auf, die Integration einer Glei-
chung mit partiellen Ableitungen (20) auf die Integration eines Systems
von gewthnlichen Differentialgleichungen zu tiberfiihren. Lagrange hat
das umgekehrte Theorem bewiesen, dass die Formel (19) eine Glei-
chung mit totalen Differentialen bestimmt, falls die Variable ¢ (z,y, 2/
die BEulersche Bedingung (18) erfiillt, Charpit hat als erster die
Methode zur Bestimmung einer zweiten Gleichung

@D (x,y,2 p,9) = 0 angegeben, (21

um aus dem System (20), (21), zwei Funktionen p (x,y,2) und ¢ (z,y,2)
zu bestimmen, und zwar: man muss ein partielles Integral @, =
einer linearen Gleichung mit partiellen Ableitungen erster Ordnung

22
20 (22)

0P o0 8 G
P%'i’ Q@+(PP+Q9)0—Z“‘ (X+PZ),@"‘(Y+ QZ)@=0

bekommen, oder anders — ein Integral des Systemes von entsprechenden

1
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gowthnlichen Ditferentialgleichungen finden, wobei X, ¥,.. @ partiells
Ableitungen der gegebenen Funktion F in x, 7,.. ¢ bedeuten. Die
Charpit'sche Methode, die Gleichung (22) z2u bekommen,
erfordert die Ungleichheit: :

D(if)#a

Jacobi hat zwei, fiir die Strenge der Charpit'schen Methode nitige
Umkehrungstheoreme bewiesen. Lagrange hat dann speziclle Fille der
Gleichung (20) untersucht, die Resultate der noch nichtgedruckten Char-
pit'schen Arbeit wiederholt uud ist mittelst einer mehr komplizierten
Weise zum Auffinden der Charpit'schen Gleichung (22) gelangt. Diese
Gleichung (22) bleibt auch in allen spiteren Integra-
tionsmethoden der nichtlinearen Gleichungen (20): in
der Cauchy'schen, Jacobi'schen u. a. Methoden dieselbe.
Die Charpit'sche Methode kann auch fiir das System von
nichtlinearen Gleichungen mit zwei und mehreren un-
bekannten Funktionen 2z 2. verallgemeinert werden,
falls die gegebenen Gleichungen nicht-alle Ableitungen
der unbekannten Funktionen z, z/,... in unabhingigen Va-
riablen z, y besitzen. Schliesslich bekommt man eine
Verallgemeinerung der Charpit'schen Gleichung (22) fiir
einige unbekannte Funktionen; diese verallgemeinerten
Gleichungen werden eben die Gleichungen, welche wir
in friitheren Abschnitten als Resultat der Verallgemei-
nerung der Jacobi'schen Methode fiir die Gleichungen
mit mehreren unbekannten Funktionen bekommen haben.

Es geniigt, wenn wir das System von nichtlinearen Gleichungen

Fi(x, 9,2 2, p, g, v 9 = 0 (t=1,2) (23)
untersuchen, Um 4 Funktionen
p(xy,%2), ¢ (x,y,22), p' (2,4,2,2), ¢ (x,y,2 2), 2u finden, (24)

welche das Bestimmen der unbekannten Funktionen 2z, 2’ mittelst der
Quadratur von 3 Gleichheiten

dz=pdx+ qdy; de'=p'dx + ¢’ dy, gestatten werden, (20)

indem wir die Verallgemeinerung der Eulerschen Bedingungen

9 o, % , 0 0 . 0. (26)
6y+6z9+6z‘q_6:c+0zp+az“p
o' opt L 00 .09, 0¢ 09,
Tt T Tal
oder anders :
dp_dg . dy' - dg (269

L '
— = —= erfiillen,
x

zu finden,
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muss man zwei neue Gleichungen von der Form:
D (x,y,2 z}:P) 9 p',99=0 finden, @7)

welche zusammen mit den Gleichungen (28) die Funktionen (24), die
die Bedingungen (26) erfiillen, bestimmen.

Bei Behaltung unserer gewdhnlichen Bezeichnungen gibt das
Differenzieren der Gleichungen (23), (27) in Bezug auf (26):

. o ! d_g.. dl _ldp‘ ;dPl
X1+Z1P+ le +Rdx+Qldy+R;+Qlc—ly_=

00 89 8P 0@ dp aQdp , 00dp' 8Bdp'

o 99 00 4 9% oL ov 9Cap _
bt P Tt Yyt sy Y oyde Tigay =0 (g
L f ot d_zl dg _ld-pi ldg‘
Yi+ Zig+ Z'¢'+ R y‘{‘Qi@'f‘Pn@“l-Qi@—O

00, 00 o0 , 0Bdp  00dp 3D dy' 0Bdy _

—— — —— ‘ P — — —_—
By T it gl t op dy ' 8g dy ' dp'dy  d¢'dy
Enthilt das System (23) z.B. die Ableitung ¢’ nicht, dann miissen

i

wir auch die Gleichung (27) suchen, welche diese Ableitung ¢ g—? =0

nicht enthilt, um einer von den ersten verallgemeinerten Huler’schen
Bedingungen (25) geniige zu leisten und mittelst der Quadratur die
unbekannte Funktion z von der ersten Gleichheit (25) zu bestimmen.
Wird die Ungleichheit
D 5_1@_3) 420 erfilll,
VAN =

welche die Charpit'sche Ungleichheit verallgemeinert, dann bekommt
man auf Grand von Elimination von 5 unbekannten @, -dg, dl, d_}-l, ﬁ

da’ dy’ dae’ dy’ dy
in 6 linearen Gleichungen eine solche lineare Gleichung 1. Ordnung
zur Bestimmung der Fuuktion @, welche die lineare Charpit'sche

Gleichung (22):
oD Gl 8D . crs 20D
@' + @) 5 2@ D+ D) G HP WD+ D+

+ [ep TS+ (o] + [q0]) 2+ [y '] =0 verallgemeinert. 2

Es ist eben die Gleichung, welche wir im Abschnitt IIT des Teiles
I durch die Verallgemeinerung der Jacobi’schen Integrationsmethode
bekommen haben. Analog bekominen wir auch andere, im angetiihrten
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Abschnitte erhaltene lineare Gleichungen, wenn das System (23) eine:
von anderen Ableitungen p‘, ¢, p') nicht enthilt.

Nachdem wir ein partielles Integral @, = C, gefunden und auf
Grund.des gegebenen Systems F, = 0, F, =0 die Variable p eliminiert
haben, finden wir p (x, y, 2, 2> und ¢’ (z, ¥, 2, 2"} und gelangen mittelst
einer Quadratur zur Relation

z2= q’(x) Y 2‘1 01! 02)7

dapn fihrt die Substitution des Gliedes fiir z in eine von den Glei-
chungen ¥, =0; F, = 0 zur Integration ‘der Gleichung 1. Ordnung mit
einer unbekannten Funktion z‘. Nachdem wir zwei Integrale @, = (|,
@, = C, gefunden und die Ableitungen p, g, p‘ mit der Hilfe der
Gleichungen. ¥}, =0, F, =0, eliminiert haben, bekommen wir

P (,y, 2 2, Cp, C) = 0.

Man kénute die Gleichung (29) und analoge andere Gleichungen
auch auf einem anderen Wege bekommen, indem wir p,q,p’ ¢' als
Funktionen von 4 von einander unabhingigen Variablen x, y, 2, 2
betrachten, Dann bekommen wir mittelst der Differentiation in x,y,2,2*
statt des Systemes (28):

A ?ﬂ 0_9’__ ,:% .la_qt_. ?_@ @_01'_
X‘+Ram+a'ax*P'ax+Q‘ b =9 g T 0q'0x
_ p op aq . 0p’ N L o9 dg’
i+ A+ Q-+ R4 Q' =0 —+ .+ =
9y By oy oy dy g oy (30)
Z.+Raz+Qlaz+Plaz+Q, az—O, % T ag'az_o

g 0% gD 000 29 029" _
Zl + -Plaz; + QlaZ‘ +Pl 6Z‘+ Ql “0’ 02‘+ . aglazl_

0z
Ist Q‘=0Q,'= ?-Q—i =0, dann fiihrt die Substitution der Ausdriicke
9g
9 o
oz’ 82"
den Bedingungen (26) zur linearen Gleichung (29).
Man kann das System von linearen Gleichungen

ap+big+a'p+ g+ =0 (i=172) (31)

wo ai. ¢ die Funktionen von a,7,22 sind, manchmal
auf das System von linearen Gleichungen iiberfiihren,
welche eine von den Ableitungen p,q p', ¢’ nicht ent-

0.

die vom System (30) gefunden wurden, in die erste von

1y Die Bezeichnungen w, y, z, 2’ statt x,, ay, 2, 2, habe ich in den
Abschnitten III, IV des I. Teiles eingefiihrt, sowie auch entsprechende
Gleichungen in § 81 Ch. X meines Buches ,Equations différentielles,
livre 2, Leningrad, 193+ aufgeschrieben.
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halten, und auf 'eine in diesem Abschnitte dargestellte
Weise integrieren. Zu diesem Zwecke fithren wir neue Funktio-
nen § und {‘ ein, welche mit den fritheren durch die Transformations~

formeln
z=f(xy¥, Cy §; 2 =f"(x,94,¢ ) gebunden sind,
Dann ist: 6f of .. . 3f af" of"
+6§ '+a§,n,...q - +6§ +8§
wobet : 8 a_g . B_C‘. 6@‘
T T T Ty

Dann bekommt die Gleichung (31) die Gestalt:

( J£+a,afln+( +a,a€,)n+(l +b'f'x-|-

N g U L O
+(Z 0§‘ 6;4)7‘ +ala$0 + l‘nay + P +bl 6y+"1—0-

Sollte die Gleichung z. B, die AbIeitung #' nicht enthalten, so muss

of | .00 _ (32)
0§,—|—b 7T 0 sein,
und das gibt
bt By = Byt (33)

das fiihrt zur algebraischen Relation, welche die Transformationsformeln
S und f* mit einander verbindet:

Q [%,y,f (2,9, 5,890 (9,5, 89] = 0. (34)
Eine Funktion f* driickt sich durch die andere f mittelst von (34)
aus, und die zweite wird miitelst der Integration der homogenen Glei-
chung (32) mit einer unbekannten f gefunden.
Beispiel.
Fi=xq+tap'—2'=0; F=2p+ 2yq—2==0,
Die Gleichung (29) hat die Gestalt:

x? @+2 ya—+ (z*p + 2wyfz)

8P o0 0P
+ (@' + 260!/!)?—@"?564-2 ‘??—0

Wir haben zwei partielle Integrale, die die Ableitung ¢’ nicht
enthalten:

¢—m_q,@——+P

t\—I
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Mit Hilfe der Gleichung F, = 0 finden wir xz = C} y + C, % und
die Gleichung F, =0 gibt mit Hilfe von @, = (', # = xp’+ C,; dann
bekommen wir das totale Integral:

xz=Cy+ Ciax?; 2=0C, + Cox+ CLay.

Man konnte die zweite gegebene Gleichung abgesondert integrieren
und auf diese Weise dieses totale Integral bekommen.

XVIIIL, In fritheren Abschniiten wurde die Verallgemeinerung der
Jacobi'schen Integrationsmethode der michtlinearen Gleichungen 1. Ord-
nung, der Darboux’schen Methode filr die nichtlinearen Gleichungen
2. Ordnuung, und zuletzt der Charpit-Lagrange’schen Methode fiir die
nichtlinearen Gleichungen 1. Ordnung dargestellt. Wir gehen nun
zur Integration der linearen Gleichungen 1. Ordnung
iiber,

Die einzige Integrationsmethode solcher Gleichungen ist die Ham-
burger'sche Methode. Im Abschnitt I. des I, Teiles wurde das System
der linearen Gleichungen 1. Ordnung mit einer unbekannten Funktion
tiir den Fall, wenu gegebene Gleichungen homogen sind und wenn die
Hamburger'schen Formeln nicht angewandt werden konnen, vorgefiihrt.
Im Abschnitt I. des I. Teiles meiner Arbeit: ,Die Grundformeln
der Integrationsmethode. . Kyjiv, 1931 habe ich die algebra-
ischen Bedingungen, die die Hamburger'schen Bedingungen fiir homo-
gene Gleichungen vertraten, angefithrt und eine Methode dargestellt zum
Finden von pactiellen und totalen Integralen fiir die in Jacobi’schen
Determinanten linearen Gleichungen mit 2 und 3 Funktionen und einer
beliebigen Zahl unabhingiger Variablen, wenn die algebraischen Ham-
burger’schen Bedingungen keinen Platz finden.

Die Hamburger'sche Methode beschrinkt die gegebenen Gleichun-
gen miltelst einer Reihe von algebraischen und differentiellen Bedin-
gungen fiir die Koeftizienten, so wie auch die Gestalt des Integrales,
welches die Form:

@ (U, Uy wettn) = 0; PV, V5. V) = 0; ...,
haben muss,

wo @, .. beliebige Funktionen von wu;,.. um; ¥y ¥, welche
ausgerechnete Funktionen der abbingigen Variablen 2z, z,. und
unabhingigen x,, x,,... xn sind, bedeuten. Die Hamburger'sche Methode,
griindet sich auf das Erlernen von Relationen zwischen den Gleichungs-
koeffizienten, welche bei der Differentiation der Gleichungen (34) in
Xy,0- T Auftreten. Wir behandeln weiter eine Methode der
Integration von linearen Gleichungen, fir welche die
Form des Integrales lediglieh dureh die Mioglichkeit
der Autlosung imBezug auf die unbekannten Funktionen
z,7'... beschrinkt wird. Diese Methode erfordert dieselbe
Zahl (n—1)(m—2) der algebraischen Bedingungen fiir »
unbekannte Funktionen der m Argumente, wie die Ham-
burger'sche Methode, doch sind jene Bedingungen andere
als die Hamburgerschen und werden dann angewendet,
wenn diec Hamburger'sche Methode zur Integration un-
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tauglich ist Diese Methode erlaubt allgemeine totale und partielle
Integrale aufzufinden, ist ebenso giiltig fiir homogene, wie auch fiir
nichthomogene Gleichungen, anders wie bei der Hamburger’schen Me-
thode, welche fiir die homogenen Gleichungen versagt. Diese Methode
ist auch dann giiltig, wenn eine Gleichung solche Ableitungen, die in
der anderen Gleichung vorkommen, nicht enthilt d. h. auch fiir solche
Gleichungen, fiir welche unméglich ist, die charakteristische Hambur-
ger'sche Gleichung zn bilden und seine Integrationsmethode zu ge-
brauchen, Diese Methode erheischt keine algebraischen Bedingungen
fiir die Kosffizienten der Gleichungen mit n unbekannten Funktionen
von nur zwei Argumenten wie in der Hamburger'schen Methode.

Fiir ein System von Gleichungen mit 2 Funktionen
z,2' von 2 Argumenten x,y:

aip+lig+a’p’ + 8¢ + =0, (i=1,2) (35)
muss man das Integral in der Gestalt von endlichen Gleichungen
Fy (z,9,2,2) =0} Fy(x,y,22) =0, (36)

welche die unbekannten Funktionen z(x,y) und z‘(x,y) bestimmen,
tinden, Wird eine von den Gleichungen (36) z. B. in 2z’ aufgeldst, dann
schreiben wir:

2 =w(xr,y,2) 87y

und die Einfilhrung des Ausdruckes (37) in die Gleichung (36) gibt
Ji(x,y,2) =0 und f, (x,y,2) =0 zur Berechnung von z= ¢, (z,9),
2 == @, (z, y). Nehmen wir an, dass die Funktion o (x,y,z) bekannt ist,
so bekommen wir:

P=ou,twp; =0y + a9,
wo
ow dw dw

(01=6—m, Wy = @, Wy = a—z
Die Substitution in die gegebenen Gleichungen (3D) gibt:
(a, + a'y wy)p + (b, + b, w3)q + (0, 0, + V', w3 +¢,) =0 (38)
(ag + asw) p+(by + V3 05) 9 + (@' 0y + Vw5 +¢5)=0

Die Gleichungen (38) miissen dquivalent unter einander sein und
sie bestimmen die Funktion z(z,y) mit Hilfe der Integrierung einer
linearen Gleichung mit einer unbekannten Funktion z. Wir bekommen:

a+aywg b+ 0, oo+ o+ ¢ (39)
a, + a'y wy, by + 0y  aw, + byt

Indem wir die Bezeichungen
i i 4
a’y Uy a'y by
L i 4
a’y Uy a

; (@'h) =
2b2

;..., einfiihren,

(a'b’) =
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bekommen wir aus der Gleichheit der ersten zwei Beziehungen (39):
4 i aw 2 4 i aa)
@ ) (%) + (@) + @19] 22+ aty =0, (40)

und aus der Gleichheit der letzten und ersten Beziehung, oder der
Ietzten und der zweiten :

(aa) 53+ (@) + V) 0132+ [(a0) + o] =0 1)

0
[(a) +(at)a] oo+ BUT + [0+ 9] =0, (1)
wobei @ eine von den Autldsungen der Gleichung (40):
36:’=q:(x, ¥, 2, w) darstellt, (409

Ist das System der linearen Gleichung (40‘) und einer der Glei-
chungen (41%, (41%) integrierbar, dann kinnen wir die Funktion o
finden. Die Substitution der Ausdriicke w, w,, w,, @, in die Gleichung
(38) fithrt zur linearen (leichung 1. Ordnung von der Form:

4248200
ox oy
zur Bestimmung der Funktion z (r, ).
Beispiel:
2g—¢'=0; @y +Dp—yp'+yz=0

Die Hamburger'sche Methode findet hier keine Anwendung. Die qua-
dratische Gleichung (40) ist:

(= E)ere )=

Die erste Auflgsung gibt mit den Gleichungen (41¢), (41°):
b0 _ . o0
92 0 By

wobel @ (x) eine beliebige Funktion ist, Die Einfiihrung der Funktiou
#' = w(x,y,2) in die Gleichungen des gegebenen Systems gibt

—0; o=—=xz+9(a),

—Z—f—c — y% = 0 und filhrt zum allgemeinen Integral des gegebenen
Systems :

=y @)+ @) # =@y + )o@ +ay@),
wo ¥ (y) auch eine beliebige Funktion ist. Die zweite Aufldsung gibt
‘mit den Gleichungen (41°), (41%)
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dw 1 w z
e — - = —_— 1
e x+y’8‘x zZ; @ v:cz—i-y-l-l(y)
und fiihrt zu einer anderen Gestalt des allgemeinen Integrales

z=y[p(x) + T ' =y +Dox)—zyT(y),

welches in die erste Gestalt iibergeht, wenn wir die beliebige Funktion
des y mittelst der Formel

Y(y) = —y T(y) bestimmen

Fiir das System der Gleichungen mit zwei Funktio-
nen z,z' der 3 unabhingigen Variablen x,,,,x,,

@i Py 4 agiPy + Ggips + a'yi Py A akip’y +alip’y + =0
bei der’ Bezeichnung

(i=1,2)
dw ow .
wk—'a Wy = 5, (k=1,2,3),
bekommen wir analog
i & Y
apg - alyy @, Gyl 0 a5 F a0,
7 —. 7 4 it
g+ Yy 0y  Ggy Y @y agy + Ay @ (42)
_ ¢y o+l 0 +a's; 05 + b
i
a'yg 0y + a'yg 0y + 0’y @y + b,
Auf Grund von Bezeichnungen
a’y, a' ay, o
(a o )_ ’11 21 (alaﬂ)_ 1 '21_. Teesy
a'yy @y GByg Agg
bekommen wir aus ersten zwei Beziehungen (42)
(e'sa

‘o) @7 + [(ay a'y) + (¢ @) ]y + (aa3) =0
(a'; a'y) 0 + [(ay a’y) + (' a5)] 0y + (7, a5) =0,
und das fithrt zur algebraischen Bedingung fiir die Koéffizienten
(a'y a'y), (ayd’y) + (a'yay), (a1 azl, 0
. O H » (Cl a‘z),} (al 2)’+(a 02)’ (al a?) —_— 0 (43)
(a'y a’y); (ag a'y) + (@ az)z: (ay ag), 0
0 (a'y a's), (a; a's)+ (a'y ay), (a, 0y) -
und zur ersten linearen .Gleichung zur Bestimmung der Funktlon
© (2}, %y Zgs 2)
]
3(: @ (2yy &y, Ty, 7, Wy

(49



32

WO
l (ay a9), (a'y a'y)
‘ (ay az), (a’; a’y)
(a'y a'y), (ay a'y) 4- (a'y ay)
(o) d's)y (ay a's) + (@' ay)

Die Gleichheit der letzten Beziehung (42) mit einer vorangehen-
den fiihrt zur zweiten linearen Gleichung zur Bestimmung der Funktion w:

, 0w J o w
(alal)—awl + [(a, a'y) + o'y a'y) @] 9z, + (46"
[l a) + (a'y a'y) @] oo + (g )+ (@', ) =0
8

J . 8 45
[(a; a';) + {(ay a‘l)a]a_: +(asa%)b§g + (45"

4 4 [ 6 4
+[(a2a3)+(agas)afa—;’a+(a2b)+(azb)a=o

[lag a%) + (s ) @] 22+ [(a o) + (@ 'y ] 22 5
1 2
7
+ (05 0%) = + (a5 8) + (a'y b) a=0,
T3

Auf Grund der Bestimmung der Funktion w aus der Gleichung
(44) und einer von den Gleichungen (45°), (456*), (46*‘), kommen wir
nach der Durchtiihrung der Substitution z=® in eine beliebige von
den gegebenen Gleichungen zur Integration der Gleichung von der Form

02
3 dorg

0z oz

zwecks Bestimmung der Funktion z (x;, x,, ;).
Beispiel:
Xy Xy Pyt Ty T3 Py — Xy P — 2 Xy ply =0
Ty (g — 0y Xg) Py — (w5 — @y %) p'y + Xy (32— 2) =0
Die erste der quadratischen Gleichungen fiir w, wird identisch

erfiillt; es gibt also auch .die algebraische Bedingung fiir die Kosfti-
zienten, Die zweite Gleichang wird :

@y @0,° — (@) @y + 25) @, 25 5 = 0.
Fiir die Losung w, ==z, aus den Gleichungen (45‘) — (456, von
welchen die ersten zwei identisch erfiillt werden, haben wir:
i

w i
PPt (2 w3 “xs)fE:xz (0 —x,2)
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W=z + (75— a; Ty) P (X, 73),

wo @ eine beliebige Funktion ist. Das Einfilhren von 2/=w in die
erste gegebene Gleichung gibt

0z dp
&,-; = awsf

und — indem wir mit ¢ die zweite beliebige Funktion bezeichnen —
bekommen wir das allgemeine Integral:

7 ==&y P (Xa,5) + P (0, X)) 2 = Xy P (@), %) + X5 P (g, T3).
Fiir das System von zwei unbekannten Funktionen
mit m Argumenten
m m m m
Baypi+ Safy pis 4+ b, =05 Zay pi+-Zaypi+ b =0,
i=1 i=1 i=1 i=1
bekommen wir nach der Elimination von @gyy aus m—1 quadratischen
Gleichheiten m—2 algebraische Bedingungen fiir die Koéffizienten:

(@’ a‘y), (aga'y) 4 (s ag)|? |(ay ay), (a*; a’y)

(a'y &', (ay a%y) + (a’y 03)| T |(ay a3), (a*; a’y)

(a’y a’y), (ay a’y) + (a'y ay)| |(4; a,), (a'ya’y)
(a'y a’s), (ay a’5) + (a’y a3)| * |(ay a5), (a’y ')

G=3,4...m)

+

2

(o, a3) (a’y a’5)+

[(a,a%) +(a’ya;)]=0,

so wie auch ein System von zwei linearen Gleichungen 1. Ordnung
fir die Bestimmung der Funktion w:
(a’; a'y), (a; a’s) + (a’y ay)

(a‘1 a’y), (o, a’y) +(a‘1 ay)

dw (a, a,), (¢, a’y)

5z~ |(ay o), (o, a)

N | ('L a's), (ay a'y) + (ay ap) . |81 as), (@) a%y) ) o
< {( DD (ay at), (ayat) + (@ a) | T 1) (@, ay), (af, at) }6-73& +
(a'y a'y), (a; a’y) + (@', a5) B (ay ag), (a’y a'y)
. 1 %2 b =
+ (e d) (a'y a’y), (a4 a'y) + (a'y ax) (@b (ay ax), (a'y a’x) 0

wo k& eine von den Zahlen j =3, 4,.. m bedeutet. Die Funktion
z (... ¥w) finden wir durch das Integrieren der linearen Gleichung 1.
Ordnung, indem wir die gefundene Funktion 2= @ in eine von gege-
benen Gleichungen einsetzen.

Das System von n Gleichungen mit » unbekannten Funktionen
Zy e Zo der m unabhingigen @,,.. #n reduziert sich zum System von
n—1 linearen Glelchungen mit n-— 1 unbekannten Funktionen z,,...
zp—1 der m unabhdngigen, falls entsprechende m — 2 Bedingungen fiir
die Koéffizienten .erfiillt werden. Wir gehen nun zum System n — 2

3
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unbekannten Funktionen z,,.. 2.2 bei neuen m — 2 Bedingungen fiir
-die Koéftizienten iiber und haben im allen

(n —1) (m—2)

Bedingungen fiir die Koéftizienten, um zur Integration einer linearen
(leichung mit einer unbekannten Funktion z, zu gelangen. Die Inte-
grationsmethode erfordert keine algebraischen Bedingungen im Falle
von n Funktionen und 2 unabhingigen Variablen x, .

Es genifigt die Detailformeln fiir das System von 3
Gleichungen mit 3 Funktionen gz 2,2 der zwei Argu-
mente x,9:

ai + & ¢ + ai’p’ + by g¢ 4+ a‘i“p“ + b 9” + ;=0 (7::. 1,2 3)
-anzufiihren,

Hitten wir eine von den .notwendigen Gleichungen des totalen
oder allgemeinen Integrals F(x,y,z 2/,2)=10 z: B, auf Bezug von 2
aufgeldst, so dass )

=0 (r,y,272),

-dann hitten wir
Pl=w; F oypt+o,p; ¢ =0+ w30+ 0.9,
wobe : _dw _ v _ b _ dw
wl'—%’ wﬁ_@’ ws_ 62’ wtf:—az."

Das Einsetzen der Funktion @ und der AB]eitungen pY ¢ in
-das gegebene System fiihrt dann zu den linearen Gleichungen mit zwei
unbekannten Funktionen z, z*:
{ait+ai’wg) p+ (b + 6" wy) ¢+ (o' + ai’ @) p' +
+ '+ ey ¢+ e o + Uy b a= 0.
Eine von diesen Gleichungen muss aus zwei anderen Gleichungen
folgen, und das fiihrt zur Nullgleichheit aller Determinanten 3. Ordnung
der Matrix:
‘aly tatioy, Vb ey, a tateg, bi+bY ey, atio 6 eyt
a'y ¥ aywy, Uy +,0, aytatyog, bytbey, a0 0wyt .
a'yatswy, byt agtatswy, byHbwy, a%o; HbYwyte
Fiit die Nullgleichheit aller Determinanten -3, Ordnung ist es not-

wendig und geniigend, dass nur 3 Determinanten, der Unterdetermi-
nante 2, Ordnung zugeschrieben, null seien. Z. B wir bekommen aus den

Elementen der ersten zwei Vertikalreiben — bei der Bezeichnung:
i i ] i
a’} b a, a’, b a,
(o'l a) = |a'y Uy a,|; (0 b a) == |a’y b5 ay |;..., —

i / 4 Jid
| o' by ag a’y 'y a
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zuerst
('t a) + [(a'V @) + (@ ¥ a)] v, + (a4 a) w2, +[(a't a*') +

+ (@'t a") &,] wy=0
@'V + [(@' V) + (0" V' B)] w, + (a"¥b) w?, + [(a' V') +

T (00" a") w,] vy =0,
was eine Gleichung 3, Grades fiir w,:

(a“b"a), (a"5"b) b, +

(a" bu al)’ (a"‘ l/“ bl) (46)
+ (all L‘l a)’ (all bll b) (al b’[ a) + (all bl a)’ (all b‘l a'i) L,
(@ a5, (a' b 1) (@' " b) + (@ ¥'b), (a" b 1| (¢ T

(al bt (I) + (an A a)’ (-a.‘ a* bi)
(al blt b) + (au Z)I b), (Cf.‘ bu b()
(' a), (a' VD)
(CL‘ a't Ll), (alz)ubi) -

4 J. lb‘b
_1_{(“6”)1(“ ) +

(aﬂ bll al): (all bh‘ bl)

o

und eine lineare Gleichung 1. Ordnung

I(a' b a) + (o' b a*) a]aa—? +(a'b'a) +[(a'ba) + (a” b )] & +
+(a"la)a =0

gibt, wo a eine Losung der kubischen Gleichung (46):

47

a .
3707: @ (x, )2, 2y @) 1st, (48)

und zweitens wir bekommen noch eine folgende lineare Gleichung zur
Bestimmung der Funktion w:
3w dw
Fatl atl) + (al b a'* = 4 fla' 00y (B at) ] —-F
) ) af 5+ [( ( ] 3 49)
T @V )+ [(a' 0" c) + (@’ U e)] a+ (" b c)at = 0.
Ist fiir eine von den Liosungen der Gleichung (46) das System
von 3 linearen Gleichungen (47), (48), (49) integrierbar, dann fiihrt das
Einsetzen der gefundenen Funktion @ in das gegebene System zur

Integration ven zwei linearen Gleichungen mit zwei unbekannten Funktio-
qen z, z, von der Form:

Aip‘I' Big—[—A‘i_p'—I-Blig"-l-Cfi:‘-O. (i=1,2) (50)
Beispiel:
—yp Y g +pi— g+ =0; 2eap— I+ yp' + p 4+ =0;
2xz+ 322 ¢g—2yp' —q'+ 2p=0,
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Die kubische Gleichung (46) wird dann:
208 —32y+ N + (62 + 6y + D, —yRy*+3y+ =0
Fitr die Aufldsung e =y haben wir lineare Gleichungen (47), (48), (49):

0w 0_6w . fw

— 0w i
w0 e Y Ty TP 0

und finden w=yz+4y(x+y), wo x eine beliebige Funkt}aon von
uw=a+ y ist. Das Einsetzen der Ausdriicke fiir 2%, p*, ¢* in ‘das ge-
gebene System gibt zwei lineare Gleichungen (50) mit 2 unbekannten
Funktionen z, z*:

dx

2mzp—-p‘+z2+cd{—i=0; (Baxz+32%)q—q' +2 =0

Indem wir 2/ = @ (z, y, 2) bezeichnen, bekommen wir quadratische
Gleichung (40):

2, —a(da + 32) 2, + 222 (2 + 32)=0,

Fiir die Auflisung a=2wxz geben die Gleichungen (40‘) und
(417, (414

o2 Q2 d
—=2zz,-—65=z2—|—£; Q=x2 4 y(x+y) + vy,

wo ¥ eine neue beliebige Funktion ist. Das FEinsetzen der Ausdriicke
z', p*, ¢’ in das System (50) gibt eine lineare Gleichung zam Bestimmen

der Funktion zu, z. 3 2® % d—w — d—fi, und wir bekommen

P=p@+v@) -2k +y); F=et+ Y@ +r@+y);
=yl +yyp) +I+yrE+y)
wo ¢ die dritte beliebige Funktion ist.

Leningrad, 2, X. 1935,
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Nachtrag.

Die Integrationsmethode der linearen Gleichungen, wie sie im
letzten Abschnitte dargestellt wurde, bleibt richtig auch fiir die in Jaco-
bi'schen Determinanten linearen Gleichungen; die Koéffizienten der
algebraischen und Differential-hilfsgleichungen werden lediglich mit
neuen Koéffizienten, die leicht zu bestimmen sind, vertauscht.

Der Verfasser hat heuer in ,Comptes Rendus de 1’Academie des
Sc. de I'URSS“ eine zweite Methode der Integrierung der in Jacobi'schen
Determinanten linearen leichungen entwickelt, wobei es nicht notig
ist, ein System der linearen Hilfsgleichungen mit einer unbekannten
Funktion zu integrieren, sondern es geniige eine spezielle lineare Glei-
chung 1. Ordnung mit einer Funktion zu integrieren. Folgend, man
kann der Reihe nach jede von n Gleichungen des gegebenen Systems
mit den n unbekannten Funktionen z..z, integrieren, Zuletzt es ist
nicht nitig die algebraischen Hilfsgleichungen n. Grades bei n unbe-
kannten Funktionen, wie in der letzten Methode und auch in der
Methode von Hamburger, aufzulésen.

Um die Gleichung:

Ap+Bq+ C+ A'%p'+ B + D(pg'—qp) =0, 0
welche bei der Bedingung 4 B‘ — BA'=CD ein allgemeines Integral
von der Form

uy (1,9, 2) = @ [ug (2. y, 2,2°)] (I
wo @ eine beliebige Funktion ist, besitzt, zu integrieren, filhven wir
die Bezeichnungen ‘

3 (u]yug) _ a(ul? "2) — a (ul’ u‘ﬁ) — '}
a(x,y) “_(my)’ 3(%,2) —(mz)l“' a(z’zl) _(Zz)
ein, Dann bekommt man durch die Differentiation der Gleichheiten
u (09,520 =0¢;, U (x,9,22)=0
(z2)p +(x2)) =0, (z)q+yz)=0,... (229(p¢—qp)—(xy)=0
und statt (I) die Gleichung:
(x2) A+ yz)B—(22) O+ () A’ + ey B'—(xy) D=0. (III)

Andererseits bekommen wir durch die Elimination dz‘ aus den totalen
Differentialen

%&%4-%@ + Mt Mar=0 (i=1,9)
(ez)dx 4 (y2')dy + (z2))dz2=0, vy
Wenn wir also eine solche Funktion w, (%,v,z, z%) finden, dass:
dz _dy dz

4B —¢
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ist, dann ist fiir jede Funktion wug(x;y,22) die Gleichheit (IV) der
Gleichheit
(2} A4+ (yz)B—(22)) C=10

#quivalent und statt (1II) bekommt man:
(za) A+ (zy) B’ — (xy) D=0,

Wenn wir also die Funk¥on u, als ein partielles Iutegral einer
folgenden linearen Gleichung 1. Ordnung mit einer ubekannten Funktion

o L gof o0 _ V)
Aa-:c"'BEz}' Caz—o

bestimmen, so bekommen wir u; als ein partielles Integral der linearen
Gleichung mit einer Funktion:

(VL)
ou e ou
(Aug -+ Dul?)'é; + (Buyy — Du‘u)‘a_y“ —~(4'uy, + B u]e)a;: =0,
wobei
du. ou o
u11=a—9;, Uy = Ej, g = Ef bedeuten,

Die Variable 2 wird in den Gleichungen (V) und (VI) parametrisch.
Man konnte auch w‘, aus einer analogen Gleichung (V) bestimmen,
wobei A und B mit 44, B’ vertauscht werden,und z in der Ableitung
bei C'in z‘ iibergeht; dann wird Glg. (VI) zur Bestimmung von w/,
entsprechend umgearbeitet,
Fir die Gleichung mit zwei Funktionen z, 2z von drei Argumen-
ten 2y, @y, @5 ¢
A;pr+Aypy + Ayps + O+ A p'ys + A4 pls + A4 9 + (VD)
+ Dy (s s — P P's) + Dy (ps o'y —p1 0°0) + Dy 0y 'y — P37 =0

geht die Gleichung (V), wenn wir das allgemeine Integral von der Form:

Uy (Ry, Xy Xy, 2,2°) == @ [y (201, 2°) 5 g (X450 2)]

suchen, in die Gleichung:

A,aai+A2 of 4 f ¥ _, (VIII)

oy S 8z

iiber, und wir bekommen statt (VI):

' - 6_'u ; . %
(A’ ugy — Dyuyg + Dy uyy) oz, + (A'yu g — Dyuy -+ Dyugy) oz, + )

4 61"‘ 4 & 4 au
+ (A5 u — Dy uyy "|"-Dﬂ"'~"11)a_a_3 — A uy, + 4 2“12+A3u13)a =0,

wobei B, o1ty
Uy, = —2 ... U, = — bedeuten,
11 aml 3 14 az
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Analog schreibt man lineare Hilfsgleichungen flir zwei unbekannte
Funktionen mit beliebigen Argumenten x,.. ay.
Fir 3 unbekannte Funktionen z 2’z — fiir z. B. zwei Argumente-
X,y — wenn wir
wug (eyze'z)=« (k=1,2,8)

betrachten und die Jacobi'schen Determinanten 3. Ordnung einfithren,
geht die Gleichung:

AP+ .BQ + O‘I" Alpl + qut -|-'A"p“+B"¢2"+
_|_ D1 (plqll_})l‘ql) +D2 CPJIQ — pqll)+ Ds (qu —_ p‘q)=0
in die Gleichung:
(x2'z") A +(yz'2)B + (zae') A' + (zy =) B'+ (zz' ;) A +
+(22'y) B — (2'2") C — (2w y) Dy — (y#'x) Dy — (wy2") Dy =0
tiber.

Drei totale Differentiale du, =0, du, =0, duy; =0 fithren zur
Bestimmung eines partiellen Integrals u, der Gleichung von der Form.
(V) mit den Parametern z‘z“ so wie auch zur Bestimmung eines
partiellen Integrals v, einer in den Jacobi'schen Determinanten linearen
Gleichung mit zwel unbekannten Funktionen w, «; der Argumente
x, ¥y, 2,2, 2. Analog werden die Gleichungen mit 3 Funktionen der
3,.. m Argumente Integriert u. s. w.

Spezielle Falle: 1) Sind die Koéffizienten D gleich Null, dann
hat man den Fall der Integration der linearen Gleichungen 1, Ordnung
einer unbekannten Funktion z.

Beispiele. Fiir das im letaten Abschnitt untersuchte System

2q—¢'=0, @y+Hp—yp'+yz=0,
wenn man die Hamburger'sche Methode nicht antwenden lkann, gibt die
Glg. (V) v, =2 — a2, und die Glg. (VI) 4, =2 und wir bekommen :
2 —xz=0(x)
Die zweite Gleichung filhrt zu den Integralen
uy = (ey + Dz—ye', uy,=1y
und gibt die zweite Abhingigkeit des allgemeinen Integrals des Systemes =
(@y+Nz—yz' = y)
Fiir das zweite Beispiel:
— iy @, Py @y X Py 0, 2p'y — Ty 2P’y + 0 2y (py Py — PP+
+ o, @5 (ps Py — P10 =10
gibt die Gleichung (VIII): w, =2, + 2/, und die Glg. (IX) wu,= o, x,.
Avsserdem. gibt noch die Glg. (VIII) uy = o, 065, 4y =2, 2; diese’ Inte-
grale geniigen der Glg. (IX). Das allgemeine Integral ist:
xyp 2= @ (x, +2; ®, 2).
Leningrad, am 25. Mdrz 1937.



MUPOH SAPUIILKNH (JIsgis)

Cy4rHHUKY KOpensiuii B Teopii MaTeMaTU4HOI
CTATUCTHKHM.

Y saxigHoeBpomelchrux Hapoxis i B AMepnnui 6aunmo B nicus-
BOGHHUX POKAX He3BUYaliE0 iBTeH3WBHHH POIBUTOK CTATHCTHYHOI
TeXHIKH, a 3 Jpyroro 60Ky uHcaeBHI mpaui MareMaTHKIR, IPHPOIO-
BHABLIB i erOHOMiCTiR MOKJIANH sAcHI OCHOBM i aGCTPaKkTHY Teopin
mareMaTnyHol cratctTuky. IloftHo HaltHOBIMI pokm NpuEecldn HaM
TouRi Aedimimii crarmerMyEAX noEATL i aorivEi c@opMynoBaHEA
upobaeM TeOpPeTHYHOl CTATHCTHKH. Yeci, o im 6yia IoTpi6Ea cra-
THCTHEA TPU IX cHeMiAJbHUX LOCNinax, 3posyMinu, 1o TinbKi MaTe-
MaTH4YHA aHaJi3a 1 abcTpakTHA Teopid HMOBIDHOCTM MOMYTH AATH
HayKOBy OCHOBY A0 OYyIOBH CTATHCTHRHM U J0 iHTepnperanii ii Bum-
‘CHOBKIB ¥ IpUIOMKeHH]l 10 eKOHOMIKY, comiodiorii I npupo1o3EABCTBA.

Y mac mew IlIaHKon Ie HixTo He salikaBuBes. A gelime
TIpo0JI6ME HAyKOBOI CTATHCTHKN MOIVINOH CLOrOAHI 3aiHTepecyBarTH
He TinbkM MmareMaTHRiB. CTATHCTUYHUME MeTOZAMH IOCIYTYEThCS
KOoskHUM isuk, aHTpOIOIOT, 300J0r i 6oTaHIK. AJe MalyTh Halibinpmme
KOPHCTH NpHHecaa 0 HAYKOBA CTATHCTHKA JO0CTIiTHUKAM eKOHOMiYHOIO0
RUTTA Hamoro Hapoxy. Homma — i maitmerms i BaftGinpma —
©K0HOMITHA yCTAHOBA 3IaA%KyS Nepionuyno ,61IaHCH" i, cTarmernyni
BURA3U“, aje BOHM NalOTh Xu6a TIIBKH cUpuil Marepial no craru-
CTUYHEUX mocdigiB. Jlo HuX Tpefa IIOMHO NPHKIACTH LM MaTeMa-
TUYEKUH auapar Teopil cratHeTHKH, IMOOM Ha OCHOBI MaTeMaTHIHUX
ofunciaens MomEa Oya0 mojarn gkick 3araispi BucEHOBEHM. [{loitHo
MaTeMaTATHA aHaII3a CTATUCTHYHHUX Tabelb Mose JOBECTH IO AKOICH
igTepmperanil Ge3diun YMCIOBHX NAHHX, N[0 IX MOAUCYEMO ¥ BUKA3aX
i Gimarcax. MaremaTmyHa CTATHCTHKR BiZKpHBas 3BA3KH MiM eKo-
HOMIYHMMH SBMINAMHU i mozae umcia, N0 OUIHKKWTL CTYHIHDL 3aJek-
HOCTH Mik eKOHOMiYHUMH (paKraMu. [IpaKkTHK-eK0HOMICT BUKOPUCTOBYS
Oi BYCHOBKM AJs JOTIABHOIO OPTaHi30BaHHS eKOHOMIYHOTO JKHTTA,
4 TeOPeTHK JOCHiKye IPUIMHEN I HACHINKH BiIXPUTUX MATEMATHKOM
¢axktiB 1 fopMye 3aradpBi BaKOHHN TeOPeTHHYHOI €KOHOMIKM.
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Lle Bce HaBemo MeHe Ha AYMKY M[OJATH KOPOTEMI (parMeHT
i3 Teopii HaittBOBimoOl craTmeTHKM i 3'imocTpyBaTH AeAki craTAcTHIHL
MeToxH Ha GlIAHCAX KOONEpaTHB MpUHATesKHENX 10 Pesisittroro Cowoaa
Yrpaigcpknx Kooneparus y JInBoBi.

I

Dyny sasmauyBaT: OCHOBHI DOEATTSA TeOpii CTATHCTURM CHM-
BoJaMu, 1o iXx yBiB npodecop yHiBepcurery B Ocmo A. Yynpos
¥y cBoiii sEamenuTift Mmomorpadii: ,Grundbegriffe und Grundprobleme
der Korrelationstheorie“ (B. G. Teubner, 1925) i akux yKUBAWTS,
i33a X mpocToTH I HONiAbHOCTH, MaliXke Bei HOBIMII aBTOpH, AK HUP.
R. Risser - C. E. Traynard y cBoiit xEusi ,Les principes de la
Statistique mathématique“ (Gauthier - Villars, 1933).

BeanunBy « HaspBasM0 NPHIAZKOBOX 3MIHHOD BeJHIHHOL )
k-TOTO CTYIHA, KOIHM I BEJINYMEA MOMe MaTH k Pi3sHHX BapTOCTel
i Koan & BCe TOYHO O3HAaueHA IMOBipHiCTH, 110 BOHA OyZe MaTk
ARyHeOyAb i3 Tux Baprocredt. Komu mop. maemo y ckpuHi 5 KapTOx
iz umcaom 1, 3 i3 wuemom 2 1 2 i3 gucaoM 3 i TATHEMO HA cIaimo
OJHY KapTKy, TO BelIUYUHa NOOYTOT0 Ea KapTIi YMCIS MOME MaTH
TpH pismi Baproeru: x;=1, x,=2 i z,=3. Ilpuriu imosipmicre, IO
6yne x=1, e piBRa =14, iMoBipHicTy, MO =2, 6 %, & HMOBIipHEicTs,
1o =3, ¢ #=1. Orme pmoGyre 31 CKpUHI YHCIO 6 IPHIANKOBOK
3MIiHHOI BeIUYMHOO 3-THOTO CTYIHS.

Ilpunyerim, mo xABi npunaakrosi aMiEEI BeJHYNHEN 2 | ¥ MOKYTH

MATH BapTOCTH :
X==xy, Ly, Lg,-.. Tk

Y=¥1» Y2» Yss--- Yo

CuMBoOIOM py 3a3HAYYEMO HMOBipHiCTE, 110 BeJAMIHHA & AicTaHe
BapTicTh a;, & BHAK pj; e HMOBipHIiCTH, 10 OyZe y=y;.

CuMBoOxn 'py; Hexall 3asHAUYye IMOBipHiCTH, 110 aw=a; i piBHO-
YaCHO y=y;.

3mak p@ ne #MoRipaicTh, 0 3MiHEA x 6yde Mary Bapricth i,
KOJHM Bike 3HAEMO, 10 BeIHYHWHA y Masé Bapricts y;, a p;¥ me iimo-
BipHicT®, W0 6yne y=y;, KOJW Bie 3HAEMO, N0 2=y

IIpnmanxosi sMiEHI @ 1 y HasHBaEMO CTOXACTHYHO ) He3alek-
HUMH BeJWIHHAMM, KoIu pW=p; aua i=1, 2,... &, j=1, 2... L
Toni maeMo Takosm: pyP=py maa i=1, 2,... %, =1, 2,... L

1) zuféllige variable Grosse.

2) CnoBo ,croXacTHIEEA (Bim oroydloms: == Bigralylo, HOLyMYyH0CH) Mae
3HAYINEA NPEKMOTHHEA [0 HASBH ,Teopis HMOBIpHOCTE®, ¥V HiMenmbkilt MOBI MasMo;
stochastisch - wahrscheinlichkeitstheoretisch, Tasro B mamiir moBi Hafitm Bigmo-

BifEEA TPHEMETHRK, W0 XapakTepAsysaBOE Te Bce, IO BifHOCHATHCA M0 Teopii
#iMoBipEOCTE (2K Hup. 60TaEika-GoTaHigHEIT).
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HoctaTHbOw I HeoOXiJHLOK YMOBOK HE3AMeRHOCTH BeJHIVH
® 1 y € piBEiCTh: pyyj=pi * pii-
I1.
MovenToM cTyuHs f<4 ¢ HA3HBagMO MaTeMaTldHe CIOAIBAEHA
no6yTKa af « 48, oTRe:

1
Mg = Eaxte yE = = Epi]j xf yif.
i=1j=1
MareMaTnaHl cIOAiBABESA:
k1
trg=E (2 — myo)t (g —mg )8 = 21’ 521 Pilj (i~ 1y 30)" (Y5 — Mgy JE
1= =

HA3HBAEMO cepeidiMu BigxunemmaMu. Ille MoMerTH BijmHOCHO
TOYUKHN : K 1
Zo = Mylg = ZPi T Yo = Mol = Fpy i

Benuuumyl pyo = 6% 1 Hy), = 0% HA3MBAGMO OUCHEpPCiAMH Be-
IMYWH x 1 y (e KBALpaTH cepeAHIX KBaJpaTHIHHX BiAXHIEHD).

Uucao m,,, 6 MaTeMaTHIHNM CIOAIBAHHAM 3MiHHOI a, & m,), Ie
MaTeMaTUYHe CHOAiBaHHA BeIWYMHIl y.

S6ip ycix MOMIHMBHX BaprocTeil BeaWYNHH 2 I BiAUOBiAHHX
iMoBipHOCTEH, 1m0 2 €yde MaTd KOTpyHeOyAb i3 THX BaprocTefl, Ha-
3UBA6MO 3aKOHOM pO3AlNy NpHOANKOBOL BEINYHEM .

Koaws Maemo 1Bi npunanxoBi smiEai Beawausw x i y 8 ix
MORIMBIMII BaPTOCTAMH i 3HA6MO, AKA 6 HMOBIDHICTH KOMHOIL IapH
THX BapTocTell, TO KameMoO, IO 3HA6MO 3JAKOH 3ANEKHOCTH 000X
BelnynE. OTMHe 3aKOH 3aleHOCTH [01a6 Bel BAPTOCTH x,, xp. Ly,..
ax 1 ¥y, Yy Ygoeo 3 1 BCL AMOBipHOCTH pijy 11 i=1, 2,... & i j=1,2... 1

36ip ycix Baprocrefi, AKi MoOMe MATM BeIWYKHHA y TOAl, KOIM
3HA6MO Bike, II0 BEeNHIHHA x Maé AKYyChb TOUYEO 03HAYEHY BapTicTh
x=gx;,1 36ip ycix iMoBipHocTe#f, mo y OyAe MarH KOTpyHeOGynIb i3
cBOIX BaprocTeit, (Ipu RaHIM 2—=2;) HABABAEMO YMOBHHM BaKOHOM
posaimy BeawynHEN y. OTe YMOBHAH 3aKOH DPO3IINY BeJIHYUEN y
(A1A x=x;) MycuTh IOJATH BAPTOCTH Beamuue p;® and j=1, 2.7

Konn yMoBHKIt BaKOE PO3Xidy BeJWYHH y € TAKHU caMuit JJsa
Beix BaprocTell BeJHYMHU z, T0 ¥ 6 CTOXACTHYHO HesallesmHe Bif
BeJRYHEU .

Tpe6a Touro BiEpi3HUTE TOBATTA CTOXACTUYHOI B3aIeMEOCTH
Big OoEATTA (QYHEUIRHOI 32I€KHOCTM MeMM IBOMA BelUYHHAMIM.
Beanyusa y 6 (QYHKIiEHO BeJHYMHEM x, KOJHM 6 NaHWI 3aKOH, HA
OCHOBI AKOT0 KOXHill BapTOCTH BeIUYIVHM & BiANOBiNaé sgxach OJHA
BapTiCTh BeIMYUEN ¥, 460 KOIM IAS SKOICH BapTOCTH ,apTyMeHTY" =
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BeJINYMHA y MoOMe MaTH pi3ni (ajge TOYBO 03HAYEHI) BAPTOCTH, IPHIIM
He MORHA TIOBOPATH IIpo HMOBipHicTH, 110 y AicTaHe OJHY 3 THX
Baprocref. Koau Hup, y=Vew, 10 11T x=4, Mome 6yTH y=--2 abo
y=—2, ajJe Ty He MOHA IIHTAaTH, AKa 6 IMOBipHiCTE, m0 Oyae
y=+2.

YMOBHAM MaTeMATHYEUM CHOMIBAHHAM BeJNJHHIl y HA3HBAEMO
MaTeMaTHYHe ©OoniBaHAA BeJUYMHH y, KOJH x Maeé fAKyChb TOYHO
o3HaveHy i3 cBoix MoanBuX BaprocTeil. O3HauysMo HoTo GopMyI0n:

1
EOy = Zpiy;.
ABaI0TiYHO 03HAUYEMO YMOBHE CIIOAIBAHHA BeNHNYUBH x:

k
E(.i) x =.2Pil(j) xi -

i=1

YMoBHe MaTeMaTH4yHe CIOIIBAHHS BEIWUHHEHM y 6 (DYHKII60
BeIMYNUEN = :
EVy = Fix)

Ile pieEaEa" HA3MBA6MO piBHAHHAM perpecii BeNMYHHEHU ¥ BiTHOCHO
BeINYNEH x. PiBHaEEa EO x=@ (y;) 6 pisRagEAM perpecii amMingol «
BingocHO 3MimHOl y. O0pasy THX piBHAHD HA3MBA6MO JiRiAMU perpecil.
Ti ,aigii* GyayTh CKJIAAATHCA OYEBUIHO 3 MOOAMHOKNX TOYOK, SKIIO
MOKJIHBI BapTOCTH BEINUME x | ¥ He TBOPATb KOBTIHyyM.

Pearson HazwBas 3MIEBY y KOPeIATHBHO (He-) BAIEMHOD Bil
sMigEOl x, KONIE YMOBHEe MaTeMaTHIHe CHOAIBABHA BeINYHHN v 6 (He-)
BaJIesKHe BiJ BAPTOCTH BeJHUMEM . [IpH KOpeJATHBRIN HesalekHOCTH
BeJINYNHY y Bix BeanduEN x MaeMo: EO y = const, a aimia perpecii y
BiAHOCHO 2 € mpocTolo pirEOGIAREON A0 OocH X,

I3 croxacTHyHOl He3aJemHOCTH BUXOJUThL He3aJeskHICTb Kope-
JATIBHA, aJe 3 KOPEASTUBHOI He3aJe!KHOCTH He BHXOAUTH He3ales-
HIiCTH CTOXACTHYHA. 3 KOPeXATUBHOI HEe3aJeMHOCTU BeJHYHHEH y
BiIHOCHO x He BHXOJUTh KOPeJATHBHA HE3aJeRHICTh BeJNYUHI x
BiIHOCEO

Moxemo Tarom mocaigkyBaTH cepellHeé KBaApaTHIHE Biixu-
JleHHS BeJWINHEN y IIpH SKilick TOYHO 03HAYeHI#l BapTOoCcTH 2 = X3
Sa3HauuMo itoro cumsoaoM o@(y). Ile e ymMoBEe cepeiHe KBajpa-
TAYHe BiAXHJIeHHA Beanuunn y. Piprammsa o@ (y)=f (x;) BasHBasMo
CEeJaCTUYBHMM pDIBBEABHAM BeIWYUHH y BiJH0CHO BeIMYHMHHM x. PiB-
HaHESA 09 (x) = @(y;) HA3UBAGMO CKeJACTHYHUM piBHAHHAM RelH-
YVMHHM 2 BifHOCHO BeauuuHu y. Honu o (y) = const (maa i=1,2,.. k),
TO H33WBAEMO BOIUYUHEY y IOMOCKeNACTHUYHOK BiZTHOCHO BEXMUNHY ,
roan o (y) = const, T0 ¥ 6 rerepocKeJaCTHYIHE BiIHOCHO 3MiHHOI .
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I11.

OcHOBHO® TpoGAEMOX Teopil CTOXACTHIHOI B3aJeRHOCTH Mim
IBOMA NPHIAAKOBHMM 3MiEHMMH BelIHYHHAMH € MaTeMaTHYHe 03Ha-
YeHHEA Tol BaJeEmREOCTH. 3MiHA 0XHOI BeJWUMHH MOMKe MeHdYe abo
6inbme 3MIEATH pPO3NOAII MOKAMBUX Baprocrelt Apyrol BeXMYMHH
i ix iMoBipHoCTett, OTke TpeSa TaKOK O3HAYNTH AKOCH Mipy B3asMHOL
32JIeHHOCTH MisK JBOMA NPHIAAKOBUMH 3MIEHEMU BelNINHAMI.

Pearson yBiB Mipy, AKy Ha3B4B CepellHH0H KBAIPATHIHOK
crmumicTio (Mean square Contingency) i aky osEaumB piBaicTo:

o = 3 gl —py -}
iS15=1 Pil * B

Koan BennyuHu x i y 6 CTO¥ACTHYHO He3aJesmHi, TO MASMO pjj =
= pi| » pj, oTske p? = 0. Koau y ¢ yExuien Bennynea x, to:l=k
i Mmaemo0: @, =% — 1.

Ore BeauumHa

’52 = m% . (pﬂ
Vk—1) 1—1)

6 MIpOI0 CTOXACTHYHOI 3AJeRHOCTH, AKOI BapTicth JesmuTh Mim 011,
3aJelKHO BiJ CTYIHA 3aJesEHOCTH, BiJ IOBHOI He3aJemHOCTI ak 0
(pyExUifigol samesaocri. Yneao 72 Ak Mipy sademuocTy yBIiB samicTh
@* A. Qynpos. Konn k —» co, I—» co, ToAi Tpefa B KOKHIM BUNAAKY
J0Ka3aTH icHyBaHHA rpaHnni lim 7%

HafipameimuM wuciaoM y Teopil kopeaamii € cyYHHHHNK
Kopeasuii ozmagernit dopMynown:
M 11
Oz * Oy Vlu'elo Haols

Koan z i y € croxacTuggoe Hesaxemni, 10 ), =0. Ame 3 piB-
HOCTH 7,;;, =0 He BUXOJWTL CTOXACTHUYHA He3uwJIEHHICTE. 3 JAPYroro
Gory piBEiCTL »j; =1 Be & HeoOxigHONW yMoBow ¢yHrnitioi 3a-
aemHoCT Mi% x i y. Tiapkn Toai, koam AiEil perpecii y BiGEOCHO x
i x BizEOCHO ¥ 6 TpocTi, BUXOAHTH 3 PIBHOCTH 7y, = 1 (yHEKUilHEA
3alexkHicTe Misk BeawdmHAMHO x 1 y. Masmo Bce: 0<%, <1

e irmomn Mipoio 3ajeskHOCTH e »KOPEISTHBEe BinHOIIEHHA

i ==

1
I_.._‘l__ - 2 il (i}
Ny == Zon = Bl i

Kot perpecia e mpocronimiitaa, To 2, = %% 4 B IHOIHX
11 = §7y|
BUIAJKAX 8 BCe i) < 9%y
Koau %= 0,70 z i ¥ ¢ KROpeNITHBHO He3aleMmHi, aIe 1JId 3~

HOTO x = 2; MOMe OyTH pI3HA AMIUIITYNA 3MIH BapTOCTel BeIMUHEY y
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IV,

Jlaa imoctpanii nmoaaw o64yncieHAS CTATHCTHIHHX CTAJIHX HA
ONBiM KOHKpeTHiIM npHKJIani, ne iiMoBipHOCTH 6 naEi a priori. [Ipm-
nycriM, uo B ckpuBi A e 3 KapTkH 3 YHeaoM 1, ABI KapIRH
3 uncaoM 2 i oZHA KapTKa 3 9HcIOM 3,a B ckplBRi B € nBi KapTku
38 yncaoM 1 i ogHa kapTka 3 uueaoM 2. Tarsemo piBHOYacHO OJHY
KapTky 8i ckpuBi 4 i oaHy KapTry 3i ckpuHi B. Hexalt x sazsauye
9ncao AobyTe 3i ckpHAl 4, a JiTepa y Hexail 3asHagye cyMy uucex
206yTMX 3 060X crpmEL. II[06K XOCHIAUTH CTOXaCTHYHY 3aJEKHICTDH
MeRH IIPHIIaJAKOBUMII BeINYNHAMU @ 1 y, BUOIMEMO Bci MOMRIMBI
Bunagey. Tomy, mo B ckpuni 4 ¢ 6 xapTok, a B ckpuri B 6 ix 3,
aicragemo 18 MOMKRIHBHX BRIANKIB: 1)

x=1,1,1,1,1,1,1,1,1,2, 2, 2, 2,2, 2,3, 3, 3
z =1,1,41,112,221,1,1,1,2,2, 1,1, 2,
y =2,2,22 223 3,3,3,3,3,3,4 44, 4 5

MaeMO: t==3, j=4; x,=1, 2, =2, 2, =3; v, =2, y, =3,

ys =4, y,=05. Ymemo Momansnx Bunaakie N = 18. 3azmauim:
™~ 7 ==4UCJI0 BHNAAKIB, ¥ AKHX x==xi, %);= YHCIO0 BHNAJKIB, y AKHX
¥ = yj, Mi;= YHCI0 BHIAAKIB, ¥ AKHX x=x; I piBHOYACHO y =7y;

Kopensanitira raGeas.

V1=2|yy=3|yy =4y, =5

’ 4

x,=1 6 3 nyp = Ja; =9
j=1
4

.’.L'2=2 4 2 ng’mz’nﬂj:ﬁ
j=1
4

2323 2 1 Ng| = 2113[j=3
j=1

3 4 3 4
np=6ne="T|n; =4|n, =1 N=Znm = Zn;=3I Jny; =18
1 j=1 i=1 j=1

1= =

TabGeni tiMmoBipmocTefl.
3
bii=4% p =% =4t 2 =1 L
i=
4
P =% P2 =T1m P =% P|4=~‘T'F§ ,ZIPU =
J=

1) Jlirepa = sasmHauye wmcao pobyre ai cxpmmi B.
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4
?II(I) s %’ Plg(l) == %, pls(l) == O, Pu(l) == 0; S Pl]{l) = 1 II-

2,?=0, p,®=4% p,P=4 p,0=0; ﬁﬂ@—l

2% =0, p,® =0, p@=13% pO=4; jﬁ P =1

=

3
2P =1, p V=0, pyP=0; E'lpil(l) =1 IL
8
BO= 3 nO=b p@=0; ZpE=1

3
PP =0, 5@ =4 p® =4 Zp@=1

3
_pll(‘i) =10, p2|(4) =0, Ps H=1; X Piim =1

i=1
4

=% ne=%H m=0 pu=0; ji.?l\j = Pl IV,
4
P =0, =% pps=4% pu=0; I pu=py

j=1

k3

w

=
I
<

4
2 = 0, v Pals =% D3l = e 5‘31 P3i = D)

3 3 3
_.E"Pih =P, APy = Pjs ,El’i]a = DPis» ,SPilax = Pls
i=1 i=l1 i=1 i=l1

TabGelxsas MaTeMaTHYHUWX cHOAIBaHE.

Eyw =1 Ey® =13 Ey®=1s; Ey=3 V.
Eag®=1 Ea® =1 Ez®=3 Ea®=3 Ez==3

Ta6exs MOMeHTIB.

My = 3§, Moy =3, mgy =5 my =&Y myp =42 VL
o =0, py=0 p,=4% mu=4% Mp=3%

Hucnepeii: 0% = pgjo = §, Oy = fhols = §-

3 Tabeli MaTeMATHYHUX CIOAIBAHD MicTaéMO piBBaEHA perpecii:
BEy® = + 4 DBauwnmo, mo xdimia perpecii y BigHOCHO 2 6 TpOCTOW.

Konu perpecio « BigHOCHO y npeneTaBuMO DIBHAHEAM TPETHOTO
CTYIHA, RicTaeMo MapaGodio TpeTLOro CTYIHS:

Bal = —Hyt+ 1ty — %ty + 4L
HaGnmexera nimittEa perpecia o BigECCEO y Mae (opMy:
Eat = 43— H-
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TaGelqd BifHOCHUX MOMEHTIB.

s =3, w® =3, p®=3.

py =0, p,® =13, ;=19 p®=0.

I3 net rafeni Gaynmo, 110 ¥ 6 BIZHOCHO x TOMOCKeIAcTHUHE,
8 x BIIEOCHO y reTepOCKeIaCTHIHE.

Cy4nHEHE KopeNauii: =, = V¥ = 0,845

Cyumaavkn perpeeii: &, =4, &, =1

Binromerrda wopexdnii: nyx =%, it = $4

MaeMO 75y = 7,};, 60 perpecis y BixHOCHO x 6 JiHiliHa.

Cepenns KBagpaTHYHA CTHUHICTH: @2 = $§.

Cyunmaux Yynposa: »*= ﬁ? = 0,418.

V.

PoaraaabMo Temep KOpeJATHBEY BaJdeRHICTE MeRH KOIITAMH
agMimicrpanii # o6oporamu 3a 1935-mit pik sBHYaflHNX KOOIEPATUB
ans sakynmy i 36yty 06'6/{HAHMX B OKPYRHHX ocepejlKaX TepHOMiJb-
ChKOTO BO6BiACTBa '). He BumMeaD Ty IypriBeHb, KOOIEPATHB 3 MO-
JIOYApPCHKUMU BifJiinaMy, aEi KpPeAHTOBHX KOONepaTHB. Po3radnaino
TIIBKH KooNeparnBu ymimeri B ,Dinamcax® mix sHawoM S8a)i 3 HHX
BiAKUAaK e KimTbKajecATh KOOMepaTHB, 10 IX 06GOpoTM € Gimpmi
ar 25.500 azx., afo womTH aiamimicTpanil Oimemi ax 1.850 sa. Ti
Hey3IIAJHeHI KooIepaTHBM 3aHAATO piAko poacigHi B KOpedsaTHBHIH
Tabexdi It ToMy He MOKHA A0 HHX [PUKJAJATH CTATHCTHYHHX MeETOA
Jocliny.

¥ KopelaTuBHI#t Tabexai 6yneMo 333HAYYBATH JITEPOD & 060pOT
KOOIIepaTHBH (B THCAYAX 30J0THX), & Jirepol y KOIITH agMiHicTpamii
(y corrax zoamorux), Ilosunias x=n ofiliMae KoolepaTuBHM, WO IX
000poTH Jexarb y Memax: 1000 n — 500 < 2 < 1000~ + 500, a mo-
sMLig y = m 006iliMae KOOIepaTHBY, LU0 IX KOITH axMimicrpanii
Jexkarth y Mesmax: 100 m — 50 <y <100 m + 50.

TpeGa mamarartw, 110 KOPeJATHBHA Taleas € TYT eMIipHIHA
i Tomy Bci fiMoBipHOCTH He 6yayTh nami a priori. BmcHoByeThca ix
BaprieTh 3 YHCIHOBUX HaHEX Taledl Ha OCHOBI 3aK0HY BeIHEHX
anced. Koperarnsri napaMerpu Oyay 004McAmoBATH Tak, AKOH HMO-
BipHOeTH Gyam naEi a priori, omke ToMHEaK (BUpOdiM Ayse Madii)
CHUCTeMATHYHI MOXUOKH HpH 00UMCIHNBAHHI KOPEJATHBENX CTAIHX
3 eMIIipHYHOro Marepismy.

1) Bimgucm koomepaTHB NpEEaldexmux no Pesisifimoro Cowsy YrpaiECBREX

Kooneparas y JIsBoBl, 00°¢THAHAX B OKp. Ocepedrax TepHON. BoeRin JIbBis, 1936,
Haknanom Pes, Cowosy Vrp. Koon. y JIsBosi
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Kopeasnittaa Ttabeus.

y193456789101112131415161718 3
x

111 2
211 |21 4 |
3|1]1]4|4| 3|1 14 |
4 3| 4l1 8 |
501 |2]3/8]2 17 |
6 117|5]5|2 20 |
7 1} 6] 8[12| 3|1 31
8 1/6/9/9/ 4 2|2 33
9 310[15(10| 3| 2| 1| 2 46
10 1] 3)18i11/11] 1| 2 a7 |
1 11| 7t0012| 3] 1 35 |
12 a7 8l sl1)2l2] 1|1 42
13 1| 6/14| 9| 3| 6] |1]| |1 41
14 2| 7[6/11|5(6! 2] 1 1 41
15 114 3/ 2|8|3| |2 23 |
16 3|2/ 4|56/ 1|4/ 1|2 27
17 1 5/ 3|8 4| 4|1]3]1 25
18 2! 3| 8| 2| 1|1 12 |
19 12| 5{5 5 |5 |3 2 |
20 2/ 3|3/ 7/3] 2|1 a1 |
21 1 103/ 2/ 2|5| 4[4 1] ¢ 27 |
22 1 4302 1| 2] 1] 14
23 3l |1]1] 11 | 2] 8}
24 11111l 1] s
25 1 2] | 3] 6]
3 | 4| 2|10|25/41|48|67| 65| 74| 54| 42| 40| 28| 29( 18 131 9] 7| 576 |

Cepenmi (apurMernyni) BapTOCTH : my ) = 12,7; mg, = 9.
Hucnepcii: 6.2 = 28,5; 07 = 12,

CyanEEWEN perpecii: b, =1,28; &, = 0,54.
Cy4nBEHHK Kopeyanil: »,, = 0,83.

CepenHst KBagpaTHYHa CTHUHICTB: ¢*= 2,76.
Cyuueruk Yynpoma: 2= 0,14.

Is xopexarneroi raGeni i (goxaanmime) 3 Beamkol BapTOCTH
SYYMEHMES 7y 6agnMo (BOpouiM caMosposyMidmil (parT), 110 KOmTH
iaMimicTpanii 6 mOSHTUBHO 3aleskEi Big o0oporiB. Jlerko Takom
BHACHUTY NPHYMHY BeJHKHUX BaprocTeit gucnepcift. Pimae TyT Be-
THKA PIKHOPOAHICTD TIHCIA HaceJeHHS i MASTKOBOIO CTAHY TalHIb-
kux cix, CyyuHHHEHM, o s IX o6GyMcaNB, He JANTH Lie B3MOTH
BHCHOBYBATK AKich ramémi sameskHOCTH Mim IOOAHHOKHMH II0BH~
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1AM KOONepaTHBHEUX Giasamcis. Tpe6abn uie NPocaiAATH 3AIERHICTD
KOIITIB agMimicrpanil Bix immux naEwx GinsHCiB, HOp. BiX BeaHYMHEN
TOBAPOBHX KpenuTiB a60 Bix Beamuman yainis. Tpeba ranpasnTi
nesaki npyrapcbki moxubeu i sBepngikyBaTil eBeHTYaJbHI HO3MIIi,
1[0 € HacAigKOM T. 3B. ,dabpurauii* Gimsacis. [ikasi Gyanbm amign
BaproOCTe#l CTATHCTHYHHX CYYHHHHKIB, Koan® OparH DOix poseBary
KO0OllepaTHBK BCiX BOSBIZCTB, AOCHiAUTH 3aXeskHICTh AaHHUX GidsHCIB
BiA MaitHa rpoMal, Bifg Beawuymsw woHCYMIIl aJpkoToJo, Bix ¢umo-
KTyauiff BapTOCTH rpoma i MOpiBHATH CTAaTHCTHIHI IapaMeTpH YKpa-
iHCBKMX KOOIeDATHB 3 BiANOBIZHMMH CTATHCTHYHHMH CTAJHMI
GinguciB koomeparnB HeoG'exBamEux Pepis. CowsoM YKpalHCBKRX
Kooneparup. ExomoMicT MorunGm wepe3 iHTepapeTamino MaTeMa-
THYHHX JAHWX He TIIBKN CTBepJYBAaTH (PaKTH €KOHOMIiYHOrO pos-
BHTKY, aJe I HAXOAUTH BK&3iBKH JJs NOPAaKTHIEOI POGOTH.

s xoriB TyT momaru TinbkM Manufi ¢parMeHT 3 NPHUIOKEHHS
MareMaTH4YHOl CTATHCTHKH 0 €KOHOMIKH mis imocTpanil O0CHOBHHX
TOHATH | MeTOAN mOCHiAy MOJepHOI CTATICTHKU.



BEHOH XPANJUBUHA (JTenis)

OcHOBHI NOHATTS €NEKTPOLUHAMIKA A& YHi-
TapHa Teopis nong.*)

34 OCTaEHi JecATKH JiT ZOBOAWNOCA e ONHH pa3 NiAnaBaTH
pesisii maliGizbm (yEnaMeBTaIbEI MOHATTS (isHKM; B30KpeMa mo-
HATTA MarpoQisuxy mNokasaiamcs Henpunatai B Mikpodisnmi.
UnBEERKOM, [0 COPOBAIMYBAB IIEPEBOPOT Y TpaaumiltEHOMy omuei
npupoan, 6yia TOJOBEO KBaHTOBA Teopid. Ade TyT GyJe MOBa Ipo
PeBisil0 0CHOB eJ6KTPOJNEHAMIKY, TepeBefeRy 6e3 3y/KHTKOBYBaHHS
KBaHTOBHX izefi, TakOl cKasaTH KIgcHUEUMH 3acobamu. Ilio pesisino
I1epeBOJUT, YHITADHEA Teopidg monsg, mo il nounx nae 21022, p.
Bopga?), a pos6ynysaau Dopr 3 Imdensmom.?)?)*) Boma mpuxonuts
Ha 3viRy naBHifimnM TeopiaM MekcBeas Ta JIbopeHIA.

ExaexTpoHoBa Teopis JIbopeHua € nyaxicTHuHA, TOOTO Bil-
pisHWE B3 okpeMi Ta 10 meAkol MipE npoTucraBHI QisHYHI THH-
HOKW, & caMe HacHary (sapan) Ta moae, Haceara, posMimena
B DPOCTOpi 3 I'yCTOTOW ¢, € IsKepelloM [0JA; BOHA TNOALIeHA HA
okpemi nimocri — exekrpoEn. Mmmo ycuixiB Teopii ABa 0cHOBEI
OUTAHAA BOHA Mycina sanmmuru Ges BiamoBimi: 1) sixa € cTPYyKTypa
eJI6KTPOHY, TO6TO B gKHM cooci6 B HEbOMY posMillleHa HacHAra,
2) aAxi cHam NpoTHAiTb B3AEMHOMY BiAmMTOBXyBaEHI ONHOHMEHHUX
HACHAT B eJEKTPOHi, Ta CIO0IOTH f1oro B 0JHY UiTiCTh,

[ux tpynmomis me Gya06 B yHiTapHIf Teopil, sKa 3Bas
TiZprku Tode, 6e3 BiAKHUX [pOCTipEHUX HAGHAT, AJIS SKOI eJ6KTPOHN
e TiIbkH ToukH, ocobmiBocti mons., Toni, oueBHIHO, ‘HeMa KO-
NOTIB 31 CTPYKTYPOI €NEKTPOEY — IPOCTO TOMY, 110 TOUKA HisKOl
ctpykTypu He Mae. Taki mymkToBi Hacmarm noanfyemo Bike B Mekc-
Bedd — 10, KOIM Yy HBHOI'O BIACHA eHepPrisl eJ6KTPOHY-TOYKH
BUXOUTE Heckimwenowo. Orox Hosa Teopis DBopma-ladenbna €
yHiTapHEa, a BCEeX-TAKN a6 CKiHUeHy eHepIil elSKTPOHY.

*) Pedepar, Burosomennl aa VI. 3'Iani ykpalBchbKHX NPOPONHEKIB Ta Tikapis
17. Tpasus 1937. p.
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lo6x mopiBEATH HOBY I AaBHD Teopil, BnfigeMo 3 ix aude-
PeHLiANBHNX PIBHAHL:

Mexcgems-JIbopeRn Bopa-Iedeasy
190E , 1 a])
([) ?Ot]{:z‘é'?+4ﬂ9" (I) rot H == Eit
10H ’ __19B
() siv E=4n¢ (IfY) aiv D=0
(IV) giv H=0 (IV* gz B=0.

(v me BEXTOD CKOpOCTI pyXy EacHarm).

Koan naBEs reopis onmcyBama mmoJe 3a J0HOMOTOK JABOX
BexTopis E, H, To HOBa Teopis ykmBae 10 IbOTO &} YOTUPHOX
BeKTOpiB: nBoX enekrpmumnx E, D T1a aBox MarHeTHHx H, B. Aje
TIIBKH JiBa 8 HUX ¢ HesakesmHi; nBa inmii sBAsaHi 3 HUMI XoAaTKo-
BUMHM (aAbI'e6pDHYHMMY) piBHAHHSMU:

B=iH
a6o
D=I!E

Kopueryoynca numu sBaskamu, moxEa p. (1) — (IVY) nepenu-
caTd Tak, 11061 B HUX BHCTYNAJa OJHA TiILKM Napa Bekropis E, B,
agox timpku mapa D,H. Oagmade ToAl AudepeHIiANbHI PiIBHAHES
nepecraloTh OyTH JMiHIHMMI; I XapakTepHCTHYHA JA HOBOI Teopil
06CTaBMHA 6 NPUYMHOKL BeJHKHX aHAJITHYHHX TPYIHOUILB.

Tpe6a mogatw, wo icHye Nekiapka BigranyseEb TeoPil (KL
B TOJOBHOMY BeAyTh A0 iNeETUYHVX BHCIiZiB), TOMy IUO 3alipollio-
HOBaHO pi3Hi (opMm CYYHMHHHKIB k, [.°) /nckycia Han HoGOpOM T3B.
JlarpamsxoBoi Ta 'aMinbroEOBOI (YHELIH, 3 AKHX X BHIPOBALNKY-
0Th, TPUBANA AOCHTH IOBro, moitno ocramEs po6Gora [odmama Ta
Ingennnat’) smasrbea il sakingye. Ilicia nux aBTOpiB MOBMAHO GyTH

(3) k= 4 (b ctana, T3B. aGCOTNTHE MOJie,

2 2
1+ D 5 D*— pany 105 ox. cgs)
Beest Takm 1o Temep AOBOAMAOCA omepyBaTH pexsniaw (1), (2) y ix
saralbHoMy BHAi, Oe3 crmenisiisanii cyYHHEEHHKIB £, /.
ExskTpodoBi B cO0YMHKY BiAIOBiAas cTaTHMYHAZ IEHTPANbLHO-
CHMETPHYEA p0o3BsA3ka AudepeRNisarENX piBRaEL noad. i pispagEs

B €JI6KTPOCTATHIHOMY BHIIZI1KY 3BOASITHCA 10
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div D=0
@ 1ot kD=0,

AKUII10 TI0Je OHI’ICyBaTHMeMO BeRTOpOM D; a AKLII0 IIOCJIyH{IfIMOCﬂ
OpYruM eJdeKTPRIHHNM BeKTopoM E, TO
) - diviE=0

rot E=")

O6a mi crmocobn omuey 1o, 0ueBH/HO, pieEoBapTHI. [licas mepmoro
OicTaneM0 pPO3BA3RY
[

{6) D.=—

rt!
a mo div I =0, To pocTipEO po3MilEHNX AsKkepea HeMAas, & eISKTPOH
© Toukow. Ilicas apyroro cmocoby
I e ]

Ttpa It
TyT div B 40, oTA#e pkepedo nodad He € IYEKTOM, BOBO pO3MilleHe
B IIPOCTOPi 3 TycTOTOM

1 .. erryd

()] g=4—ndw E = )
s rycrora ,cBOGiAHOI BACHATH® IPAKTHYHO PiBHA Hy.i M03a Kyaelb,
Akol mpoMiab », 6 pagy 10 ecm. Tax oT:e Teopia Maé Hayel 1Ba
ACHEKTH — eJ6KTPOH MOMKHA BBamaTH a0 32 TOUKY (,yHiTapI-
CTHYHE CTAHOBHINE), a00 38 KyJbKy HACHArH (nKBa3izyamicTHYHe
CTaHOBMIIE"), 3aJesHO Bin Toro, ROoTpuit 8 BeKTOpiB- IpHIMeMO 3a
ocHOBHUML. J[0Bro Hepo3Bsi3aHe THTAHHA, U eJSKTPOH € TBOPOM
NyEKTOBUM YH TIPOCTIPHHM, HaXOJMUTh He:RAAHY BiANoBiAL: BiE 6
onsuM i gpyrum. CopaBa tyT ctoite noxi6Eo sK 3 (POTOHAMU Ta
XBHJAAMHA B ONTHII.

Ale HaBiTH, KOJNH CTaHEMO HA ,KBas3iAyadicTMYHOMY® CTaHO-
BHIII, TO # Tark Ille MiK HOBOW & NABHLOX TeOpisl OcTaHe OCh AKa
OCHOBH& pisEMI: y JlvopeBna nacEara Gyna IepBUHEHM CcaMo-
CTifiEAM (isNYEMM THHHHKOM, TOAL, 4K ¥ DopHa-ledenpaa nepsnena
piy ne TinbEM mOJe, & ,cB00igHA HacEara“ € AOIIOMIYHUM TOHATTAM.
¥ Jlvoperna mpobaeMu GOpMYJNOBAHO MATEMATUYHO TAK: SHAKYU
posMilleHRs Ta CTaH pyxy Hacaar, Hafitu 3 p. (I)— (IV) BuTBOpeEe
HUMH I0Jie; 8 B BOBiff Teopii mpoGaeMa 3ByunTh: nobupawdd Bin-
moBiAHI 1109aTKOBI Ta Kpa#tHi yMoBHM 3 piBRams (I)—(IV‘) (B AKHX
¢ He BHCTyIAa6), HATH I0ode, a TOAL Bite MOMKHA BHYNCIUTH PpOs-
MilleHEST ¢ y mpocTopi. 3 IBOro Taka KOHCEKBeEWid. B nasmift
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teopii Ko p. (I) — (V) Ak HeoOxinge TONMOBHEHHA KOJaBadK JIbo-
peH1I0OBe piBEAHHS pyXy

\% a %:@ (E +j_ [v>}XH]) (o=rycrora Macn),

SKe TIPABUTh PYXOM eleKTPAYHOCTI NiJ BIJIHBOM 30BHIIIHBOTO MOJS
Ile 6ymo okpeve 3al0skeHHS, ONepTe Ha eKcuepuMeHri. B mosift
Teopii, AKNIO TAaKHil 3BA30K Mik HacHarow a IiojJeM icHye, BiE He
Moske OyTH OKPeMOl TilloTe3010, 3 Xuda TLILKM BHCEOBKOM, SAKHI
MOMKHEA BHIpoBazutTd 8 piBHasb moas (1) —(IVY), upm pmomomosi
AKAXCH [IPOCTHX, caM03po3yMianx yMmoB. [iticao 3pobunn e PirGeprs)
ta IIpatic7), omepyoun BekTopoM D, Memix ®) °) Bmzamoca spobHTH
Te caMe 3 ,KBasifyanicTHYHOTO“ CTaHOBHING, IIPN YoMy Tpeba 6yio
TITBKH NPHMHATH, 10 ocobamsicTs mons D e 3aBman igeETHYHA
3 LeHTpoM MacH (eEepril) mona (,nocTyasaT onHosnayHocti¥). Ile
3QJI0JKEHHA HACYBAETHCA €aMoO €060, 8 B CTATUYHOMY BHUNAJAKY
BOHO ABTOMATMYHO CIIOBHEHE.

TakuM 4YHHOM TaKe OCHOBHe IIOHATTA eJNEKTPOIMHAMIKY, AK
HacHara, mianamo peBisii i Habpamo 30BCIM HOBOrO 3HAYEHHS.
Buseunoca omicas, mo momiaa mycuts 6yTH IoasS moreBnisay.

EnexkTpocTaTHYAEUM IIOTEHOisVIOM HASWBANM B JaBEill Teopii
¢yHKUi0 @, K0l BieMEW! rpafieAT piBHHE eJEKTPUYHOMY BEKTO-
poBi 1014 :

—grad ¢ = E;

B noai nyEKTOBOr0 M KYIBKOBOTO €JIEKTPOHY BHXOAMIO
e . N
= (KyapoEiB moTeRNiAd).

Aximo B mamEift Touni mpOro N0OJA HAXOJAHTHCA iHIDA HACHATA €, TO
B336MHA IIOTeHIiANbHA eHeplig 060X HacHAT

V= e—e‘ =e‘ ¢,

.

IrmuMu croBaMu, IOTEHIIAT MOMHA TeR 3nediHloBATH SK IIOTeH-
nidabEy eHepriw, 110 NpPATIafas Ha OJUHHLI HacEArH; 001 Aedimimii
norernisay 6yau B AaBHifl Teopii srigmi. Jexro 3 pocaigHAKiB!?)!?)
TIpuitMaB MOBYKH, IO TaKk BOHO & Tek B HOBIM yHirTapmiit Teopii.
Ha ninia ng srigeiects ofox pediminift € mawe® MPHIIAfKOBA ; HeMa
ii B HOBIt enexkTpoAuHAaMiNi, Ze A4BHBOMY IOHATTIO TIOTEHLIANY
BinmopinaloTy nBi oxpeMi Beauuwmnn @ i @, smedimioBami TAK:
9 — grad p=E
(10) e @ =7.
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llepmy 3 EHux ofuucawemo cmocobom B mpiEnini mpocruM. Kopm-
CTyIOYHCA EIIP. PO3BA3KOKL (7), MaTHMeMo

T

4

+ l/%f——]%z-ay"/c tg(a’ :_:2 — 1)—1%207'0 tg(a :/02 +1 )}
Heuro 6inpm ckaaznua cupaBa 3 ¢yRknieo @. [IpaBmibEa Ropora
Ina HafineEEA V (8 3 TuM 1 @) Gynab oce axa. CrOHCTpYyBaBIIH
TI0JI6¢ 3 [IBOMa OCOGIUBOCTAMH (HIIp. + e Ta —e) Tpe6ald 009HMCIATH
ftoro nimy emeprin; xoau6 Bix Hel BimifiMuTH BIacHY eHeprin 060X
HacHAr B0KpeMa — ocTazal BiIacHe TOTeENisapHA eHeplis V. Tax
pobuar y MercBenesiit Teopil. OgHage psa pmopora B EOBiff Teopil
He Befle N0 miai, 60 1) piBHAEEA N0JS He JONYCKANTH CTATHUYHOI
PO3BSIBKH 3 ABOMAa 0COGIMBOCTAMH, 2) HACHIAKOM HedimiftHOCTI AMde-
PeBIAIbENX piBHAHD PaxyHKH CTARTb EaaTo TPyAEmMH. OCTasThesd
Ipyra Zopora, Tex YacoM CTOCOBaHA y [aBHil Teopii. Depemo mim
yBary OAHY JIYHKTOBY 0COGAMBICTH -+ e, & APYry HOBEpPXHEBY, KyJu-
CTY, 3 IIJIKOBHTO0 HACHArOH — ¢ PO3MILEHOM HA XyJi 3 IpoMiHeM «;
JaJpIie mocrynasMo gk Iepenme. Ileft cooci6 e mosBodeHuft mpu-
HaliMeRmIe, KOMM BiacTynl « 060X YACTHHOK 3HAYHO Ginpmmmit Bim
KPHTHYHOTO IPOMIHEA 7%,

Hiticmo, crarwuni pisEapHa (4) HonycKawTb M. 1H. POBBABKY

[
(1) Dr=)7 <Y
0 (r>a)
Take Imose MORHA BBasaTy 32 3JOMKeHe 3 [10JA HyHRTOBOT HacHaru + &

(12) Dr® = 2

,rﬂ
Ta II0JI HAaCHATH — e, POBJIOMKEHOI HA Kyli 3 npomiHeM a
0o (r<a)
¢
—*F('J">a).

Binittapmu Bin emeprii uinoro moxus emeprino mine D® T1a DO,
B3ATHX OKpeMo, AicTasMo

14) V(a)= {3 5 log (1-1- ) 1/2 asi;t:-o:;;i:ﬁ-l-

+_mtg(m/2_1) +_m (‘”/2+1)——— n}

(13) Dre —
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061 Bami moTeRniAnbHEI GyEKUl, piv AcHA, M4 BeJHKHX BigaleHb
-a mepexojqTh y naBHif Kynwomip moremniay:

—e2 7, 1 Irn5
{15) —ecp.\w—,r—o {—a — —l-}
—e 7, 1 »,5
V‘“T-,,‘{?‘ﬁ?’f }

Hampuxisni Tpe6s me monarn, mio miza CHpaBa BUHHKHYJA
TIpH HAroAi posrysfaHES KBecTil, Ha CKIIBKM 3MiHAThCA eHepre-
THYHI piBEl aToMy BOJHA, KOAM B KBAHTOBOMY piBHAHHI XBILIi
sacrynumo napHitt (Kymabogri) moreruisa mosuy (DopHoBuM). ocaign
niggaro B HAXil, 1[0 ¥y BUCGIiAl 3HMKHe Hpi6HA pi3ENUg, Aka Iue
icaye Misk BapTOCTAMH eKCIepUMeHTANBHHMHY 4 TeOPeTHYHHMHU (4
pisaEung BigHOCHTHCS A0 BimeTyniB UeRTpiB ckaag0BUX y Oylaerax
-ciexTpy). Temnep i Mo ?Y), a omicia Maiikcrep *#) 3a NOTeHOiAILHY
-€Heprilo NPOTOHY 3 €J6KTPOHOM IIpHUiiMaloTh, SK MM OGa4IIM, He-
CIYymMHO, — e@; A Ipo0yBas 3poGUTH Nle caMe, NOCIYroBywYuCH
<ysruiew V. Bucnig He BHmpaBAaB MOKIaZaHNX Haliff; MOIpaBKa
JJ4 eHepT'eTHYHUX pPiBHIB BUXOAWTH ¥ BCAKOMY BHNAAKY HAATO MaJa.
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0. MOHIIIBOBUY (JIbBin)

Exeventn sopi SU Cygni*)

Bske oGcepBamii cHABHHMX MicHeBHX 3MiH Ha IOBePXHI COHIM
migepsRy0Th HAC B TOMY, LI0 CTAaTHYHHN MOAeab 30pi, 1m0 Bei 6i
YACTHHHU 6 B CIIOKOI, MOKHA PO3YMITH JHII SAK Ieplle HaOJHsKeHHS.
Yacro Hab6aHskeHHS Ile BIOBHI BHCTApYas, 03BOJA6 HaM IPOHUKHYTH
B CyTh OpUpPOIH 3ip Ta He OOTAKYE HAC CKOMIUIIKOBAHMMH yMOBH-
gavn. OnHavYe MOMkHA BKasaTH LIy rpomMaay 3ip, 100 AJd HHX
CTATHYHAN MOJIeJTb HABITH B IepIIOMy HaOJMMKeHHI0 HelpHIaTHHIH.
Ile sminmi 30pi, W0 IXHA ACHiCTH 3MiHA6THCA HACHIIKOM HE3HAHHX
HAM TiraHTCBKHX IIpOIeciB, 110 BinOyBawTbcd HA IOBEPXHI YU
Yy BHYTPIIIHKMX INapax 30pi.

[lepmi Bami BimoMocTi mpo 3MiHHI 30pi caraors XVI Bigry,
ronu To Pabpunift B 1596-My poui BiAKpPHB IepIoy BMiHHY 30pi0
Ha3BaHy ,/luBHON“ aGo 3 JarmHcbka ,Mira“ B cysip'o Kura (Cetus),
Ilst sops sBerbes Tenep Mira Ceti. B 1800-My poui 3HaHO ycbhoro
aum 11 3miEEHEX 3ip, B 1854-My — 24, Ha mouatky 1935 poky
6ansbko 6200,

Skiio aMiHa AcHOCTH 30pi BiZOyBaeThesd HABOPOTHO, IEPioTHIHO,
TO HACyBaeTbCA IUTAHHA, BUBHAYHUTH €JE6MeHTH 3MiHM SCHOCTH 30pi
a60 KOPOTKO ,eJ6MeHTH 30pi“.

Jlo BeanumH, II0 XapakTepH3ylTb 3MiHYy SICHOCTH 3MiHHOI
30pi, HaJeskarh : '

1) P — nmepioga, OpoTAr dYacy IIOMIZK JBOMA CycigHUMHU
maxtm-aMI 91 minim-aMU.

2) Euoxa — nie ¢ vac 7%, 1[0 BiJf EbOT0 3aYHHAETHCA UHCICHHS
nepionan. '

3) Amnairyna 4 — pisHHIA SICHOCTH B maxim. i minim.

i

M—m 5 i
4) Beamuuga ——, 10 XapakTepusye aCHMeETPi0  KPHBOI

SCHOCTH.

*) Hokaan unranuit Ha VI 3'i3xi ykp. nmpmpomumkiB i aikapiB y JIbBOBi
17. TpaBHa 1937.
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Ha ocHOBi BHIe CKa3aBOr0 MOMEHTH SKOT0HEOYAb mazim., a00

mintm. BUBHAIYIOTHCSI $opmyI0D0 :

T=1T,+ EP,
ne 7T, mouaTkoBa emoxa, P mepioga, a £ ckiapkicTb Ilepionx, 110
MUHYJa BiJ{ II09aTKOBOI €IIOXH.

Koansk mepioga 3MiHHOCTH MiJJArae He3HAYHUM IePioJHYHIM
BaragHHAM, TOJAL J0JydaeThbCcsA I1le TIapMOHIfHMII BHpas, Tark II0
aicraemo gopmy.ay:

T=T,+ PE + Asin(kE + B).

B Bumaary BikOBUX 3MiH IepioJu 3MIHHOCTH YKHUBAETHCS IIa-
pa6oaivnoi gpopmyan: T'=1T, + EP + R P? ne R ne o3HaueHa cTaja.

Bopa SU Cygni Mae piBEHKOBI cypanmi: @ = 19 40™ 485,
0=29°14 i BD + 28° 3460. Smimmicth ii Oiecky (sckpaBocTH)
creepauan yuepme Miiller i Kempf B 1897-my poni B Iorcaawi.
Ilizmifinmi oGcepBanii NOTBEPAWIN Ile BIAKPUITS Ta 3’SICyBadH, IO
3MiHU SICHOCTH Bi0yBalOThCS NEPiOAMYHO, IPHYIM 30pS HAJIERUTH
70 HOpMaJbHHX 3MiHHHX 3ip THmy O Cephei, ce6To Takux, 110
ixHsa mepiofa JemuTb B I'paHHNAX Bijg 1—45 nmis. Ilepiona ii smin-
HOCTI BHHOCHTH npubiamsso 3%,845. Kpusa scmoctn 1iei sopi, sk
s BiRe 3rajaas, € s0auskeHa 10 Tuny o Cephei, cedro mas Hecu-
MeTpnuBEUil Iepe6ir. 8pict AcHOCTH (araTo MBUAIMNIL Hik Ii cOajIoK.
PisEnmnsg B 30psgHHX BeJHYMHAX SACHOCTH maxim. i minim. BmHO-
curh npundamsgo 0™, 8. Pan Busmaurnx aBTopiB sar Luizet, Helle-
rich, Robinson, Parenago 3 mopas 6iapmIon TOKJIAXHICTIO BH3HAYY-
BaJIH eJEMeHTH HaBeleHOI 3opi It Tak Luizet mojae och Taki
€JI6MEHTH :

. Max. : = 24142021826 (cep. wac Ilapmx) + 3%,845612 E
Hellerich: Max.: = 2414202855 + 31845472 I
Robinson: - Max.: = 2421278435 4 34,845442 F
Parenago: Max.: = 2421278503 + 3845507 £

PiBrOYAacHO BH3HAYyBAHO CIEKTPAJLHHII THI, BJACHHI DYX,
napamrdkcy Ta immi BiaactuBocTi sopi. B meft cmoci6 mporarom
npuGan3no 40 it 3i6pann BeJukutt obGcepBaliffHmIit MaTepisi 3opi
SU Cygni. Mosa niap Gyaa onpamnwoBaTH OZHOPOJAHO BCi goTele-
pimEi xocTymui Meni oGcepBanii, mo aae migcraBy AoKJagHifmol
it Giapmn iMOBIpHOI NMEBHOCTH €J6MEHTIB 30pi.

Onnmpasea a Ha 184-0X omiHKAaxX fACHOCTH 30pi, IepeBejeHNX
MeTO010 Aprejssjiepa, mo iX BHEOHAB INpo¢. JbBIiB. yHiBepcurery
ap. E. Pn6ka B Bapmasi B porax 1926-1928. I[a merona moasrae
B TOMY, IO AcDicTh 3MIHHOI 30pi IOPIBHIOEMO 3 sCHiCTIO Hepyxo-
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Mux 3ip 3 BizoMow scmictio T. 3B. 3ip mopiBHamHHA. Ilpn
OLIHKAX YsRUTO 6 3ip IOpiBHAHHA.

MoMeHTH Yacy WOOAMHOKHIX OLIHOK 3peAyKOBaHO 10 Telio-
NeRTPHYBEOro yacy I pimiy, HpMUOMYy YHCIEHO B WIiSHCHKHX IHAX.
IIlo6m Gymo MOsKJIMBO IOPIBHATH TaK pO3KMHeHI obOcepsaii, 004i-
caeno (asu MOOAMHOKNX oOcepBaniif Ha OCHOBI B30pY:

@ = —;) (J. D. — 2400000)

IottHO TOAi 3I'pymoBaHO pa3oM Io ABAlNATL obcepsallii, 06uncIeHO
cepeJlHi apUTMeTHYHi, IO TBOPATH T. 3B. ,HOPMAaJAbHI TOYKH,
Akl TOsBoAWIN MeHI BusHaunTH KpuBy sicHocTn 3opi SU Cygni

(I0p. PHCYHOK)

-

§ : . SICESER. S
oo 71 TS A S T\ W - O e e s =

[loni6ni nepeuncaenms spoGaeHo i3 BeiMu iHmMNMH o6cepBa-
uiaMu, mo B cymi ganxo okoxo 2000 oxHOPOAHO 3peAyKOBaHHX
obcepsanift. HaBeneni aBTopu mocJayroByBaJmcs He JUOI METOLAMHI
BisyanbHOI o0cepBanii, ajxe Tako:k BeJdunuyuHaMu ¢Qororpadiusumu,
(oToBizyaapEIMHI Ta oToMeTpHUIBUMU. B cBOiX paxyHKax 3mylme-
Hull g OyB KopucTyBaTich OGe3locepeqHIMH, II0JeKyAM Ine He
oIy OaikoBaHNMHE obcepBanisvil. JInm s3apaskn BBiwmBoctyu IBepesa,
acrpoHoMa Ilyakosebkoi oGcepBaropil, Ta Kykaprima i Puanopil
3 acTtpoH. iHcturyTy im. [lItepmGepra B Mocksi, Mir 4 moropucry-
BaTnch IXHIMH HeAaBmiMH oOcepBanisMu, Ie JaoTellep He OroJo-
IIeHNMH.

Hatigacritime BskuBamNii enocié BU3HAuyBaTu IlepioJM crmpa-
6ThbCsA Ha TOMY, 1[0 BH3HAYA6THCSA eNOXH IOOAMHOKHNX max. SCHO-
cruft. Ox1Eark 3 oruaany Ha Hejxasmi npani Hertzsprunga, sk Tarosm
nocaian npog. PnOru mokopueryBaBes A IHIIOKD MeTOAOH, a caMe
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MeTOJ0I0 SCHOCTHII cepennboi Toukn. Ha spocrawouill raaysn KpuBol
BUOUPA6TBCS TOUKY, L0 JeKHTh HA cepeJNHI INOMisk BapTicTio
maximum i minimum Ta BU3HAUYETHLCA MOMEHTIH, II[0 B HAX 30pd
IepexouTh 4epe3 Il Touky. KoHeume IpHToMy € BaJOMKATH, IO
Tpupicr sicHocTH Ha 3pocraiouilt ranxysi e mpavonigmiiimit. Ile samro-
skeHHST € B Bunanaky 3ip tuny o Cephei onpaBnagme. Ilpun Tak Besn-
Kiff CKINIBKOCTH OIIHOK SICHOCTH 30pi He OOMe:RHUBCA A A0 AOKIAI-
Hilfmoro BM3HAYeHHS IIepiodd, BATOMICTL 3aHABCS A NHUTAHHAM
IocTifiHoCTH TIepioAn 3MIHHOCTH, & caMe, Y B BHIAJKY 61 3MIiHHO-
CTM 6CTBYIOTH BHUPAsU TAapMOHIYHO-NEpiONMYHI UM JHII BUPA3H
BiKoBI — kBanparoBi. PosBasyoun paa HOpMaJbHHX piBHAHB Bla-
JI0Ch MeHi BIIKpUTH BiKOBY 3MiBY mepioly sMiHHOCTI ACHOCTH 30Pi
SU Cygni, a pasom ycraantu Bapricth crajtoi R ma = 0,0036.10°.
Ilepionnyaux 3MiH (10 NpHYMHI HEBEJNIKOr0 IIPOTATY dYacy) He Mir
s1 3aBBaskuTH. OCTaTOYHI eJ€MEeHTH 30pi BUHOCATH HAa OCHOBL MOIX
o04HcleHb :

Med. magn. = J. D. hel. t. Greenw. 242127820691 +
+ 29
+ 348455114 E — 04,0036 £2. 10,
+ 10 + 12
Bigemurutt sEax mompaBku R Brasye Ha Ie, 110 Iepioja 3 6irom

yacy 3MeHMaeTbCs, 10 3rigHe 6 3 Teopielo Kddingtona sip Tumy
d Cephei.




Dr. JULIAN BOHACEVSKYJ (Stryj)

Transformation der Laplaces'chen Differentialgleichung im
n-Dimensionalen auf generelle Koordinaten.

Es seien n zueinander ortogonale n-dimensionale Gebilde gegeben:

Ji (g g @50 20) = @
Jo (25 x5 a0} = Qg

1)
S (% g Ty X0 ) = n
Nach Anflésung nach x,,2,...25 erbhalten wir:
@ = Py (€1 Oy ¢n)
Ty = §5 (01 Qo+ €n)
(2)
Za = Fa (01 03 0a)
Die Ortogonalititsbedingungen sind:
0p; 0gy | Bp, B, 9™ 0Pn _ ~Q 07 Aq:
— 14t T2 4= R — — =10
09, G¢y 00y 00, 00, do, 2, ¢ 00,
dp; 0, ap, Ogy . 00y 8¢ - oq; 0
—~3 T2 —= _+..“_1_——. ——=Q— —_—
do, 0g3 09, ¢ 90, 09, 00, 0g (3)

09 09y | 0gy 00y | 00 00w _ 00091 _
8gu—18gn  O¢u10¢n T 0@u—18@nm o 00u—1 O_Qn

oder auch:

Pgy 00s. | D01 00, | | 0000 _Qlale
Y, Oxy, = Oaz0mg ' Oan On < O; Dz
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90, 095 , 00, Doy 001 B0y _ 3001 005 _
8, b, = Dy O, T +ax,, 0y ;1: dxi Oxi (4

0gn—1 3& 3(3,1_1 aQn 1. +69n—1 3911 _ E\3(’!1—1 ?@_: 0

dx, 8x, Oxy 0w, Oxn Oxn A=d Oxi i

Es sei nun die Potentialgleichung gegeben :

otV v -
A,V—" ,+ ..+ﬁ=0 (O)
und diese Gleichung mége auf generahslerte n-dimensionale Koordinaten
transformiert werden, Die neuen Koordinaten seien g, @,...0a und sie
mogen mit den Koordinaten x, xy...2n durch die Glelchungen (1) und

(2) verkniipft sein, Wir haben nun 1nfolge 2):

oV oV de, , 8V do, vV den .
27 % 1% (i=1,2,... 6
oz~ v 0w Toogam ¥ Tagnom (T LEe™ ©)
BV v _a_g,) aﬂV(%)*+ % Bgn) .
dx®  8p,t \dx 80,2 \0x; T Ben \oa
Lo OV dnde  Vite 0V . 0Vt
0oxi0 0 0 8@y dxi¥ By 0 ;2 69 @.1,'; (7)
hiss (=1,2,...)

Addieren wir die n Gleichungen (7) und beriicksichtigen die Orto-
gonalititsbedingungen (4), so erhalten wir:

v
=4 ((’1) & V+ A:(@z) + .+ Al(‘?n) g'f" 4 (91 4 — 4 8
9g, G))

V v
+ 4,0y o+ Ao 5

Dabei bedeuten 4,(¢;) und 4,(¢;) die verallgemeinerten Lamé-schen
leferentlalparametel

8= (L) + (L) ++ () ®

A,(f)y= i AT A ﬁ (10)

O, o, * ) daxn
Diese Differentialparameter berechnen wir wie folgt:
Durch Differentiation der Gleichungen (2) nach z, erhalten wir:
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dpi1 00, O 0o, 0%, 00u _

09, dx, il 00, O o d0n 0z, 1

0@y 00, | 0p, 00, 07000 _

do, 0x, ' g, dx, toot d0n B, 0 (11)
0¢ud@y | 07a00; d¢ndon _

691 6;31 0 Qg 0, Tt 0¢n O, =90

Multiplizieren wir nun die erhaltenen Gleichungen bzw, mit

90; 09, 9n und addieren mit Beriicksichtigung von (3), so ergibt

de,” de," """ gy
sich
[ 6‘7’1) 6%) 5‘7:!)2‘ 00, 607
. ) +. == 1 — 271 ynd analo;
L\d e, 00, 8o, | dx, 09, g
[ éﬁ&) 3%) L. +(?ﬁ)" bey _ 095
L\G o, 8¢, 0o,/ 1 oz, 8¢ (12)
[ 00‘1) 09\ (gﬁ)’“ 90, _ 0¢u
L \og, 30y T \deg, dra 09,

Quadrieren wir und addieren diese Gleichungen, so ergibt sich

[0+ (52" o+ (2T 0 =

6%)’ 6%) 6%)
= A

00, + 00, te 80,
und hieraus

4, (e)= (%) a%) . 6%)

20, 90, 00y
Analog
4, (o) = ; .
! oo \? 0ps\? ‘p“)

) +(=)+...+ 13
‘792) 00z (13)

Al (Qn)= %) 3??2) +. ann)
69;. agn a@n

Fiihren wir noch die Bezeichnung ein:

%) "’%) 9} _ g,
i) + () +- +6g.) '
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dann bekommen die Gleichungen (13) die Form:

1 1 1
Al(&) = H_' 41(92) = Fa- e A1 (Qn) =F (13-51)

Die Parameter 4,(g;) berechnen wir nach Lamé wie folgt: mit
Hilfe der Bezeichnungen (18a) erhilt die Identitit (8) die Form:

10V 18V 19V (82)

H, 30, ,+Fafg+ "'—I—F@Q ,"f‘Az(Ql) ,"+

A, (V) =

+4 (92) +‘ -+ A4 ((‘n)
In dieser Identitit setzen wir der Reihe nach: V=g, V=g,,.. V=g¢u
Es ergibt sich

1 62991 1 ¢,
H, 90,* ' H, 80;*

1 0%,
Hnag

+ 4,00 200 3"’1 bt died ) a‘“ -

ot e Ao G+

iagq’z i 2 1 9 q}e 0y
H, 00,® ' H,dp +.. +H 69 As(?:)éa +
0P, A 09y _
+ Aﬂ(gz) 992 +—" . + 2(0“) aQn 0 (14)

i #%¢n 1 9%y 1 9% *¢a ¢
H, dg,® H 6922 i +H 0¢n s T )891+

to 00 0n __
+ 42(?2)5@; + oot A(en) 30n = (.

Daraus kénnen wir schon A,(p;) bérechnen. Multiplizieren wir
namlich (14) bzw. durch @J—‘, %,...6% und addieren, so ergibt sich
09, 09, 8@,
mit Riicksicht auf (3)

0%q; 6¢! 1 6 qi07;
H, 26?1 691 00926—91 oot (15)

1 o aﬂq.iaq.i -
+E2393s5g + 4 () H, =0.

671 i gy i [(0 ¢x) ]
691 691 2o 00, (16)

Nun ist aber
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und G o7i 0% _ 1 oH,

o 00, d9,* 2 0o,
1=

(16a)
Differenzieren wir wieder die erste der Gleichungen (3) nach g,,
so ergibt sich

0%q: 9y o 0¢i0%q:
o 09,00, 005 i_1691 09, *

S %62¢i=—2na_”i Oqi 1 oH,
i ¢, D0, domi 005 00,00, 2 0¢
und analog " o 0%q: __ 1 0H, 16b
00, 0g;” 2 00, (160)
i=1
” dq: 9%q; 1 0H,
6(), 6(?::2 o 2 09,
i=1
Hiemit 1st:
N 1 8H, 1_oH,
4y(01) = _v\23123_91'+21111£a—91 + (17)
1 8H, 1 8H,
2H, H, do, 2H, H, 8¢,
1 @ H,
oder Az (Ql) - 2H1 3_91 (l‘qﬂ2 -H.‘l Hn)
Analog 10 4,
A — — (l 2 )
2 (0e) 2 H, do, gﬂl Hy o HyJ % (18)

— 1 a Hn
4,(e)=—3 Hna_gn(lg _HIHQ--;Hn—l)

Um nun negative Vorzeichen durch positive zu ersetzen und den’
Nenner 2 fortzuheben, setzen wir noch

1 1
. H2 = T Hn= k—ng;

dadurch erhalten die Gleichungen (18) die Form:
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—h 2l (g P
4 (o) =hy 90, (lg ks h3.--’ln)

] 3
A = h - [lg — 2
3 (05) = Iy 50, ( 0k, . hn) (18a)

9 ha
= byt — (lf s
Ag (Qﬂ) = hn agn (Jg hl k‘... hn—l)

und die Gleichung (8) die ,Form

ER'S BV- E)V v
2 "
i PRl R e R T
ba N0V av (8b)
+‘691( 7 g byl 691+”69,(lghh )393+ -+

av
[ ) #L_ﬁ -
t Bgn(ghl Ry ki) 0n
oder kiirzer

h, 8V 8V h
A V—h k b [}! fl k ag‘ an hgh hnaQ;[( hz h ) +
hy 3V hy 0 hy (8c)
t g Ton 00 +692h1h5...hn693( h )+"'+

hn 62V 3V ]ln
+ hy hye. ko1 B0 t 300 Py By huy 3gn( Ty By bn_l)]

Nun ist aber

}l2 hs... hn 691 hz hs... hn

oh oh, dhq
k ...n—‘—h k——..—hh Jhoy —
2h3 h agl g 1 n—1 6@1
(h hy... ho)?
L oh, ?_(k2 kg ltn)
— 91 -1 00, ( )
(P higre Pin) T 9g, \hy hs

und analog

s ) ()
Fy Ry b 005 \ ¥ Ry g g B0y \ by by .. P

hh 01 n =i(__.jhﬁ_)
Fy Prgers Frn1 302 9k1h,..,}zn_.1) 0n \ Py hgun Fin 1
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Hiemit erhilt die Gleichung (8) endlich die Form:

hy @ V)

8
B,V =h by by [&E Tk 6?1

(8d)
095 (7' Ry... ha SJ: T +30n (h - fny Z(K)]

Die Anwendung der letzterhaltenen Gleichung auf n-dimensionale
Kugelkoordinaten und ihre Losung bleibe einer besonderen Arbeit vor-
behalten,




OCTAII CTACIB (I'erinren).

Mexanism mepenocy e6KTPHIHOCTH B HENPOBiTHUKAX.”

Hamepen Mmycumo snedimioBatn ,HenpoBizsmen“. Ha ocroBi
JOTelepiIHNX eKCIepUMeHTAIbHNX N0CBiAIB, — KOJH IIOJHINAEMO HA
6omi MeTasi, — KOKHA KPHCTAJidHA CiTKa Tle imeanbHUI MOCKOHmAJNit
HeNpOBiZHNK. | HaBNAKN: KOKHUN JOCKOHAJHNI HENPOBIZHNK cTaHe

JinmuM a6o TipmuM NIpOBIAHUKOM, SKII0O B HOBIIBHO MAJUX LApPU-

HAX BaKOJOTHTHCS CTPOrHIt CTeXiOMeTpHYHMIl NOPANOK, T. 6. KOJU
y uift mapusi crame 3a GoraTo a0o 3a Malo0 OXHOI IErJHHH, I TO
y Buai itoma 4ym aroma. 30ypeHEA (Storung) crpororo crexiomer-
PHYHOr0 IOPSAAKY [TOHAMH CIPUYMHIE HMOHOBY NpOBinHiCTH, a 30y-
peHHS aToMaMu — II0HOBY, & OJHOYACHO, K I100a4NMO, i eJeKTpo-
HoBy. Ha mpuwmip: izeanpHa ciTka KpHCTANiYHOI COJH, KOJIHM HeMa
30ypeHHS CTPOrOr0 CTeXiOMeTPHYHOTO CKJIaay, To0TO 30ypenHsd ine-
aagbaOro mopsaaky HapsaaiB Nat i Cl—, mo HactymawTs 10 coHi, Oyne
3aBCiM JOCKOHAJINM HEeIIpOBiIHUKOM. 30y pUTH CTeXiOMeTPpUYBL i CKIaX
MOSKHA TEpPMiYHO 33 MOMIYUl0 TeIISHWX KoaumBaHb. OmHaye MOkHA
e 3po6uTy It MTYYHO 34 IOMIYYI0 BiANOBIZHOrO Ipomecy, Ip. 10-
nateoM T1Cl opn tBoperEi Kpucradis NaCl. Otske Binmosiznum 36y-
pPeHHAM MOKHA 3aMiHMTH ifeaJbHuft izoaarop Ba Jimmuit a6o rip-
muft mpoBigEME. B Moiff posBiaui xouy posiOpard JUII 01HO NH-
TaHHS, a caMe OOMEe:RHTHCS 0 NPOBOAY eJ6KTPHYHOCTH B aJbKaJi-
TaJboI'eHiT0BUX KpHCTaJax IIpPH cTeXioMeTpHYHOMY HaaMipi anbraJiiB
a0 raiaporeny. MexaHi3M NpPOBOAYy eISKTPHYHOCTH y THX coJelt
MOKHA BiMOBiZHO TlepeHecTH i Ha iHMI coJH.

Coan aJbKaJiraJboI eHi0BUX KPHCTAIiB PO3CIilfeH0 O0CHOBHO
B L. ¢isuranpHOMY iBCTHTYTI yHiBepCHTETYy B T'erinren min IIPOBOJIOM
npo¢. Pohl’a. Ha ocHOBI noTenepimHix Hamux BigoMocTelf mMpo Hinmki
TiJa aJbKAJIraJboreHiIN B OJHOKPHCTAJiuHill (opMi MaoTh Ayske
npocry 6yaoBy. ¥ 4YHCTOMY CTaHi BOHM — OITHYHO IIP030pi (B BUJ-
Hilt napuHi cmexrpa) i MOskHA IX QOKJAJHO PO3CIHIINTH MeTOLAMH
ONTHYHUMHE, €J6KTPHYHMMHU Ta TepMOAMHAMIYHAMH. AJbKaJiralbo-

1) Tepminoaoris srigua i3 ,CioBEmKOM ¢ismanol Tepminoaorii BYAH (Ma-
Tepisiam Mo yKpaiH. TepMiHOJ. i HOMeHKIaATypH T. 1V), Xapkip 1932
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reHin B KiMHATHIIt TeMueparypi € 3xaumi npoBizEmkavu. B mipy
3POCTy TeMIlepaTypH HPOBiIHICTH IX pocTe BHPa3HO i TO eKCIOHEH-
niaapHo. Pue. I. Bkasye BsajeskBicTb NHTOMOI IIPOBiTHOCTH aJbKaJi-
raJbor'eHiNiB Bij TeMoepaTypii; a0CHUCOI € BiZBOPOTHICTH abco-
JI0OTHOI TeMIeparypl, OpAMHATOL, UOAINEeHOH JOTapHUTMiYHO, IHUTOMA
NpoBiAHICTE. ¥ BHIINX TeMIlepaTypax Maé IlepeBary JHII TepmiuHe
30ypeHHsI CTPOTOT'0 CTeXiOMeTPHYHOro CKJIany. B Hacainok TemasHux
KOJIUBAHb KpHCTAJy II00UHOKI HOHH RiqAIM0I0THCA, IepeMillyoThesd
i omicas mopymanThCs B eJEKTPUIHOMY IOJi. Y HIRIMX TeMIepa-
Typax IepeBaskas 30ypeHHs, 3aMOPOKeHe B Yaci TBOPEHHA KpUCTAJY.
Ile 36ypenHsT MOske nposBIATHCA y (opMi Aip B KpHCTadidmilt ciTii
ab0 y ¢opui HoRIB, BTHCHEHUX B MimcCiTKOBI Micnd. AJbKaJairalno-
T'eHiTOBI KpUCTAJIM 3HAE6MO B UHCTIM CTaHI AK THIOBI NPOBIIBWKA
[10RiB y mpoTHCTaBIeHHI N0 MeTakgiB, HIHUX THUIOBHX IIPOBiIHHKIB
enexTpoHiB. Ile poapisHesHsa 6 no6pe. OxHAadye HAa OCHOBI HOBHUX 0-
cIiniB BoHO BuMarae nomnoBHeHHdA. [lecnoaiBaHO MOKYTH KpHCTAJH
aJbRAJIraJLoreHiiB BUABAATH 100i4 cBoel 110HOBOI NPOBIZHOCTH
Hepas 1 mepeBaskalody IPOBITHICTH €JIEKTPOHOBY.

Ro:xantl xeMik 3Hae, II0 KPHCTAJ aJIbKAJiraJbor'eBily TBOPHTb
B mapi cBofforo KaTiOHOBOr0 MeTaJ o, Ip. XJAbOpix Kalid B mapi Ka-
aisg npu okoso 700°C, maamip Mmeramio B kpucrtaai. Bim nase kpucra-
JeBi, mo mnepeame OyB NJIA Oka IIpo3opnii, cuJbHe BUIHe 3aldap-
BrerHs. J[nas Hocig 1poro 3abapBieHHS IpUAYMaHO HAa3BY ,LEHTp
G6apBn“. PopMaJbHO MOMKHA BBAMKATIH LEHTPH 0apB aToMaMH albKa-
JiiB T. 6. 3aIyKol Karioma i exexrtpona. IlenTpu 6apB € BBHLY HIBOTO
HeBTPAJbBENMII aTOMaMH aJbKaJdiiB, 110 MiAJATA0Th CHJIAM CITOK KpH-
crajy. AGcopOUifiHNmii creKkTp LeHTpiB 0apB BUABIA6 A3BOHONOLICHY
cuyry. Yacrory MakciMa cMyrm MosHA OOYHCIHTH i3 eMnipmyHOL
(popmyan :

»d? = const.

IIpuxnanu cuexrpiB mozae puc. Il

Csitro, mo Bnajgae B abcopOmitiai cmyry, Bupusae (abspalten)
eJEeKTPOHI i BOHI B citni mopymatoTbes c¢BoGinHO. B edexrpuasoMy
O0Ji NpOABJIAITH TAaKL KPHCTAJU BHYTPIIIAIN CBiTJI0€JeRTpUIHNH
edexT. ;

Enexrporn nenTtpis 6apB MoskHA BHpPBATH He JIM CBITJIOM, ale
TAKOZ MOkHa iX BHCBOOOAUTH uyacoBO TepMigHO. Bmme 200°C Tep-
MiYHa CUOHYKa IlepeBHIIae HaBiTh cBiTaoexexTpnuHy. IIpn Temme-
parypi axnx 550°C Mo:xHa HeHTpH GapB BHAICTATH 3 KPUCTAJIY B Ha-
npsaMi aHOAM eJEeKTPUYHHM IoJeM sKkux 220 BOJET/IM B KiJTHKOX
cexkyaaax. Pme. IIl. momae kpmera:, mwo B HiM JiBa moJ0OBHMHA CTajda
BHOBY sICHA 4Yepe3 Biaxia edexTporiB. CTpyM ocdArae mo J0JydeHHIO
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noJas HaWBUILY BapTicTh 1 maze omicad 10 BiAX0Xi eJIEKTPOHIB 10
nesnoi mocritigoi Baproctu. Pue IV. Brasye mepe6ir crpymy. Ilo-
CTiflHUIl CTPYM IOXOANTEH BiJ BJACHOI eJeKTPOJITIIYHOI IPOBiTHOCTH
KpIcTaJa, ¢TpyM, 110 YacoBO cnazae, Bi pyxy exekrponis. IlIpago-
BaHA I[IOBePXHS BilKAa3ye II0JOBIUHY HAPALY, TPAHCIOPTOBAHOTO eJIeK-
TpoHaMIl. TpaHCIOPTOBAHY KIJBKICTH €JeKTPHYHOCTH MOJKHA BH3HA-
YATH, & THM clIoco6oM o6umeantn ueHTpn 6apB. Ymerao Tak BUYH-
CJIeHHX IIeHTpiB 06apB B3r0/IKy6ThCA BIOOBHI 3 YHCJIOM eJEKTPOHiB
aucnepsii, 1o oro MoMHA JicTaTH 3a MOMIYYI0 NOMIDY — ONTHY-
HOI0 MeTomol0 — cTrajoi abcopOmii i miBBapTicHOI MIMpPHHMY.
JlocBin 3 MaHAPIBKOO eJeKTPOHIB MOkHA IPEICTaBHTII Ille Ha-
raazagifime (mop. pue. V.). Uepes BigmoBinmuft katox, depes BicTps
a60 dYepe3 aHOAHO CIOJAPHU30BABY IIITY BXOAATH Y BIICOKill TeM-
neparypi eJekTpoHHM y BHAI XMapl IeHTpiB 6apB B kpucrad. Ilpm
IIbOMY OYeBHJHO IIpOBiJHiCTL [OHIB KpHCTaJy MycHTH JA6aTH IIpO
cBoe BupiBHaHHA. [lo TpuMaHIpPYBaHHIO eJeKTPOHIB 3 BicTps ado
AHOTHO NOJSPH30BAaHOI INIMTH Maeé KPHCTAJ IOUPH CBOE CTexioMer-
puuHe 30ypeHHS ItoBaMmm e JoAaTkoBe 30ypeHHs atomamu. Pue. VI
BKa3ye HAM MeXaHi3M T. 3B. HAQYHCEJbHOI IPOBiAHOCTH eJeKTPOHIB.
Enexrpor BigauconioByeTbes TepMidHO, IOPyIMIa6ThCs HEBIAHO, 4 0li-
CJIA 3HOBY OCifias SK I[eHTp OapBH. ,
Y rakutt cammit crnoci0, gepe3 orpiBaHHSA KpICTaJaiB B mapi ra-
JbOI'eHIB a00 Yepe3 BHXiA 3 BicTpsA, MOKHA BHAICTATI CcTeXioMer-
pUYHHNII HaAMip Trajdbor'eHy B AJbKAaJIraJboI'eHiZOBHX KpIICTaJax.
fAr npuraax maeMmo aGeopOuifiHiit cuekrp oAy B KpHceTaldi ffogaka
raxaig (puc- VII). Ile e cnexrp ymicuesieroro Modexyia fiony B fio-
naky Kauig. Yepes npmioskeHHS I10JsS MAaHApYye HaAMipHNI raivoresn
np. fox i3 ocTpmM sagHMM (PpoHTOM 10 Katoaa. Hampam mamapiBkm
y €JIeKTPHYHOMY IOJi 6 HAupAMOM J0JAaTHLOTO HapsAAy, 3H. BilBO-
POTHO AK Y HAAMipHHUX eJeKTpoHIB aapkaaiiB. Hesrpaabmufi flon me
MOKe OYeBH/IHO MAHJPYBATII B eJeKTpHYHoMy moai. Mexamiam Mam-
APIBKII cOIPA6THCS HA 3acCTyNHiMt mpoBixBocTH edekrpomnis (pue. VIII).
AtoMu tiony, IpHUsBHI B BUCOKill TeMmeparypi, AicTalOTh BiJ €BOHOTO
itomoBoro ioHa, IMOJ0KEHOro B iX cyciZcrBi B HaupaMi KaToly, OANH
exexTpon. Uepes Te mepeMimieThes poud IeranH (Baustein). Bomo
BUIA6THCS, HEMOB aTOMHM 101y fAK JOJATHHII HapAX I0CYBAIOTLCS
B Hampsui karoxy. Ti jocaian MaoTh 3HaYiEHEA B IAPUHI TPOBiAHOCTH
@JEeKTPOHIB B I[IIKNX TiJaX, a TOJOBHO y I[apHHI IiBIPOBIAHIKIB.
BumitMy MaHApiBKY eJeKTPOHIB MOKHA OyJI0 JIETKO IOSCHUTH.
Tepmigna ancomisiis neaTpiB 6apB mocravaga HeBHAUMI {foHI 1 He-
BuAnMi exexTporn. EmexkTpoHN MOMYTH AHQYHAYBATH 3 BEIHKOD
ckopicTio, 60 1epebiranTb cBOGIAHI ZOBRUEN A0pir. B exexrpiaaomy




moai npierae mg audysis BuzHAUHNIT HanpaM. PiBEom MoskEa MipuTH
pyxauBicTh 1eBTpiB GapB. Hailnexme oOcepByBatI iX K MaJy xMapy
1eHTPiB 6apB B YHCTIM 3pemTol Kpucrani, a0 MipHTH CTPYM eJek-
TPOHiB B CTaI[iOHAPHIM CTaHI Ta WHCJIUTH:
K=nev
(K = mmroMa NpOBiZHICTL eJEKTPOBIB, € = eJeMeHTapHuIl Hapsn,
V = DPYyXJUBIiCTH).

PyxanBocrn MipeHi 1muM c110co060M, POCTYTh €KCIOHEeHISALHO
3 TeMmeparypolo Kpucraay (pue. IX), m. 6. i3 pocxoMm TemIepartypn
pocTe TepMiuHA JIICONiAmiA uUeHTPiB GapB B HOHM i eJeKTpoHH,
a00 IaB3M CHOYMHKY €JEKTPOHIB B 3BA3AaHHIO IIeHTpiB (6apB CTalTbh
mermi. Pyxamsicte 1enTpis 0apB B 3aJeRHOCTU BiJ TeMIepaTypu
MO’KHA IIpeACTaBUTH (POPMYJION :
&

T kD.
V=1V, &
JloGopoM iHmMOro Mipmia MoskHA 10BecTIl KpHBi 3 piBHHM amio-
HOM 3 OCTAHHBOTO 4eHa 10 HakpnTta (puc. X.). OpangaraMiu 6 pyx-
JITBOCTH ILIeHTpiB GapB, abcmuicavu a0CcoJ0THA TeMlepaTypa, AijdeHa
XapaKTeplUCTHUHOI TeMueparypolo. Beamunmy €@ picrasMo 3 3adjesk-
HOCTII TeMIIepaTypH NHTOMOro Temaa. [aexrpoHm, BixipBami Temio,
MOKRYTh B KpIIcTaJi AHPYHAYBATH I AicTalwTh, K MH (GadIlIf, B €JeK-
TPUYHOMY NOJi BH3HAYHHNIT HaupaM. [es eJeKTpHIHOro moas MOKHA
MipHTH JMII TepMidHy Au(ysilo, HAKOIH € cuaj KoHnearpamii. [[u-
(pysitige wircao D Bn3HAUyeMO Hallkpalle ONTUYHIIM HOMIpOM po3-
Ilny KOHIeHTpalil npu 3a0apBlIeHHID YHCTOr0 AJbKAJiraJboleHino-
BOTO KpHCTaJdy B mapi anpkadiz. Mexamism nu¢ysii nentpiB Gaps
JacTb HaM ille Kpaule 3po3yMiHES TPaHCIOPTY edekTpuynoctH. Hafi-
neMo Migk wncaom audgysittamM D i pyxsamsicrio exekTpoHIB Ta j10-
JATHUX HApAAiB Takuil camufl 3BA30K, 3HAHHII HAM B eJEKTpPOJisi.
Beesm Taku 3 jgedxmM 3sacrepeskeHHAM. B edexrpoaisi smaemo Jnm
IpOBiAHICTL HOCIA, 1. 6. NPOBiAHiICTL BiA'6MHHX i J0ZaTHNX (iOHIB.
Tyr mycumo npencraButu co6i, mo Bin'eMai HoHM 6 3acTymJIemi
€JEKTPOHAMH — 3 THM JOJATKOM, 110 He JUII eJeKTPOHH IeHTpiB
6apB MOKYTH MAHAPYBAaTH i3 CBOIMN JOJATHHMH HapsJaMi, aje 1o
B TPAHCIOPTI €JEKTPHYHOCTH GepyTh TAaKOK ydJacrTh HOCii, IpuHHa-
JeskHi 10 citku. Bomm BuTBOpHIOTL B Kpucraai Ges ueHTpiB 6aps
eJEeKPOTITHIHN CTPYyM. 3BA30K Misk pyXJamBicTio eJeKTPOHIB, 101aT-
HiX eJeKTpoHiB Ta craaux andysii gae gopwyaa:
ok k+ Voo R
5 k.*. + e ?
(D = craaa aundysii, v_ = pyxausictb eaexrpory, ki — mmTova
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npoBigHicTe KaTiomiB, k_ = mmroMa INpoOBigHICTL eJeKTPOHIB
k = crana Boltzmann’a, T = a0coJoTHa Temneparypa, e == elle-
MeHTapHHIT Bapsan).

B rpaEnmymEOMYy BHOAZKY BHCOKHX TeMIepaTyp Ta Majol KOH-
HeHATparii meHTpiB 6apB Ie piBHAHHSA 3BOUTHCA A0 IPOCTOI popmiL

D=V._£'I—‘-
e

OcramBilt 3BA30K IIOKa3ye HATIAAHO OChb 10. B BuCOKill 1em-
nepatypi B I'paHNYHOMY BHIAJKy IJepeBaskaiodol IpPOBITHOCTH eJeK-
TPOHIB IM(PYHAYOTH €JEeKTPOHH B CHIAJKy KOHIIEHTpaIlil 6e3 Ieperon
y Kpucrad. PyxXJuBICTL €JeKTpPOHIB € BH3Ha4YeHA BHKIINYHO JacOM
no6yTy B 3ayli IeHTpiB 6apB. B HUBBKHX TeMIepaTypax, KOJH Ile-
peBaskae IPOBIIHICTL €JeKTPOHIB, B:ke He BHCTap4ae EJEKTPOJIi-
TUYHe BHUpiBHAHHEA. MaHIpIBKY eJeKTpOHIB CIHHAKNTL N0JAaTHI 3a-
anmikoBi Hapsaaun. Tepwiura audysid edeKTPOHIB IOACHIE TAKOM
IIOBCTABAHHE KPHCTAJiB CTeXiOMETPHYHMM HAAMipoM aJbKaJi4HOTO
Meraao. He nudyEAyOTH aTOMHI AJbKAJIiB, & €JEeKTPOHH.

B mecramiomapEoMy cTami BH3HAUye BCe IONATHHII XapakTep
PYXJIUBICTH €JEKTPOHIB B elekrpudEoMy Iodi. Ile mnepenecenme Ha
Hami IleHTpH 6GapB BHAYNTH: B HUKUUX TeMIlepaTypax Ta IlepeBa-
JKA0uill TIPOBIAHOCTH eJeKTPOHIB MOKHA JHII B pasi izeaibHOro
MIOCTAYYBAHHS eJeKTPOHiB 0e3 JbOKAJIbHOI'0 HapYMyBaHHS IOJS
B KpHCTaJiugifi citmi nicraBaTm TpaHCHIOPT eJeKTpUIHOCTH (€3 Ie-
penoH. MoskINBO, 110 Ile JbOKaJbHe HapyIIeHHS II0Js CIPUINHIOE
PO3IOPOmMEeHHs CKOPOCTH B HMIKYNX TeMIepaTypax.

[Ipo6aema TpaHCNOPTY “e€JEeKTPUYHOCTH B HENPOBIIHHKAX Tpae
B Texmili Bexuky poan. Kosuuit spae 3HauiEEa Cu,0 B TexHImi.
Ha skaub 1 cy6eraHNisi He HalasThCsA 10 ONTHYHMX poacaizis. Ilpn
JIOCHAiAi TPAHCHOPTY €JNeXTPUYHOCTH B AJbKaNiralbor'eHi0OBHX KpH-
cTaJax (TeXHiYHO peyoBMHN MeHINEe BaskIUBi) MokHA OyJI0, SK o 1€
B/K€ CKasaB, IPUMIHUTH OITHYHI, eJeKTPHYHI Ta TepMOAMHAMIYHI
metoau. Yumero TepMOAMHAMIUHY NOpory sanpomomEyBaanm Wagner
ta Schottky. o mporo mnpnmeBoauB ix BHOip po3ciigsyBaHOI
pedoBHHH. fIK BHXiZHOro MaTepisuy B/KHUBAJIM BOHH METAJiB, OTiKe
ONTHYHO HEOPO30pPHX Ped0BHH, i poOMaM IX BiANOBIZHMM cI0COGOM,
Ip. TOKPHUTTAM Mifao B arMocgepi KucHSA, Jinmum a6o TipmuM mpo-
BizEEKOM. B 060x pasax — BHcaign oxHaki. Mu BuOGpaaum dAK BH-
XifEl pevoBHMHHM ONTHYHO IHpo3opi. I3 3a TOro MosHA TpaHCIOPT
€JIeKTPHYHOCTH HOCI{B IIpeAcTaBHTH HArJAJHO.

B il o PR e s o ———— s 2 A R
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BucrOoBEKH.

1. IneanpHa, HeMeTadiyHA CiTKa 3 JNOCKOHAJNM CTeXiOMeTpHd-
HUM CKJIAJ0M 6 JOCKOHAJUM HeNpOBiIHHKOM.

2. Binnoizro 10 36ypeHHS HBOT0 CKIANy MO:KHA HeNPOBIAHHK
8po6uTH ripmmuM a6o JinmuM IIPOBiAHHKOM.

3. 30ypeEHs CTeXiOMETPUYIHOr'0 MOPAAKY IHOHAMU CIPHYUHIOE
npoBiaRicTh fi0HIB, aTOMaMH IPOBiAHICTH HOHIB i eJeKTPOHIB.

4. Ili BizEOmMeHHs MoHA A06pe NPeACTABATH HA AJbKAJira-
JBOI'eHI/IaX 3 CTeXioMeTpHYHHM HAAMIpOM aJdbKajis a6o rajboreHa.

5. AnbkagiraJboreHiZn 3 HaAMIpOM 4JbKaNis CIPHYAHADTH
80iMbmeny NpoOBiXHICTH €JeKTPOHIB, aJbKAIIraJbor'eHiAn 3 HaAMIpOM
TaJdboI'eHa J0JATKOBY IIPOBiAHICTH €JEKTPOHIB.

6. Ilomipom wymema nu¢ysii BHsHAYEHO BIMINB 3AJHINKOBUX Ha®
pAZiB Ha PYXJHBICTh €JEKTPOHIB.
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10. BOTAYEBCBLKH (Crpuit).
(Gopmanism T& inTyimiomisM y Maremaram,’

Ouelt noxmrax BHXOANTH B Aewo smimeEoMy BmAi. A came Xo-
JaHO 10 HLOTO AeAKi NosACEeHHA, HeoOxiiEI Ha 1e, WOOH YATAY,
He BCe MATEMATHK, MIT sk cJail 30pieHTyBaTHCh y npoGaeMi. Bees
TaKd JoKaaY (peepaT) ocTaEe MOKJANOM TA He CJIil CTABATH X0
HBOI'0 TAKMX CAMHX BHMOI, AK X0 MOHorpadii Toi minAHKH MareMa-
THKH, 119 Ii B TakoMy ‘i iBakmoMy Micui 3aTopkys. Horo nins —
noiagopuysarir, 3ainTepecyBarn. [ Akuo Taka, 10 NpaBaa, CKPOMHA
niab 6yle OCATHeHAa, TO 3;Ia6TbCA, ILI0 3aBIAHES NOKNANY MOMKY
‘BBaKATIl CHOBHeHNM. Ta B HiAKOMY BHOAIKY Takult 10KIak, X01 6
B fecATepo nomnperni, He 6yne Hagasarueh 10 cTynil. Tomy
mopal HampukiEul aiTepaTypy npeamery, Gojaf Taky, SK 3HAW,
KpiM IBOT0 3Ta/yBaTIIMy NPIEAriZHO OpUriBaJbHEI TBOPH T& PO3BIIKMH,
10 3 HUX MokHa6n pid cTyaimBaTn He xouy BIAyTyBaTH HeHa-
yrOBUX agopuaMis. Ta MUMOXITh HaraJywrhCs Ta HACYBAKTHCA CI0BA
Binenchkoro (isuxa JIexepa: ... Stecken wir das Ziel beschei-
dener, so erreichen wir mehr“, Mawo maain, mo oueft HokIag CHoB-
HHUTH CBO6 OCb TAK CKPOMHO 3aKpO6He 3aBIAHHA.

I. TIPOBJIGMA.

fk reuy possiiky BHOpaB A MoasMiKy, IO BHBA3AJIACH NOMiN
MareMaTHKaMi B OCTAHHIX JecATHIITTAX Ta AKY NOPyMYBAEO TPOXH
Heé HA KOREOMY 3’(311 MaTeMaTHKIB — 3 HiCHABOSHHUX sraiarm 6
TIIBRI Tpo 3'i31 B Hasrafiv 1920 p., €ai 1921 p., Jlattnmiry 1922
i mp., a 3 ocrammix 3'i3x1 miMeunpknx JaikapiB i npupoaEukis B [Ipasi,
Ha AKOMY OpaJil y9acTh B AHCKycil He TiABKM MaTeMaTUERH, a If nped-
CTABHURM JbLOI'KH, a Tako: 1 KpuTury MoBH. Ilonemika TOpKasThes
OUTAHHA BapTOCTII MAaTeMaTHKH Ta cTiltHocTH ii TBepaskeHb. Ilu-
TAaHBs] MOMHA cQOPMYJYBATH CIOBAMI, 1110 1X TAMKKO IlepeKJacTH Ha
yrpalHCbRY MoBY: ,Ist die jetzige Mathematik iiberhaupt logisch
zwingend ?¢

BianoBinEo 0 mbOro, AK CTABMINCH MATEMATHKH A0 OBOTO IH-
TaHHA, T4 YU AaBald OPHTAKYHYY, UM 3alepedylody BiAmoBiAbL EHA

') Pepépar wmramm#t na V1. 83wl ykp. mpmpoxmmkis i mixapie y JIEBoBi
17, TpaBms 1937.
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HBOI'0, Ainuaiich BoEU Ha nBa tadopu. [IpotuBHukm Tesn npo Ges-
OIVIZARY cTilfEicTh Ta ,HeBHICTH® -MaTeMaTHLI Ha3npawTL cefe im-
TyiniomEicTaMu, OPHKIOHEVKIB Ha3MBabTh popMadicTamIn.
IlikaBo, wn came oui MATeMATHKH, AKIM Hayka I1ye (araTto 3a-
BAAUYS, NOJANH 3 YacoM B CyMBIB 6arate TsepAselb T4 HOKasis,
Mix i@, HaBiTh cBOiX Byachmz. I[a ofcraBHEa € J0KA3CM. IO Take
1X cTaHOBHUIE Ie BHCJIA eBoJomii IXHIX NOTIARIB, Ta NPHHEBOJIWS
‘CTAaBUTHCb 10 IXHBOI0 CTAHOBHMINA IysRKe Cepiuo3HO Ta EXWINTH To-
JIOBY Tlepel IX CaMORPHTHKOW0, TiZHOKW cupaBiai Buenol NOANHIL
lo6n sk caif 3’AcyBaT# CTaHOBULIE NPeACTSBINKIB 06MABOX
HampAMKIB Ha NPHKAaN3X, Bp6Apan NilcTaBH I'eoMeTpil, 110 Ba HHX
Haflkpallle MO:KHA 3'scyBaTH CTaHoBHINe (oepManicTiB. Ta Teopin
MEOKHH, Ba ARl Halllepme IovJaan INOKAasyBaTilChb pIci | npora-
JIABM, 100 N G0BeJH onicasa axo Kkpisu, 9u paame po3bynosn nii-
¢raB. Mawoun BHa yBasi yurauiB, He 0GIBHAHNX i3 MATeMATHYHHMII
MOHATTAMY, NOCTAPaiCh NCACHATH IOHATTA, SKi npufileTbca saTop-
KHYTH, N0 3M031 AcHO 1 moKIagHO, NpecyMyWUH TINLKH Taki Bigo-
MOCTH 3 MaTeMaTHKH, L0 IXx a6 cepeJHBOIIKIILEEe 00pa3yBaHHL.

1I. OCHOBH TEOMETPIL

[lepmi BigoMocTH npo reomerpilo, TpakToBaEy HopMalIbHO, TOGTO
He AK HDPAKTHIHEe 3eMJIEeMiPCTBO (JK BKasyBaka 0 caMa Haspa), a fK
3aMKHeHY B cofi cucTeMy nNpaBz, 3ajexHNMX 0ABa Bil olnol, MaeMo
Bin rpekis. Meam-6iabm 2 VI. er. mep. Xp. reoverpia (a reomer-
pieo HazuBazu (iTbOcOPH BCe Te, IHO- CHOFOANI HA3MBAEMO MaTe-
MAaTHKO0) BBaMRaJach TITAEKOW JbOLIKA, Ta fi TO YN Ie DafiBask-
Bingow, AK Ha [e BKasye xoudu Buckas lnsToma ,Mndeis dyewuér-
onrog &lgitw pod Ty oréynr®, Oni ¢inbocodu. B SopoTwOi 3 codi-
€TaMN, BAJOCKOHAJMIN TeoMeTpio, Ak adcTpakuifiny Hayky, Tak IO’
gepes 6iapm ax 2000 agiT miacrasm reoverpil, Buaoseni B Eprai-
JDOBHX ,Zcoryeia numuance Hemapymesi. IIlo Ginoore, mayka
reoMeTpil 1te X0 HelaBHa OyJda Mallske ODHO3HAYNA 3 HAYROW
Eexninosnx eneventie. 11lo6u nopiBratn EBkainoBy akciomarnry
3 HoBiTELOKW [iabGepToBOI, 103B0JK 6OOI 3alepwmarnch mafi-
Ilepme Ha AeskdAX Aediminiax, moctyasTax Ta axcioMax KEexxina.
IIpuriM morIMKyBaTMCHLMY Ha JHIlchke BuiaBHS Heiberg’a: Eucli-
dis Elementa Vol. I libros 1—IV. continens. Lipsiae 1883, 333 S..

Orike mepma KHNTa 3aynpasThed 23-ma pediminiawn, 5-va mo-
crydaravn i 5-ma akciomavmu. 3 momim yeix 118 nedisiuift (Sgor)
tipuraaesMocs H. np. 1 , Squcidy donwv, ob pégos oddér“ (Touka e
ock, 110 He 1a6Thed noniautn) abo no Il ,Ieauus 6 uijxos drla-
wés“ (niRiA we HOBMHHA Oe3 mapugn) abo no IV, EdSda yoauut
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douw, fiug &5 loov woig @’ faurijg onueiorg xelrar® (mpocra aigis 1e
Taka, II0 01HAKOBO [,B ONHAKOBHIl cIOCi6] JesmuTL nOMik CBOIMH
ToykaMn). B ouux i mexiprox Ja’dpmux Takux camnx pediminiax
Esraig naMarasTbcd BIKAMKATH B UHTad9a Bargagge 306pameﬁaﬂ,
JABIIBEA UHX TBOPIB, Npo swi rosoputs. Ilinkow imaxme H. T'iap-
Gepr, y AKoro reomerpig miaxoM cdgopvarizopada. Ta Hax 1UaM
3anepaycsa HeGaBOM.

Ilocryaara (aizhueze) i axciomu (xowwvai &vwvoiar) — e Hesaki
TPaBaM, 10 Bi1DOCATHEA 10 ONLX GCHOBHNX NOHATH, ONUCAHUX Ne-
piminiavMy, Ta 1 To Tagi OpaBAM, IO 3 HAX YHKE METJIAME UMeTol
TbOTIKI MOKNA BUBECTI! yci TBepaseHAs reomerpii. Ons Beauvas
JbOTIMHA GYaiBNA, L0 CIOYNBAE HA (PYAIAMEHTI OIUX NOCTYJATIB
T2, axcioMiB, ne me it 10 croronEi 3pasok MaTeMarnyHoOI akcioma-
Tikd. Ta ousa 6yniBas Buxasye oaHy Xudy: cHcTeMa akcioM He-
noera. Tak mop. B XVII[ gedinoinii (nmonepeunnx Ekoda — e AKa-
HeOy/Ab IpocTa, NOBeleHa \Iepe3 cepeAWHY i3 obunBox GokiB oOme-
skeHa 00B0J0M KOJa, BODA Nepenojosaios koao) abo B XXIII (pis-
HOGIkHI me Taki Jimil, mro nexxate Ha OHIl maomi i, nmpoxosseni
3 00111BoxX GoXKiB B GeaxoHeuRicTh, He nepemn’ambcs{ 3 KATHOI0
GOKy) — DDPHIMAETHCA AK CaMO3pO3yMianlt, HeHAIHCAHUM, NOCTYIAT,
IO KuAkHZ TOYKA AlMdTh NIpocTy Ba ABL YacTuHD, B V. NOCTYAATI
(A0 npocta nepernmae Bi Npocri i TBOPHTH 3 HUMHM 3 ORHOTO
6oKy -cepeloBi. KyTil MeHIIl BiZ JABOX NPAMHX KyTiB, To Ti mpocti
NeDeTHHATLCA 3 HBOT0 60Ky, 1O AKIM JesaTb Ui cepedoBi KyTd,
MenIi BiJ ABOX (PAMUX KyTiB) — IPHHNIMA6THCH MOBYKY, [0 KOMH]
IpocTa 1ianTh oy Ha 7Ba obmupu, B IV. akciowi (ue, wo Ha-
KpPHBASTLCA OJHEe 3 OABHM, € OJHe OJHOMY piBHe), TOBOPHThCA PO
HAKPHBAHEA (z¢ épagudélovra), 0THe BBOANTLCS NMOHATTA PYXY I.T. X.
Jesaxoro nonuvBBeHEA akciomMaTHKi Tosepmns y 1882 p. M. Pasch
y cBoix ,Vorlesungen iiber neuere Geometrie,. Mim ig. BsoanThb
BiE 10 reoverpil 1. 3B. ,Zwischen-Axiom“-11 — ¢J0BO, 119 I10T0 TAKKO
NeperIacTi Ha AKyAeSyNh IHMY MOBY.

Hosri gocaizn ,Eremearie Eexniaa ta cmpobm nepeSymosu
foro axcioMaTikl, 0C00JUBO HeBOAaYR] 3yCHIIs, 11106 A0KA3ATH T. 3B.
V-1y axciomy Esraiia Ta BizknmEyTi il HakiHeNb AK sadeskHy Bif
TPYTIX, DoBedil A0 BLAKpHTTS T. 3B. HeeBRIigoBoOI reomerpil

Tyr Maxeubke ToSICHEHES; r'oBOpl PO HEEBKIL1OBY TeOMETPIO I Tay
1a3mBan TeoMtTpio JoGaveBchKOT 0, 10 B Hilt MOGIY aKCiOMIE T. 8B.
,a6coMTHOI“ reoMerpii (To6To Takoi, mo He po6mTh YEATKY 3 V. EBEL
KeioMd, o saHAMaeThed TIXBKI TBepLKeHHAMH, 10 JaTyThCH BABECTH 3 yeix
HIOAX axciod kpiM V-of) BakHa 3aMicts V. akciomn EBkziza akcioma Jlo-

aYeBGHEOTO0: ,IcHYE MpocTa ¢ i Touka £ mo3a 1pOcTOW g, Taka, L0
loHaftMedIe ABL NpocTi, moBefeHl depe3d F, He HeperaHamTh MpocToi g,



84

(Rich, Baldus: Nichteuklidische Geometrie erop. 70). IcHye we upim
nEoro reoMerpis Riem ann-a, mo B Hill Baxaa 3aMicTs EBKIiZ0BOI aECioMH
agcioMa PiMamEa, a caMe, W0 3 TOUKE T03a IIPOCTOR He JacThCA IIO-
BeCTH N0 Ipocroi #aiHa pieHoGixHa., Ta npuiiEdBmIE IO axcioMy, Mycamo
BIIEOHYTA JXedkl agcioMm alcomormol reoMeTpii. Tak mHmp. B abeomorHiff
TeoMeTpii, Tak caMo B Eskxizosidl i JoGaueBchbEoro, ABi UpocTi MOKYTH Ie-
PeTBHATNCE [oHalGinEme B oawilt Touli (AKIMe He HAKPUBaRIOTHCS), 4 B Ie-
oMeTpil PiMamgRa A8i MpocTi MepeTHHAWTHCA yce B ABOX TodKax. AGo immmit
npugkan: B abconoTHif TeoMerpii, Tax cavo B Teomerpii JoGaueBcnroro,
BaKHa M. IH. aKcioMa: 3 TPEOX TOYOE Ha IPOCTIH yce OAHA 3 HAX JXeERTh
moMix AsoMa ApyrEME. HaromicTs B Teopil Pimamma maemo akciomy: Kowaa
8 TPLUX TOYOK Ha AKifiEe(YAR NpocTill XeXATHL IMOMIK JIBOMA JDYrBMH.

Bwe na ommx npEEXafax BAAHO, MmO akcioMa PiMaHHEa, NocTapleda
Ha micue V. EpuxizoBoi akxcioMm (abo 01H03HA4HoI 3 Hew 1HMIoI) Hapymye
JEmi akcioMRE afcolmrHoi TeoMerpil, BaroMicTh akcioma JdoGaZeBCEEOrO He
napymye ix. TamMcaMnM MomHa poa0yZoByBaTE abcoalorTHy TIeoverpino abo
npniiMapyn AofaTeoso V. akciomy EBkxiga afo V. arciomy Jlo6ageBcrroro.
B nepmoMy Brusiky Maemo EBEXiZoBY, B ApyroMy HeeBEILiOBY IeoMeTpiio.
Xoy ZexTo 3a4mcaoe 1ie # reoMeTpin PiMaHHa 10 ,HeeBKIiZoBRX® T'eoMeTpilf.

Tlisganas nisi HeeBkaIizoBol I'eoMerpii, Ta KpHTHES Iincras
TeoMeTpii moBeaH X0 MOBCTAHHS HOBITHBO! arkcioMaTUEM, 10 Hallma
spaskoBuit ucinie B ['ine6eprornux ,Grundlagen der Geometrie®,
OIbOMY Illle A0ci He NepeBRCIIeEOMY TBOpi, Xou caM I'iabp6epT Ho-
IIOBHIOBAB MincTaBu reoMerpil, xou mexto, sk HOp. A. Rosenthal
BHUKABYBAB, II0 IeAKi 3 akcioM safiBi, x09 mexTo (K Enp. M. Dehn)
posfynoByBaB ix naiaplme, iHKOJW Ha 3a3MB caMmoro Iinbbepra.
B nwomy tBopi ninpamo Eerkaizosi akcioMm ocHOBHIH kpHTHYAiM
agaxisl Ta mepepioui. PisEmmi noMim nocryusTtamu Ta axciomamm
TAM y2te HeMas, FOBOPHThEA TIIBKH Ipo axkcioMH.

3aMicTb gediminiil BHCTYNAKTL TaM Y#Ke TiAbKM HOACHEHHS
(Erklarungen).

Y Beryni kame 'iap6epT: ,Die Geometrie bedarf — ebenso
wie die Arithmetik — zu ihrem folgerichtigen Aufbau nur weni-
ger und einfacher Grundsitze. Diese Grundsiitze heifen Axiome
der Geometrie... Die vorliegende Untersuchung ist ein neuer Ver-
such, fiir die Geometrie ein vollstindiges und méglichst
einfaches (mizuepkremss camoro asropa) System von Axiomen
aufzustellen und aus denselben die wichtigsten geometrischen Sitze
in der Weise abzuleiten, da8 dabei die Bedeutung der verschiede-
nen Axiomgruppen und die Tragweite der aus den ein-
zelnen Axiomen zu ziehenden Folgerungen (migyepk-
HeHHA Mos) mogiichst klar zutage tritt“. .

» Vollstindiges System“ smagnrts, u10 yce TaM NOBHEHO GyTH
ACHO CKasaHe, OTKe HeMae TaM Micild AJA akcioMiB, BIIPOBaJMYBa-
HOX ,MOBYKU*, AK He nieTkea y EBraiga. Tsasgme Bike IPUIOIUTHCA
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ckasari, o 3Ha9uTE ,moiglichst einfaches System®. Ile Bimuyna-
6Tbca pajame iHTYiNiliEO. HaToMieThb HOBUM® ABIA6TbCA AOMATaHHS
nanerocargocrn (Tragweite) akciom. ¥ EBrniza Bei‘akcioMmn oxma-
KO0BO BaskBi; y [inpbepra BorW moxineri Ha I'pyni i HoBa I'pyna BH-
¢Tyflae y HBOTO LIOHHO TO1i, AK Bke 3 IIONepeBLOI He AacThed
BUBecTH Olibmie TBepn#eRk.

Ha mouarox wiaame I'iawGepT ock Taki moscEenss: Iloay-
MafiMo cofi Tpm pismEi cmereMmn mpenueriB (drei verschiedene Sy-
steme von Dingen). IIpeamern nepmol cuecrewn (Dinge des ersten
Systems) BasBiv Touramn i sasmauim ix A, B, C,..., mpeamern
Ipyrol cHereMM TIpocTIMU i 3a3HayiM ix a, b, c,..., npeaMeru
TPeTbOl cHCTeMHM nJaoutaMu i 3a3gadiv ix e, 8, y.,... Touknm Ha-
3UBAEMO TaKOM eJ6MeHTaMM JigsiEol IeoMeTpil, ToukH i mpocri exs-
MeHTaMH T'eoMeTpii Ha IIOUIi, & TOYKH, Upocti i maomi eJeMeHATaMH
npoctropoBoi reomerpii. Oui emeveRTH xaff CTOATH OAHI 10 OAEHX
y deaedx BixAommenasax. Omi B3aeMoBiZHOMeHRHS eJ6MEETIB 3a3Ha-
TYEMO CJIOBAMM @ ,JexaTu®,  nomimx®, ,piBpobixknufi“, npucraBaTe®,
»CYHIABHENNAY; HNOKIAZHHE OIHC OOMX B3A6MOBIIHOmEER JAAKTH
aKcioMu r'eoMerpil.

Csol akciomu pimute I'insbepr Ha 5 I'pyn, a cave:

I. 1—8. AkcioMn zaykm (Axiome der Verkniipfung).

II. 1—4. Axciomn BnopanxysaBEs (Axiome der Anordnung).
II. 1—5. AxcioMn npucrabamas (Axiome der Kongruenz).
IV. Axrcioma piBEOGixENX (Axiom der Parallelen).

V. 1-2. AxcioMn cyuinsaocTy (Axiome der Stetigkeit).

fAruo nopiBraeMo I'inb6eproei nedimiuii 3 EsrumigoBumu, To
BAApSA6 HAC TYT YHCTHI sit venia verbo — BepOaniam. Jaa
TianGepra wuiakom Oaftayske, w0 cobi moaymaemo mig ,TOYKoN,
»TIPOCTON®, 9H ,naotneo”. Hine He ckasanmo, w106 ne noKoEYe Gyan
Taki TOURH, sK IX co0i yaBiAeMo 3BUvUaiigo. BamHe Tinpku Te, mio0H
oui TBOpH yABH, AKi co6i BuOepeMo AK iETeprnpeTalid OUUX Ba3B,
CHOBHIOBAJIM BHUMOI'H, BHCEazaHi B akciomax i 6iasm Hivoro! Teo-
MeTpid TakMM YHHOM BOOBHI c{opManisoBaHa. BrcaosawoduHch
NPUCTYIIEC, 3 BOAHOYAC JOCATHO, MOMKEA CKas3aTi, L0 I'e0MeTpia
3 fe Te, 110 HapHCYeMO, a Te, ILI0 T'OBOPMMO, UX HABITH HANHIIEMO,

HABiTh He Te, MPpO IO TOBOpMMO, YII NHUIEM0, 4 Te, WO MH
"0BOPHMO, UM IHIIEMO.

. MOKRJIUABICTDb IHTEPIPETAIIl TA NHUTAHHS IIOBHOTH
AKCIOM.

IIle oxra pisEuns BucTynas HasBHO HoMix EBxaizopumu i I'inb-

epTOBUMII aKcioMamm: a came, 1o I'inp6eproBi MOEATTA MoXHA pe-
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auizyBaTd. jHTEpNpeTyBATH B AKUNHeGyAb cmoci6, adu Timeru Cyumr
cnopHeHi’ axciomn. Taky* noBiapHicT iRTepupeTanii MoskHEA NOKa3aTH
H& OCb TAKOMY ‘HPHKNadi: B MaTeMaTulli ayske 9acTo MHOCAYTOBY-
6MOCH T. 3B. cTepeorpadiumoid IPOSKLieW, a caMe OepeMo mijx ysary
kynpo (ravo6) T, Bizsmauyemo ma HbOMy o6uABa OiryEu i Bezemo
omicoa yepes piBEMK muaoury n. HomHy Toury Tol mmomi Jaydumo
npeeroo 3 NisEivHEUM GiryEoM. Taka NpocTa IepeTHBAE KYJI0 Bee
B 0Bl Touni (kpim Toro B niBmigRoMy Girymi). Kasemo, o Bix-
TBOPOEMO INIOMY 7 Ha ‘Kymo I, a caMe TacTh INIOWN Mo3a DiBHE-
KOM Ha NiBHiUAY, BHYTPiIIHIO YAaCTh HA TOXYAHEBy niBKyaw. 3HAa-
unTh, LU0 KomHINl Touni nmomi: # Bixmopizae (8 DpHmOpANKOBaHA)
oxEa | Tigpku onEa Touka Ha kyai I i EaBiaBoper. Kosmift mpocritt
Ha ILUTOMI = BiAmoBiZae Ba TBe6i I’ K0d0, fSKe NEPEXOXUTH depes
niBHIYERI -6ITyH, TPOCTUM, IO (EPEeX0OAAThL Yepes 0CepelOK piBHUKA,
BimmoBinanTs Ha I Beanki' koxa (moxynzeHanky). [IBoM piBHOGIRANM
B3 IJIOILUL 7 BIANOBIZANTHL Ha T nBa koaa, IO TIEPEX0IATE Yepes
niBe. Girys. Ileft 6irye & nng HEX Touko CcTHYBOCTH. Ta mpmriM
TpeGa naMATaTd, U0 NiBOiYHNN OiryHE #K 1. 8B. ,,0KpeMimAYy TOUKY“
BUKJIIOYY6THCA 3 MATeMaTHYHUX poaBamaHb. HpufiMim Temep, meo
JBOX MareMAaTHKIB TOBOPATL Npo I'eoMeTpiw, a came mpo [I'fmpGep-
ToBi akcioMn Ta BHBOIATH 3 HKX BiNNOBIAEL TBepAkeBHS; OANE
3 HUX Mae Ha ZyMmol Toyky i opoeri Ha pu6mii, Apyruft maroMicTh
BinmoBigAI TBOPM Ha BiXWOBIZHOMY IWIb0Oi. fIK ROBr0 BOEH HIYOTO
He PHCYITb, TAK 'A0BIO BOEIN Nift1yTh 10 NOBHOTO IOPO3yMiHBSA. X
o6naBi ,r'eoMerpii“ G6yayTh OMHAKOBO BaskEi, OAHAKOBO ,IIpaBAMBI®,
a caMe TOMY, 110 BOHH [Or0AKyIOTHCS BiAROCHO CBOEI axciomaTukn®).

Onporo 3posyMiRHA, W0 Ni TOYKOW, OPOCTON, YU IOl
MOJKE2. PO3YMITH 1lOCh iHaKIne, YuM MII 3BIYafigo poaymismo, y Es-
Kaifa we He 6yno. Ieowerpin I'npGepra nixye, B DpOTHBEHCTBI 10
Esraina, avoriugntt dopuanisy.

Tyr ime macypaeTbesi NUTAHESA, YH Taka AOBIIBHICTH iETeEp:
TIpeTallii He IOCyHeHa 3aHANTO AAJEK0; 3HAYNTH, L0 AKILO HPUAY.
mMaeMO cobi xBl sArime6ynp iBmi inTepliperalii r'eoMeTpUYEHMX MO-
HATH, T0 1W00H BOHH yce Jandcd BiaTBOPHTH OIHA Ha ONEY B BHIUe-
ONHCAHOMY 3Miuciai, Ta It To oaHo3HayHo. (CucreMa akcioM MycHTH
Oytu 1noBHa. Yu cucreMa axciom I'innGepra mMoBHA, BHAYUTL YW TaM
He TpOoNylIeHO AKOL Ile IOTpiGHOI akcioMw, Ha 1€ MOsKe MAATH Bif-
N0Bins LIOMHAO KPHTHKA TBePJAKEHb, BUBEJCHHX 3 OLHX aKcioM.

*) Rich. Baldus: Formalismus nnd Intuitionismus in der Mathematik,
Karisruhe in Baden 1924, crop. 11.
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IV. IIMTAHHA BFI,H,H_QCTH' AKCIOM OJHUX 3 O/IHUMHU
TA IX BBAIMHOI HEBAJIEJKHOCTH.

3rizmicrs akcioM 0IHRMX 3 OXHHMU 1xokasye I'inp6epr Tak, mio-
BiATBOpBE (TAKOM B TIOACHEHOMY Iiollepeny 3MHcNi) IpenMeTu mep-
mol cHcTeMH Ha MEOXHEY JIHCHHX 4YMCeJd, IIpeIMeTH TpeThol cH-
creMy (IJIolli) HA MHORUEY IOiHINEHX piBHAHL 3 TphLOMa 3MiEAMMU
(3 miftcEMMH cyYWHHNKaMU), & IpeJMeTiB Apyrol cucTeéMH, IIPOCTHX,
Ha MEOKUHY Nap TaKMX DiBHAHB.

Jaf He-MATEMATARIB NMOIAM 0Ch TaKe MOfCHOHHA: BiATBOPEHHEA MHO-
EEEE TOUOK HA MHOEEHY JificEOX umeed (3 palile TpifiKE Takmx umcexd)
3HAYHETH BCTAHOBACHHS 0IHO-0AHO3HAUHOL BI1MOBIIHOCTH NOMI% TOUKaMR i Tpill-
KaMi qncel, Tak 1ol Ko®EIN Tpifiil 4ncer miguosizaja 01HA i TIABED ofHa
To4Yga 1 HaBigBopoT. Ik me polRThHCH Ha OIomi, 3HAEMO i3 IIKIILHOI HAYEH
aiplefpm: pHeyeMo T. 3B. cAcTeMy copsiHox JlekapTa I 3a3mauyeMo mo-
YaTOK YEIAly napow unced (0, 0), Bei iHm TOYRN BiXNOBIAHOMHE NapavH dn-
celd. B .mpocropesiil, reumerpii MycoMo BaGpara cmeTeMy Jerapra 3 TphoMa
0CAMP, TPOCTONAZHOMH OXHA R0 OIA0{, MOYATKOBY TOYKY 3a3HauyeMo Tpili-
g0 (0, 0, 0), Bel imm Tougun BignoBizMEMn Tpifigamm umcer. Tar cauo
3H2EMO I3 TIKIILHOI axerefpu, WO KoEHIA Opocrii BizmoBizae sxech pis-
HaHHL 3 JIBOMA BMINBEMI

ux vy + w=40,
& Ilp JABI npoeTi (HepiBROOIEHI) NepeTAHaThCA B OAHIM Touwi, TO MH
MODAN § TaKo® TOYKH Ha IIOMi 03HAYYBATA NADAMH TAKOX pIBHAHE.
B npocropopift amanizauniid reomeTpii mxoull 333RauylThed Ximifimmmm pis-
HAHHAMO 3 TPHOMA 3MIHHRME
ux + vy +wz +t=0,

a Mo ABI MIoN HepiBHOGIKEBI NeperTHAWTHCA B NpocTiff, To mpocri aigii
B NpOcTopoBil YeoMeTpii 3asHAYYWTECA NAPAMA TAKAX JIRIHHEX DIBHABE
3 ‘TPEOMA 3MIHHMME.

Oromx,. aum$ . AKaBe0yAb cymepeudicTb Mala O Micle OOMiH
axcioMavy afo BHCEOBKAMI 3 WX aKCioM, TO TaKa cynepedgicTh
BUCTYOHJIA 6 TAKH 33pas B MEOMUE] nificanx wnced. TaknM dnmoM
TineGepr ysaleskH06 STigHICTH TeoMeTpil 3 co6ok Bil asriaumocTi
apuTMeTHKI 3 cobop. Ta caMe om® BriARiCT aPUTMETHEN 3 0G0
Tpeba Oyao TakH xokasarTH i e saBaano [inb6epToBi arogoM BasiTe
STHMAJI0 MOPOKH.

o s ToprasThCH B3IAGMOHE3ANEIRHOCTH AKCIOM, TO HE3aJIerk-
HicTh akcioMm piBHOOIskHUX Bix aApyrnx axciom nokasye IianGepr
MORIUBICTIO HeeBrAiNOBOI I'eoMeTpil, HeBaNe:mBicTL akcioM npucra-
BaHHS Bif ApPYyrax arcioM Momausicrio imarmol reomerpil, Heaaledk-
HiCTH aKCiOM' CYUITLHOCTH MOJRIHBICTIO He-ApxXHMed0BoI reo-
merpil. Ta roai orpsacrThcs 3 moxmBy Aad TemisapHol imTyinii Es-
KAA8, 110, He 3HAYH MOJePHOI APUTMETHKH T4 AHANITHYHO-I'€0-
MeTPUYHAX MeTo, HOCTaBuB cBifi V. mocryastaa mamesmmony Micnf,
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V. HEPO3BH3AHI IIPOBJIEMH.

Tomy wmo nuas ¢opManictiB Ta imrtyimiomictiB — xapakTepi-
cTHYHe M. iH. 1¥He cTaHOBHLIe A0 HEpO3BA3AHUX NOpolaeM Ta 10
T. 3B. JOKa3iB icHYBaHHS, NPEICTABAD B OLLOMY yCTyNi 6o1alt Te-
Kinpka Takux upodieM,

Teopis umcen 3Eae T. 3B. NMpobneyy Fermat-a, wo JemnTs
y ToMy, 1106 HaliTH R0OKa3 T. 38. BeJAHKOro TBepAMeHHA Fermat'-a,
a caMe, 110 HeMOXKINBO HafiTw rtaki Tpu nini ynecsa «, y, 2, abu
Oyxo croBBEeHe piBEaHHA

X'ﬂ + y'l]. — zn
ne n 6yao 6 Oinpme unM 2. [oTemep mepeBeieHO AOKA3H TIILKN
B TOOQHHEOKNX BUOAnkax aud #==3, 4, 51 7. A. T J0Bededo aim
oo 9mcaa 257, HaTOMicrh He BRAJOCh MOAATH 3aTAJBHOLO J0Kazy
IS BCiX HATYpaJbHHUX 4HCel, NiACTABICHRX 33 7.

Jo cboroaBi EHeMase BinMOBiAl HA NHTAHHS, 9N MaéMO CKiHUEHY,
9H HeCKiHYeHY KiIbkicTb nmap HepBiCHHX dncen 3 pisHnmew 2, 4K
momp. 517 11113, 41i43i 1T &

Jo choronni lie He MasMO JOKAsy T. 3B. TBepakeHHs I 0JbA-
6axa, a caMe, 10 KOMKHE NapHCTe YMCI0 gacthed 6ojafi B oHE
croci6 NpeICTaBHTH fAK CyMa J[BOX IIepBiCHNX guced, H. up.:
10=T7+3,18=11+7,22=19+3 i 1. 1.

Jlo Temep Ife He 3EAEMO, uH T. 3B, OftmepiBchra (Euler)
craxa (Konstante)

C= Ulm [1 + %-+...+£—log (n+1)]
B3 n
6 anre0pMYHENM, YH TPAHCIUEIEHTHUM dHCIOM. [ANI'eOpHIHNM HA3M-
BasMO dqUClo, 110 Moxte OyTA KopeHeM (PO3BA3KOK) AJre0pUYHOTO
PiBHAHES 3 HiTOYMCIOBMMY CYYMHEMKAMH. Jueaa, W10 He MOMKYTH
6yTH PO3BA3KOK TAKHMX piBHAHD, HA3HB2EMO TpaHCHEAEeATHRMH].

Taknx Hepo3BA3aENX Npo0JaeM MaTeMaTnka 3Hae Oiapme. He
B peui Oyme srajatw, 10 Ite X0 HemasHa, 6o 40 1871 p. me Gyio
J0Ka3y, L0 YUCIO 7 NepecTyIHe.

VI. IOKASH ICHYBAHHJI.

B mareMmatuui ImepeBoiWTLCA YACTO T. 3B. [IOKA3M iCHyBaHHS
JesKMX MaTeMaTHYBHX DOHATb, X0Y C€aMOro IOHATTA IpH TiM He
TBOPUTLCHA, He II0Kasyerbes edekTMBHO. Tak H. mp. B adbl'edpi
30KpeMa J[0Ka3yeTbCsd icHYBAaHHA PO3BA30K PiBEARL, & 30KpeMa IOKa-
3y6ThCsl BHpasKeHHd, WO IX lipeacraBaabTe. 1o Oinbme, AGeab
JI0Kas3aB, L0 NI piBHAED V. i BUIIMX CTYNiHIB HeMOKJIRBO (B 3a-
raJbHOMY BHIAAKY) HalTH aabI'eGpHuHe BUpaskeHHS (ce6To NMpH mo-
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MO0Ui UeproBoro KOpiHOBaHHS) HA DO3BASKH DiBHAHHA, a Ipore I
posBssku icEyoTs! Ta fi He TIIBKM iCHYTb, 4 i MasMO BeIMYHIO
OyniBao Teopii anbr'e6PHYEMX YHCeJ, OTKe JOTOCH TAKOTO, 110 edek-
THBHO Ma6MO TiIBKH B BHHATKOBHX BHNAAKAX, IS BHUHSITKOBHX
piBHAHE.

Tax camMo Maev0 Z0Kasu icHyBaHHA iETerpaliB Audeperniaias-
HOX piBHAHBL, 10 ix Tpe6a RiAPi3EUTH BUPAasHO BiX eerTUBHOTO
B3NONABABHA TAKNX iHTeI'PATiB (pO3BA3OK)*).

Ta Gysaloth i edherruBHi moxasu icayBammEd. Illo6m mokasarw
X0Y Ba OJHOMY NpUKIaxi pisEMup Mim edexruBEuM a HeedeKTHB-
HOM J0Ka30M, HaBedy J0Ka3 iCHYBAHHJ TpaHCIe[eHTHHX THced, Tak
ak ftoro nomas G. Cantor Ha miacrasi cBoel Teopii MHOMKHUE, & K
JOKa3yoTh icEyBaEEA onux vucea Liouville, Hermite i Linde-
mann. [okaz Cantor-a, mo fioro Bim mepeBis Ha 3’i3gi npmpon-
unkiB B [anne 1891 p., mepenopimanw 33 Kaaftmowm. Ilett noxas
Zemo BigmiEmmi Bix mvoro, mo foro Kamrop oroxocuB 1873 p.
{8 77-My Tomi Journal f. reine u. angew. Mathematik). Ta nepex-
THM JaM JAeKinrbka HeoOXiZHHX MOsicHEHb 3 Teopil MHEOMHH.

Muoxkunow HazupasMo (3a KamTopoM) ckimgemuft afo ¥ me-
CKiEgeHAult 36ip (KoMIIEKC) nmpeiaMmerTiB, pisENX oAmE Bix ogmoro. 1li
IpeIMeTH Ha3UBA6MO el6MeHTaMH MEOMKWHM.

Hafi6inbin THNOBUM NPUKIALOM MHOMKHHH 8 HeCKIHUYEHOKN RiJb-
FicT eJ6MeHTIB 6 MHOMNHA HATYPalbBUX YHcel

{1,2,38, .}
a60 MHOMMEA ycix IIapHCTHX JHceX
{2, 4,6, .}
a6o ycix MomauBHX Apo6in
{1 1 2 1 3 }
2 3 T D A v A

B nmedknx BmIagkax MOKH& BCTAHOBUTH OJHO-OJHOSHAYHY Bif-
TIOBiZHICTE IOMi% IOOAMHOKNMH eJléMeHTAMH J[ABOX MEOMKHH, TaK
mo0 KOMHOMY eJI6MeHTOBL OAHOI MHOMUHH BinIoBinaB OAME, ale
TiTbkM oQMH edeMedT Apyroi. Taxa BiamoBigmicts icEye H. mp. mo-
Mis%t MHOMMHODL YHCeJ NPHPOXBOTO PALY I MHOKMHOW yecix napH-
CTHX YHCe]

{1, 2, 3, 4, 5, in inf.}

A A A A A
v ¥ ¥ ¥ ¥

{2, 4, 6, 8, 10, in inf.}
Taxi 1Bl MHOKVEM HasMBaeMO DiBHOBaMHUMM OAHA 3 OJHOW.

*) Ilpo smaviEns nokasiB icHyBanps apB. O-p B. Jesuubemii: okasm
icEyBaHHS iHTeIpaJiB piXEWIKOBRX piBHAHE. 36ipHEK MATeM.-NPEPOAH.-Nik., Cexnii
H. T. OL 1 L 1897 p.



MBoRHEY, PIBHOBa’XHY 3 MHOMUHOK YHCEJ].NIPHPOJHOTO PNy,
3BeMO Nepeniuumow (abzihlbare Menge). Otosk H. np. MHOKHHA
MMapUCTHX YUCeJa HepedigmMa,

Tax cavo mnepemiuzma MEokuHA ycix npo6is. [foraz mepe-
BOIOUTLEA NPH NOMOYi T. 3B. 1-r0 rocmHHOrO npontecy (erstes Dia-
gonalverfahren). A came Bmimeyersea Bei niai wmena it gpo6m (Bei
BUMIpHI 4ucaa) B 0Cb TAKOMy NOPAIKY

1, 2, 3, 4,
%v %‘a %‘! %"
T

% =
3 3
?l:: §’ i' %v

Kasemo, mo Takum cuoco6oM ,BHUepHIaeMo“, To6TO BUIHMIIEMO
»Bel“ BuUMipHI uncHa, 3SEAUNTH NiMi umeaa i Apo6u. Tenep Butimaemo
iXx no 4epsi ocb Tak:

1: 2: %s BI‘a -5', 3: 41 '3’1 %’1 %’
38apas BHAHO, W0 BOHM AAAYThCA NPUIOPAAKYBATH KOMHE II0 depai
ofEOMy i TiMBKM onHOMY 3 4HceX mpupoAHOro paay. (MoxkHa 6, ak
XT0 X0dYe, illle IIepeKPecIUTH INcaa, AKi IOBTOPOWTHCS):

1, 2: %‘2 311_' 3' 4’ %’ %’ i"
s 4442442
A A A I 4 v ¥

1, 2, 3,45, 6,7, 8,9,

8 TaKOT0 NpeICcIaBleHHS BUAHO PiBHOBa:XKHICTH MHOMHH BHMipHHX
YUCea 3 MHOKMHOKI 4YHCe] NpHUp. pARY, 3HAYUTL NepeliduMicTb MEO-
SKVAW BHMIipHHX dncel*)

Ha3zsa ,Diagonalverfahren“ moxoguTe 3Bifcn, Mo 32 OMUMK YECIAME
G.]Ii,I[KYEMO O0 KOCHHAX.

Baskmuit i inTepecHH#i OpURIAN mepeldiuuMol MHOMUEN MaeMO
HA MHOMKAEI auble0pHYHEX Ynced. [I mepemiduMicTs JOKasyeMo Tax,
HIO0 ZI0KA3Y6MO IepeJiuuMICTh yCiX MHOrOWIEHIB 3 IIMOYHCIOBHMI
CYYNHHUKAMU 8ny gy, »-.... 8y, 8
f(x) = 8. X® + ap—, x>t 4 ... + 8, X + 4.
B Titt minn BOpoBamMyeTHCA IOEATTA T. 3B. ,BHCOTH® MHOTOYIEHY
h=n+4ant|auy|+... 4|2, | +]8];
1le, 9K BH/HO, cyMa a0COJIOTHUX BApTOCTERl CYUYMHHMKIB i CTYDHS.
Hrmo sa h upuitmatuMemo mo wepsi wucna 2, 3, 4, iT nm, To
Aasl 03HAYEHOTO /i MaeM0 TIMbKM 3aKiEueHy KiIbKiCTh MEOrOYJIeERiB

¥ E. Kamke: Mengenlehre, Sammlung Goschen, w. 999, 8-ma i ci. crop.
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3 pucorolo %. Tak H. mp. a1a h—2 masMo camo X a60 piBEHABEES
Xx=0, 0309 h=3 masMo Mmorowieru x2, 2x, x+1, x—1, 3, a6o
piBRagEs x: =0, 2x=0, x+1=0, x—1=0. Tax MO:keM0 BIO-
PAZKYBATH yci MHEOrOdYJIeBH, Yu BiauoBinHI piBEaEHS, 360, U0 Ha
0JHO BHXOANTh, IX pO3BSI3KH, OT:ke Aalbl'eOpHYHI Wicaa, 1 KoMHe
3 HHX OPHIOPAAKYBAaTH OQHOMY 3 YHcel NPHPOAHOTO psany. Takum
YUHEOM TNepelidyuMicTh MHOMKUHH alNbI'eODHYBHMX yMced Oyae NOKA-
saHa. (Kamke, op. cit.).

IIlo me Bci MEOMUEN NepediTuMi, N0 iCHYOTL MHOMUHK He-
Nepediunmi, a caMe H. TIp. MHOMMHA 4YHCeJ, W10 ‘He € aHi BH-
MipHi, ami axereGpwumi, poxasye Cantor mpm moMoui T. 3B.
2-ro rocnEHOrO mpouecy {(zweites Diagonalverfahren). Bim Gepe mifg
yBary Bei aapreGpudni uncaa nomisk 0 i 1. HosxEe 3 HMX nacThes
BUIIMCATH ONBUM cmocooM npu IoMoui nudep AK HecKiHIeHHH
(a xoubM I cKimueHHW!N) ZecATKOBUH Apil, a IX ,KidbkicTb®, MHO-
JRHHA 6 llepedivuma,

0, 8,18,285
0, a5,85,343
0, a5,855845

BuGepim Tenep undpn Ha KOCHRI, 3HaYUTh nudpu 0, a,,, a5y, 845,

i1 m i creopim mOBe umcao 0, b,bsb,, Tak 106 b, He Gyao
piBEE a,,, Hanbme by = a5, by=F 8y i T. A. Taxoro gucna HeMas
IoMisk Bixe BunlcaRMMU (60 BiJ KOMHOTO 3 HHX pisHuUTBCS Goxait
ofEOK Inuppoo Big AxoroEefyab iAmoro). 3 OBOr0 BHAHO, U0
yci anpr'efpryEi 9HcJa Ie He BUIOBENOTH LIJOr0 iHTEepBaIy
moMmizk 0 1 1, oTore IO 6, ICHYWOTH lllle YHCaa, AKi He 6 AJb-
I'e6bpuYHI.

B omvomy noxasi Be moKasyeTbcA eeKTUBHO, SK NepeBecTH
KOHCTPYKIIi0 HeaasI'eOpudyHOro Inciaa. Inakme nocrynae Liouville
(Comptes rendus 1844 a6o Journal de Mathématiques vol. 16
3 p. 1851). Bim BUBOAMTE OAHY XapaKTepHCTHUAY IPHEMETY AaJib-
T'eOpUTIHNX YHCell, Ta I0Ka3ye H4 IPHKIANAX, LI0 6, iCHYWOTH
Yucaa, AKI He MawTh ToI NpUKMETH, OTKEe He € aJbleOpHIHUMU
ypcnaMu. Mixk iBmuM nmomas BiR och Take gUEa0

1 1 1 1 o .
W + i -+ 10‘1.2_3 + T0isex +. in inf. = 0,11000100.

Ioai6EnMM, X04 memo BigMiEEEM cmocoboM fokasye Hermite,
1 1
o0 9Hca0 e=1-+ 5 + 123 + € IepecTylHe 9HCI0, TaK CaMo
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Lindemann, mo guecao = = 3,14159... e nepecTyOHe Ynca0.*)
Tyr nepeBognThCA xOKA3, L0 HeMas TAKOro AalbI'e0pHYHOrO PiB-
HaHEA 3 UUIOUHCIOBUMH CYIWHHHKAMH, SKOro KOpeHeM G6y.10 6
YHCHO €, UM 7, 4 THM caMuM, 1o le nepecrynHi gncaa. Ta roxi
TYyT IEPeBOANTH,. & pajme IIOBTOPOBATH Ii MoKa3u in extenso.
Juaa He-waremarnka BoHU 3a Taki i 32 70Bri i mHiaksit nonyaspn-
3aTOp TyT Hiworo He BAis, & MaTeMaTHK 3Ha& ix i 6ea Toro. Te came
MOJGHA, BaBBAXKNTH, 10 TOopKastbes Teopili Lindelof-a, Fré-
chet-a, Jlysiga ra nmp. Maremarumori i Tax He cxamy Higoro
HOBOTO, a He-MaTeMaTHKa TiABKM HemoTpi6Ho samepiky. (lle Bee BH-
JOAEeRO SICHO i NOKIaAHO B IIWTOBAHOMY B cluci Jireparypr nif-
pyurnky B. CepiaiEcbKOTO).

VII. OCHOBHI 3AKOHU JIbOTTKH.

Ix 3raJayo Ha onboMy Micri ToMy, mio came imvyimiomicrm 3a-
IepeuyloTb BaskHICTh 3-0I akcioMH JbOTiKM HaBiTH B MaTeMaTHIHMX
posymyBaEHEAX. [liTcTaBOBHMA 3aKOHAMY JbOI'iKM a60 ,3aK0HAMH NY-
MaHEA® HA3WBAEMO 3BHUAlIHO JOTHPH AKCIOMH JLOTIKU, & caMe:

1. 3axor TotosHOCTH : Te, mo 6, 6, afo: A=A;

2. 3akorE cynepegrocrn: JHagma pig He Mome OyTH i He OyTH
BOAHOYAC, a00: A He ¢ non —A;

3. 3ak0H BuUKMOIEHOI cepenuBHE (principium exclusii medii):
RroHa piw Mycurs a6o 6yrn, aGo He 6yTd, abo iHarme: A 6 afo B,
a00 He — B, Tperbol MomanBocTH HeMae (tertium non datur);

4, 3akoH pocraroyBoi npuanEN: Higo He aieThea Ges pocra-
TOYHOI NPUYUEH.

B avorini me mpuftMaeThCs OINX 3aKUHIB AYMAHHA TAR 30BCiM
Geszacrepe:xno. Jlpyra i Tpers akciomMa BacyBae 30BCIM DOBamEL
TpyaBouli. [exro He BBasae TpeThol aKcioMH caMOCTIflHOW akcio-
Moo, Sigwart**) e rol aymem, o Tpers ,akcioNa“ BHXOIHTD
3 Apyroi i noxsittHoro 3amepeyerHA. W und{***) M THOCHTH 100
Hel moBaskHi cymEiBH. Ta 33 Te B MaTeMaTANi npHiMaeTbes oL 3a-
KORM GeazacTepe:wxHO, Gomall MareMaTHK-POpPMAaJNicT NOCIYTOBY6THCS
SPaaHMMU 33KOHAMH, AK YHMCh CaMO3DO3yMiJIEM.

VIII. CIPOBA XAPAKTEPUCTUKH MATEMATHKIB-®OPMA-
JICTIB.

Ha onpoMy micui MosHa, n1yMam, NONATH XaDAKTEPHCTHKY Ma-
TeMaruka-popmalticra, a caMe:

*) [ms. I[-p"‘Bo.nonznnp Jdesunbsxmn: IIpo mepecryn umcer e i =,
36ipamk 7. 1. 1897, - **) Sigwart, Logik crop: 213, — **) Wundt. Logik I
crop. 585.
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BiE & arcioMaTHROM B TAaKOMY pO3yMiHEI, AK BUIe BUICHEHO.
3riggicts reomerpii 3 cofol0 y EHOTO 3ajedkHa Bij sTiIHOCTH apHT-
METHEH 3 ¢000w.

B npotuBencTBi A0 MareMaTHKa-iHTyinioHicra, YH AK BHCIOB-
awetbed H. Poinearé — nparMarmcra, BIE HenOXUTHO IIepeKOHA-
HUIt § MOMJINBOCTI PO3BABABHA KOMHOI MareMaTHIEOI NPOCIEMH.
TunoBuM Buckasom ['iabpGepTa, onboro gopMaticra par excellence,
BHCKa30M, 10 fi0T0 BiH Ie 0 CHOrOAHLI He IepecTae IOBTOPOBATH
TpOXH He Ha KOMKHOMY KOHIpeci, & cuxoBa: ,Da ist das Problem,
suche die Ldosung. Du kannst sie durch reines Denken finden;
denn in der Mathematik gibt es kein Ignorabimus“.

B npornpenctri no imtyiniomicra mocayroByeThes opmandier
3aMoGKI 3raJaHNMHM TPbOMa OCHOBHUMHM 3aKogaMu Jaboliku. Bim
npufiMae iX AK WOCH JAe AK Je, a B MaTeMaTHI caM03pO3yMijoro,
fe3 AKUXHEOYLDL 3aCTepesenn-

B nporusencrsi mo iHTyimiomicra satiMasthest ¢opMadicT 3a-
J0OKE ONNCAHMMU Bike JOKA3aMH. iCHYBAHHS T4 BBAXKAE IX UHMCH
BHCOKOBADTiCHMM, BiE mpufiMae fAkech NCHATTA dK iCHyKnYe, SKINO
B HbOMY TIIBKN HeMa eynepednocrteit. Haromicrs nimi gyuena ,icay-
0T M8 HBOO WIOHHO Toni. SK BAAcCThed JA0Kasard, INO B IXHIX
34K0HAX HeMaeé CyIepevrocTelt,

IX. TEQPI MHOJRUH TA II MAPATOKCH.

OxpuyM 3 HalGiapm nningmx ymis momis dopmanicraMn 6ys:
Georg Cantor, (1845—-1918), TBopens srafasoi Bae TEOpIl -MHO-
suE. Cporogel MaeMo akcioMaTUry Teopil MHOKNH, AKY 3aBAAYYEMO:
Zermelo. Kamrop npobys ime npedimiosatn MOEATTA MHOMUEHN
i B nvoMy BiE Harazye Tpoxu Eskimima. BiH monas ocb Taxy nedi-
Hinio: ,Eine Menge ist eine Zusammenfassung wohlunterschiede--
ner Objekte unseser Anschauung oder unseres Denkens — welche:
die Elemente der Menge genannt werden — zu einem Ganzen*,
AgcioMarnka Zermelo nonae iHaxwy gediminip, moaiéay fo I'ixs-
6eproBux pmediminitt. B Kasroposift mMomHEa mobauyBaTy dpo-
rivgy noxmbry idem per idem. He Bxogaym B nanpumly aHaJdisy Io-
HAThH, 3BEPHY T4KHM 3apa3 yBary Ha HeloMarasges ouiel Teopil, axi
He MAaWTh aHAJALOrI B sKajEIl iEmMIift mindaEni MaTeMaTHRH. A came
Be 3 CaMOro NOHATTA MHOXHMHM BHUXOJATH NIapagoKcH Teopil MHO-
SKUH, 00 SKUX MW B MATeMaTHWIi He IIPUBHKIH. 3 THX IapafoKCiB:
arajiao UepII 3a Bee caaBHO3BicEnHl mapagokc Russell-a. Horo
MOJKH2 ONMCATH MeEm-GiIbII och Tak: fxach MHOMHHA MOMKe Mi-
cTHTH B c00i caMy cefe, Ak exeMenT, aGo Ai. Tak H. mMp. MEOKHHA
yeix aGCTPAaKTHMX TIOEATH 6 caMa aGCTPAKTHUM IIOHATTAM i MicTuTh
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B coGi camy cefe ik el6MeRT. 3HOBY H. IIp. MHOMNHA Beix umcen
Bix 1 no 10 He »icTHTh B co6i caMoi cefe SK eJeMeHTy. BispMim
Tellep MiA yBary fAKych MHOmUEY N, 110 He MicTuThb B cobi camoi
cefe AK eJ6eMeBTY i BisbMiM mix yBary MHOHEY M ycix Tarux
MHOKIIH,

Yu M wmieruts B cofi camy ceGe Sk exseMenT, yu Hi?

Otox 8 omEOr0 GOKY MOMHA JOBECTH, IT[0 He MicTHTH, 60 CKa-
3aHO, o e Mas O6YyTU MHOMKIHA TINIBKN TAKUX MHOMKUH, 1110 He Mi-
CTATH cefe B cobi AKX eIsMeHTy.

Ta 3B0By AKWI0O BOHA He MicTHTH cefe caMma B cobi, To Takd
€ eI6MeHTOM MHOMKHMHN M, OoToke Taky Mictnrh cefe cama B coGi.

3 uueTo (HopMaIbEOTO GOKY oI aBTHHOMIA HArajnye H. Tp.
nponec cogicra [Iporaropa 3 ftoro yisem EBaTarocom 3a sa-
IJaty sa Tepmuit Burpaumti npomnec, IIporarop nokasys, uro Esar-
Jb0OC IOBNHEH MOMY B3aIljlaTuTH, G0 AKII0 WOpOorpas, TO Ha (CHOBL
IpUCYIy, 8 AKII0 BUIDAE, TO HA OCHOBI yMoBH. BHOBMe K TaMTolt
3 piBHCIO CHJIOK apr'yMeHTallil JOBOAHTL, 10 AKIIO BUTpas, TO He
3alIATHTh HA OCHOBi OpUCYAy, 4 SKIO NPOrpas, TO He BAILIATHTH
Ha OCHOBL YMOBH.

Ado amtnmomin Enimemigza s HKperu: ,Yei Kperuitni roso-
PsATH HelipaBRy “.

CroronHi MOkHaZ HABiTH 10AaTH 3aralbHy penenty, AK TBO
PHTH TaKi IapagokcH, L0 3 Teopiél MHBOMMH, aHI 3 MaTeMaTHKOW
He MapTh Hivoro cminkmoro. Russell mogmas B, np. ock Takwmit:
HasBiM saxece momarrs npmcyammm (praedicable), Aaxmo BoHO
JacThes ITpUKIacTH no cefe camoro. Tak H. mp. BHpas ,alcTpakT-
HUA“ & mpumeynumnit, 60 OOHATTA AGCTPAKTHOCTH € aGCTPAKTHE,
OTRe JacTheA N0 cefe TPHKIACTH. SHOBMKE # H. IIP. BHCHIB ,KOH-
KpeTEUH® e alcrpaxTautt, He nasrbes 10 cebe NPHKIACTH, OTRE
6 Henpucyaumull. PoanusiMca Temep, 4n BlCAIB ,HenopucyauMuii“
6 npucynumufl, yn mi. Orsme 3 oxBoro Goky BiH Henpucyammuit, Go
®e JNACTbCSl IIPHKIACTH A0 cebe caMoro. AJe sk 3HOBY 3 JApyroro
OOKy Bate yepe3 Te caMe BiH cdMe 0Ch TYT IIPHKJIANA6TLCA H0 cele
caMmoro, 6 Big mpucynuMuft. TakuM 9HHOM oLe IIOHATTA CylepewHe
B c0o0i, TAK caM0 SK NOHATTI MHOMHHM BCiX MHOMKHWH, W0 He Mi-
CTATH cebe caMUX B co6i AK eleMeHTy.

Teopiss MEOHE Mae wie fi iHmi asTHHOMII, Tak H. IIp. aHTH-
goMio Burali-Forti, Zermelo-Konig-a, Richarda, Berry
ta iB. Ta cyrTeBO BOHK IOMisk coGolo He pisHATHCA.
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X. PI3HI CNIPOBY 3BIILHEHHA MATEMATHKY BIJ
AHTHHOMIN.

Sposymimo, mo Tawi amTmHEOMII cra;Te HecTepuHI B Ma-
TeMaTHLi, ska Mae OyTH 3paskoM TouHOCTH. He amBo, mo Gyiam
cupobu yeyEyT# ni HerounocTd. O1Holo 3 Hux Oyia axcioMarmsaiia
Teopii MEomuH, mo I foBepmuB Zermelo. Horo axciomamia
B Garathox nerattiax Haranye IinnGeproBy akcioMaTHRy I'eoMerpil.
B onit akcioMarnni ofMeskeHO IOHATTS MHOKHHH [JO0 TAKUX MHO-
JRUA, 1[0 He IOBOAATH N0 MapaiaokciB. Ta Hemae HiaAKOI 3anopykH,
mo raki cami aErmHEOMII He BHETYNJATHL mech Ha immowmy Micii, Immi
€IIpo6H paTyBaTH MaTeMaTdKy NIman B HampAMi 6asyBaHHA MareMa-
TN Ba aporimi. IIpotu nporo Hanpamxky Frege i Russell-a 6yan
IoBaskHI 3acTepeseHEHa (AWB. H. np. Bernays — ri. xireparypy).
IIi cupo6u Frege i Russell-a Takosk He naBajgW 3alOPYKH, ILO
OMHHYTb pa3 Ha Bce napaiokcie. Ta IxHA sacayra uof, Ul
BOHHM 3BEepHYJHM yBary Ha Iie, YMM, Ha AiJi, € B3araji MaTeMaTUIHA
KOHKJIIO3A,

X1 IHTYIIIOHICTH, I'OJIOBHO BROUWER.

Ta maftGineIm peBONOUIMHAM [OKa3aBcAd B pedopMyBaHHI Ma-
TeMaTHKN HaIpAMOK, 1o BeJe cBif mouarox Bigx Kronecker-a,
2 pellpe3eHTOBAHA# B OCTAHHIX YacaX TAKHMU MAaTeMATHKAMH K
Poincaré, Borel, Brouwer, Weyl. Brouwer Ha3BaB cgiff Ha-
npaAMok iETyiniomiamoM, Poincaré HaswBas HOro NPHKIOHEHMKIB
TparsMarucraMy. BoHM 3 00 CHIOHD TMapy 3BepTATBCA IMPOTH THX
TOMIYHHX IIOHATH, INO IX MaTeMarTuxa 3amo3uuye Big JbOTikH, Ta
JOXOAATH 0 IBOTO, 110 BiRAZAWNTH Iy HU3KY KOHKMIO3ill, SKMMH
MaTeMaTHKa 10 Tenep Tax numainack. [l{opas apxrime sapucosyeTbes
pisamisa momixk HoBHM iETYyinioHicTHIEWM i ¢opMamicTHYHMM Ha-
OPAMKOM, IN0 Bee Ile He a6 3a BHrpaEy. Oud pisEHMIS NOKasy-
6ThCsl BiKe B CAaMUX BHXiAHMX TOYKAX pO3BasKyBaEb OABHX i JApy-
rux. Oros Aus iATYiUioHiCTIB 6 KAHOHOM, CHCTEMOI0 OCHOBHEUX aKCioM
MaTeMaTUKN 36ip BIacTHBOCTell 4ucel OpUMpPOXNHOro pAny. BoEm Ha-
Basyworb 00 cliB Kporerepa: ,Die ganzen Zahlen hat der liebe
Gott gemacht, alles andere ist Menschenwerk®. Tyr BHIHO Takom
TIpOTHBEHCTBO 10 Teopii sramamoro B:xke Frege i Russell-a, mo
npo0yoTh moaaBary Aediminio minux gucex. Ta Bme T'iapGeprt
sakunye im (Grundlagen VI-re Bua. crop. 244.), mo came B nift ge-
¢iminii BoEM momanawTh B HeGealleky anTmHOMIN. [las imTyiniomicTa
HeMaé HISKOr0 3MHcly, MYKATH HA Oli OCHOBHI 3aKOHH LIIHX 9UH-
cell AKOroHeOyAb NOKasy Ta Po3wIeHOBYBATH IX TaK, AK Le poGUTH
¢dopmamicr. TuM caMuM Beski HAMaragHS, IepeBecTH 4 HHX T. 8B.
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» Widerspruchlosigkeitsbeweis®, naa inryimiomicra sobciM Oesmpen-
meroBi. Tax caMo Ges noxasy i medimimii nputimae BiH ime nesxi
NOBATTA 3 Teopii MEOMHE.

B npormBercrBi mo Maremarmra-gopmamicTa BiE He BH3HAE
qicTo PopMasbEMX A0KasiB icHyBamEA. Momy 3amallo cKas3aTH, LI0
sIKeChb IOHSTTA icHYS, TOMY, IO BOHO BilIbHe Bil cymepeYHOCTelt.
Big xowe, mo6u Homy e NOHATTA TOKA3aTH, HepeBecTH [10ro KoOH-
crpykui. Bin BusHae TIIBKHM eeKTHBEI N0Ka3H iCHyBaHHS.

Ieryimiomict He npmiiMae GessacTepeskHO AKCIOMH ,tertium non
datur“, Tax B. np. Aaa dopMdnicra AKech YHCAO 6 a60 adbr'eOpHiHe,
a6o TpaHcneaeHTHe, — tertium non datur. IETyimiomier Jomyckae
1le TPeT0 MORJIMBICTD, 1110 [IUTAHHS B3araji He JacThes BREPIHTH.

Tak camo mpuitvMae imETyiniomicT MoskiIuBicTh, O € TPOGIAEMH,
10 B3arajai He OaAyThCA PO3BABATH.

Taxe cTaHOBUIe IHTYiNiOHICTIE BUKIMKAJI0 A0BOJ rOPAYKOBY
auckycio B 1900-mx p.p. (Hilbert: Axiomatisches Denken, ato
Pasch: Jahresbericht der deutschen Mathematikervereinigung 27.
3 p. 1918, 228--232.).

slc@o, W0 Tak Majeko NOCyHeHHN KPHTHNH3M MYCiB 10BeCTH
TOo MPOCTY IO BiIKMHEHHA HeOQHOr'0 TapHOT0 TBEpA’KEeHHSA MaTeMa-
THKH. Mixk immuM gug iBETyinmiomicTa Bignanae TBepiAeHHS, IO
KOMHA CYLUiJbHA B AKOMYCh 00MesReHOMY NpOMe:RyToBI ¢yHKUis
Maé ¢BO6 maximum, a0 110 KOKHA CYUiIbHEA MOHOTOHHA (pyHKNisA
JacThes 3PIMENYKYBATH B INIOMY ITPOMEMYTKOBI 32 BHIMKOM CKiH-
uyeHOl MHOMRMHM TO4YOK. Inrerpan JieGera (Lebesgue), Taft Baaraxi
6araro0 TBepaskeHb Teopil (yEKNift niffcEux 3MIHHEX He -icHYS.
Bona # omupastbed Ha ocbTaki TBepaskeHas: 1) IMo rourm cynimns
(Punkte des Kontinuums) TBOpATe BIOpAJKOBAHYy MRBOMKHHY, 3HA-
9ATD, IO MOMiK AKAMHEEOYAb ABOMA TOYKAMHA MA€ Micle OChb Take

>

B3a6MOBI IHOIIeEHSA a?b. 2) IlJo komHa MHOKHHA 6 a00 CKiHYeHa,

a6o HeckimueHa. A iHTyinioEicr Biakuzas caMe omi 3aKoEHN.

Ta imryinionict Bse HaMGinbm GesnomagHsfl cyopoTH Teopii
MHO%UH. BoHa BHXOZUTH CHABLHO 06GKpO6BA Ta 31e(OPMOBAaH2; 0C0O6-
JHBO cTaEoBHmile iETyiniomicrie 10 muraRES cymiang AyXRe BiaMiEEe.
Bia cTamopMula ¢popManicrie (Brouwer: Intuitionistische Mengen-
lehre). Ile Bske BArMIsAAac HA BeJHMKe cOyCTOMeEHHS. [OBOPHUTHCH NpO
Kpisy ocHOB MareMaTukH. [Ipmfimiocs paTyBaTa cTaEOBHINE PopMa-
AictiB, Ta TAaKH KOHYe IlepPeBeCTH 3ragaHull Bxke 0KA3 3riJBOCTH:
apuTMeTnrn 3i cofow. Tare saBaanns 'ire6epr moctapus cobi B ¢Boix
»TaMOypcbKEx“ npansx. O¢TaHHI pOKA IpAHECHH JeAKe 3JATiNHEHH%E
piaanmi cramoBumy o6uxBox Tabopis. Ocrammift 3’iax B Mpasi 1929 p.
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TIOKa3aB, 10 MOMINBO HaltTh cninpEy MOBY. lETyinioHicTH BH3HAWOTH
Bae, 110° MaTeMarHka [innGepra TakM BiABHa Bix cynepevHocreli,
3 Apyroro 6oxy OpMamicTH TNPU3HAWNTh, W0 BHXIAHI ToukHm ixmix
pPO3BAXKYBaHL CYTT6BO He pisEAThed Bix DpassepoBuz. (Oduasa Ha-
NPSMKH NOCOIMKYE JABOTiCTHKA (MaTeMaTHYHA JBHOriRa).

XII. BAKIHYEHH.

Um nmomeMika moMisk o6naBomMa TafopaMu KoiduHEeCyAb B3aKiB-
4YHTbCA, MOKHA cyMEiBaTHCh. ,[IpaBAMBMMN® MOXHA BH3HATH 06HABA
HaUPAMKE B TOMY pO3YMiEHI, 1110 3i cTAaHOBHINA 9HMCTOL JbOTIKH ToAi
KOTPOMY 3 BUX mI0HeOynb sakuEyTH. Cboronmi o6MABA HANPAMKHR
3aKcioMaT#30BaHI, TAK 1Mo TiABKM IiRTYIimifiEO MOMKEHA NpUIMATU
a00 odHy afo Apyry cucreMy akcioM. TyT BHpasHO BUCTYIHJIO 3HA-
uinHs akciomaTHrn B3arami, I'iap6epT kame H. mp.: ,Alles, was
Gegenstand des wissenschaftlichen Denkens iiberhaupt sein kann,
verfillt, sobald es zur Bildung einer Theorie reif ist, der axioma-
tischen Methode und damit mittelbar der Mathematik. In dem Zei-
chen der axiomatischen Methode erscheint die Mathematik berufen
zu einer filhrenden Rolle in der Wissenschaft iiberhaupt”. Croronmi
BiKke FCHO, 1IN0 BCAKe NYMAaHHS BalemHe BiI arciom i npo ,opaBay®
UPUZOARTHCA TOBOPUTH HA CTINBbKM, HA CKINbKH NIpaBAMBI akcioMH.
I ons nposinpa ponsa maremaTvkd AumuaacA ii BeInYHIM 3aBIAHHAM.
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II-p POMAH IIETEJILCHKUIA (JIsBiB).

Oisnkanbai mpodaeMu ocTanHBOI Jo6H.”

I

JBannsATe croxiTrs 3a3HAUMIOCS HeOyBaJdMMH ycmixamu ¢isu-
KaapHNX nocainis. Ilicns emoxaJdpHUX BiZKPUTH eJIeKTPOMATHETHHX
XBUJb, IPOMeHi8 PeRTreHa Ta panioakTMBHMX IepBHIB, 10 IpPHIa-
naoTh Ha kimens XIX. croxitrs, macyHyaucs, movaBmm Big 1900 p.,
npo0jeMH, 100 B 3B'A3KYy 3 YAOCKOHAJIEHHSIM eKCIepHMeHTAJIbHIX
METOX OCTAaHHIX JEeCATOK JIT 3aXUTANHN OCHOBAMHU RJISCHYHOI (isukn
Ta TPUHEeBOJIMIN 10 Ix pesisii. Ili mpoGaeMu — me KBaHTOBa Te-
opia Ilngrka, Teopis pexaruBHOCTH AftEHmTaitHa, Teopil GynoBH ato-
MiB, 1p. Teopis Bopa Ta Teopis MarepisabHHX XBWJIb, 10 iX IoeTa-
Buan [le Bpoai (De Broglie), Illpexinrep i TaitzenGepr. Bomn
B CBOIM XBHJACTIIl MexaHini BOpoBaauau y ¢isuky B uaci Bix 1925
no 1930 p. mimy muesny HOBHX NOHATH Ta IIpH J0OOMO31 ix BH-
SCHUIH BeJUKY KIIbKICTb SBUIN, BIIKPUTHX eKCIePHMeHTAJILHUM
IMIAXOM, 1[0 iM He Moruum jgatu pann Teopil kascmuroi ¢isukm. Ti
Bcl mpoGiaeMn BHeCdOH y (piswry srRuBHII ¢epMeHT, 1[0 Ine H0Ci Bo-
pymuthesd, BHCYBae II[0pa3 TO HOBI NHUTAaHHA I akTH Ta He 71ae
30arHyTH, KOJWM BOBa IpHuiife 10 BiIHOCHOI piBHOBArw.

CnoinpHEAl 1penMer srajaHnX NIpo0JaeMiB me aToMOBa 0y-
noBa MaTepii. Ii BupoBagus e B ruuGoKift CTapWHI TpeUbKHIL
¢imocodp Iemorpur, ame Boma 3100yaa upofino B XIX. croairTi
HayKOBI micrasi, 3aBagkn jnocaizaM JlaabToHa Ta BiAKPHTTIO py-
xiB BpaBra (Brown). /lanpTor BiIKpHB 3aKOH IOCTIIHAX Ta MHOTO-
KpPAaTHAX TATApOBHX BINHONIEHb y XeMIYHMX CIOJyKax i BHKa3aB
nijounceJbHiCTh OCTaHEIX pexanift. Pyx DpaBma cTaB 3HOB 0xHON0
3 NiABAJHHE MOJEKYJIApHO-KiHeTHYHOI Teopil Temaa. Boma, Hap’a3y-
YN 10 3aKoHy Henpomamiol emeprii, o fioro Bizkpmam PoGepr

*) Pefepar, uromomennit pus 16. TpaBms 1937 p. Ba cuigeHiM 3acizamni
o6maBox cekuint VI 3'i3qy ykpaiacbkux npmpoienkis i aikapiB y JIpBoBi. Xo4 Bim
Mae XapakTep ingopmarmBHHEII, OJHAYe 3 OTIAAy Ha Bary TeMH BBaKacMO BKasa-
HAM ncMicratm #oro B 30ipHEKY cermii. — Pegaryia.
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Maep, I:xemc Ixwoap (James Joule), Yiaam Tomser (William Thom-
son) Ta I'eaxpMroabri, posBuEyJacsd 3aBIdku npanaMm Kiaassiyca
(Clausius), Mekeyeas (Maxwell), Boapnmara (Boltzmann) i Cmodio-
X0BcbKOr0. PiBHOGI®kHO 3 THM Aiffmia 10 BEJUKOTO PO3BHTKY XeMid,
NOCIYyryloYnucs B CBOIX AOCHiZax MOHATTAM aTOMIB.

He sBazkaodun Ha Ti BeXmki ycmixm Maja aroMoBa Teopis dii-
MaJo BOpOTiB cepel BH3HAYHUX (isukiB, xemikis Ta ¢imocodis.
Hixro immmii, Tinpknm came cJaBEMI Bivenbkufi xemix Biarreanm
OcTBanpa mnncaB y cBoix ,Vorlesungen iiber Naturphilosophie
(2-e BunamBA, Jlunesk, 1902 p.) orei caosa: ,Crexiomerpmumi 3a-
KOHH 3aJdIIaThcsl y XeMil e If y TUX uacax, KOJM aTOMM Bike
N0Bruii yac OyzAe MOMHA HAXOAUTH JuIIe B mopoci 6i6aiorex“. IIpo-
THUBHUKH aTOMOBOI Teopil BBaskaJdW IOHATTS 4TOMIB TiJbKH 3a 1O-
MiuHI 00pa3m Ta MOIeJi, aje pimiyde 3allepeuyBany 1XHE iCHYBaHHA.

Ask y nmeBsitiecsatux porax XIX. CToJiTTS aroMoBa Teopis mo-
Oinuaa Teopio cymiapEOCTH Marepii. Jomomorao itf mo Toro y sHau-
Hilt Mipi BiZKpHTTA aToMoBOi GyJOBH €JIeKTPHUYHOCTH, IO IPOABU-
Jacsg B ABMINAX €JEKTPOJisH, HoHi3amil rasiB Ta KaToJ0BHX IIpOMe-
HiB. Binkpurra pamioakTuBHOCTH naJgo OesmocepenHilt 10ka3 icHY-
BaHHA aTOMIB 1 IT03BOJIIIO WHCJIHUTH iX Ta 6GadunTH IXHI pyXHW; 3ra-
naiiMo X046HM JIHCJIeHHS aToOMiB IPH IOIOMO31 SABHINA CHHDTHIALII
Ta (ororpa)yBaHHS YACTHHOK «, BUKOHAHe MeToJ0I0 . Binncomal)
(mop. pue. 1). PanioakTuBHicTs He JHUII CTBepAWJIa iCHYBaHNA aTO-
MiB, alle TaKOK BHABIJA, L0 aTOMH MOMKYTb pO3[IaJaTHCA Ba JApi0-
Himi gactui.

flkpas ocrammifi ¢akr moBasuB ABI Te3wm, o iX 0 HeJaBHA
BBAKAJU 33 He3pylIHI [OpaBau, a came: 1) AroMn onHoro i Toro
€aMOro IepBHS 30BCIM 0JHAKOBi I MAlOTH OJHAKOBUIT TATAp. 2) ATOMHI
pisHMX nepBHIB 30BciM BiAMiHEI i HiAK He MoskHa aroMy OJHOIO
IIepBHS NepeMiHNTH B aTOM Apyroro nepBHA. MismrnM aBumla pamio-
AKTHBHOCTH BMKAa3aJH, 110 NepBHI Niggac pamioakTUBHOIO PO3IALy
nepeMinioTbes oAaHL B apyri. I Tark pax posmanaerbes Ha Tediff

1) Amra. ¢ismk I'. A. Binrbcom 30yayBaB IpHIajx [0 BHTBODEHHS IITYYHOI
Mpakm. Ileit npnaax HasBaHO KoMOopoo Biuabcoma. Ile mposopmii nmiingep,
B SKOMYy MO:Ke HAIJIO CHaJaTd NIiABHEM TOJNOK. Y HYTpi HOnIiHApa HAX TOJOKOM
HaXOMUTHCSI NOBITPSA, HacHYeHe 11apoio, aje 30BCiM oumIilleHe Bin MOpomHHOK. Koam:
B IILOMY UOBiTpi IOBCTAHYTH HOHH IILX BINIHBOM $KOTOCH IPOMIBHS H. Ip. IIpOMe-
HiB «, TO BOHE OyQyTh 3apojKaMd, Ha SKEX 3MOXe CKpOILIIOBATHCS BOJSHA IIapa.
ITe cramerbest, SKUO TONOK HArao cmage. Tomi IOBiTpS B KOMOpPI HArJIO POBIIH..
PHTBHCS i OCTymmMThCSA; Kpalii, 1[0 IOBCTAHYTh 3 MpaKHW, OCSAYThb HA HOHAX i ME
noGa4dnmo ix. Koam H. mp. mpomiHb « mepeGikETh Yepes KOMOpY, TO BiH B3iloHiBye
3[I0BK CBOMOTO IIJISAXY IOBiTpA i MH mo6aymMo CJif TOr0 MJISXy B BHAI IIPOCTO}
aigil. OIagxm npomeriB ¢ B koMmopi Biabcona moxea ¢ororpadysarm.
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ipamoH, 3BaHNIl 1aBHimMe eMaHanieo, paloH Ha rexiltipax A iT. 1.,

BRIHUI OCTAaHHIM 3BeHOM po3many cras pajy (G, TOTORHNII 3 0J0BOM.
Axe Takos i mocepejne 3BeHO Tiel mepeminm, pax D — 1e 0a0Bo.
O6maBa poam ‘0l0Ba MAalOTh O1HAKOBI XeMiYHI IIpUKMeTH, OJHAue
pisEATBCS OAMH Bix oxHOTO aromoBnM TArapeMm. Pax G mae aromo-
Buft tarap 206, pax D 210. Hesabapom Bigkputo Oiaplle IepBHIB
rakoro tuny. CroiBpoGitaur Panepdopaa (Rutherford) &®. Coani
(Soddy) masBaB ix iBoTomaMmum.

Iocainamu izoromiB safimamncs cmepmy J.dJ. Thomson y Kem-
6piase (Cambridge) ta ttoro yuemur F. W. Aston (Ecrom). Ocram-
Hill yRHB 00 CBOIX AOCJiJiB MacoBOT0 CIEKTporpafy 3 KaHAJIOBAMH
npoMeHsAMH ff mifimoB 10 oTcMX BUCHOBKIB: 1) 3HaHI HaM IIepBHI
e Mafisge 3aBciqn MimaHNHA KiJIPKOX i30TOIB, IO IX aTOMOBI Ts-
rapi rpynyoTbesa J10BK0JA aTOMOBOIO TATapy, 3HAHOIO i3 3BUYalHOL
XeMigHOI aHA;is3m; 2) aToMOBi TArapi i30TOIIB Ile midi 4mMeaa, SKIIO
npufiEATH aToMoBHII TArap kucHA 16. H. np. cexer Mae izoTomnm
3 aTOMOBUM TaArapeM 74, 75, 77, 78, 80, 82.

Kpim isoroniB Biakpnto me ft izo6apu T. €. XeMiunO pi3Hi
IIepBHI, 110 MAIOTh OJHaKOBHIT aToMoBHil TArap. H. mp. ceaen i kpui-
TOH MaloThb i3o0apu 3 aroMoBIM Tdarapem 78, 80, 82.

Koan Bigkpmau izoromino, aTroMoBuft Tgrap nepecraB OyTH Xa-
PaKTepHCTHYHO HpHKMerolo IiepBHA. Ha fioro Micume BmpoBanman
HOBe IOHATTA: aTOMOBe a00 NMOPSAZKOBEe YICJO IIePBHA, IO
CTOITh y TiCHIM 3B’A3Ky 3 BHYTPIIIHLO0 OyJ0BOI0 aTOMY.

IToraTTa mnopsAnKOBNX dYncesx Bufimiao crnepmy 3 IIOHyMepo-
BaHHs NepBHIB, cnmcaHux y mepioanumim ykaani (aus. Ta6a. I) Jlo-
rapa Maepa (Meyer) Ta Jlumntpis MeHJIemeeBa 3a 3pOCTAIOUUM aTo-
MoBHM TATapeM. BoHo Habpado ¢ismkaapHOro 3HAYIHHA, KOJU aH-
raifticernft ¢isug H. G. J. Moseley (Moaxni) Biakpus y 1913 p.
8B’A30K IIOMisK AyroBHHAMH (CleKTpaMm) npoMmeHiB Penrrena i me-
pioAMIHENM yKIaj0M TepBHiB. [loro Mo:kBa BHpasHTH OTHME 1BOMA
sakoHaMu: 1) Bei mepsmi Maote nyske moaiGHy OyaoBy JiHIftHHX
Penrremiscorux ayrosum (mop. pue. 21 3). 2) Biamosiamo xo spocry
NOPAAKOBOI'0 YMCJa IEPBHIB aHAJOTIYHI CIeKTpaJbHI JiHII Irepecy-
BAKTHCS B BANpAMi KODOTHIMX XBHJb TaK, 10 KBAaJpaToBHIl KOpiHb
3 YACTOTH KOJHMBAaHL (») — Ile IpuOJuU3HO JiHiltHA (PYHKHiA TIOpAI-
KoBoro umecaa (N) mepBHSA, a came N=a1/;, e @ — Iie craamit
gnaBUK. [Ipansa Moseley-a Mana ny:e Beauke sHAYIHHS TOMY, II0
J1aJIa 3MOT'y IIOIIPABHUTH Ta JONOBHUTH IepioJUYHUI YKIAX TepBHIB
i BUKasaJa, 110 aToMH BCiX IIepBHIB MaoTh i/eHTHYHY BHYTPIiIIHI
OynoBy, 3B’A3aHy 3 eMiciel mpomeniB Penrtrema.




e —————

IL.

PiBHOGisKHO 3 THMH BAasKHIMH BiAKPDHTTAMHM BHDHHYJH IIpO-
6JaeMH, 110 CTPACHHN OCHOBAMH KIgcu4HOL ¢ismku. [lumu mpobire-
MaMu Oyam: Teopis KBaHTIB i peaarusHocTH. Tsopuem Teopil
ksaHTiB 6 Makc Ilaamk. Tomy, mo Teopia npomiHOBaHHS,
cnepra Ha 3aKOHAX KJIACHYHOI (isukH, nomasa B pisbKy cyneped-
HicTh 3 BHcaizaMu excrepuMenTiB, Ilnamsk sipBaB y 1900 p. 3 kias-
CHYHUM IIOIVIAA0M, 1110 abcopOmia Ta emicia BinOyBaeTbes y Cylijab-
HAfl crnoci6; BiH mocraBHB Te3y, 10 Il IIpomecH Big6yBalThHCA He-
CyNiJIbHO, & CaMe aTOM, II[0 IPOMiHIOs, He MOMKe BHALIHTH TOBIIBHOL
KiJIbKOCTU eHeprii, Jume TakKy, 10 € YHCEJBHO MHOI'OKPATITIO 03HA-
YEeHOTr0 MiHIMAJBHOTO KBAaHTA, IIPOIIOPIIOHAJLHOTO 0 YACTOTH KOJH-
BaHb. lleft MimiMaJapHHII KBaHT eHepIil BHpaskaeTbCA PiBHAHHAM
FE=hv, ne I — 1ue yHiBepcaabHa craJja T.3B. ll1sHEKOBUII KBaHT
IiSHHSA, a » YacTOTa KOJHNBAHDL; UYHCJIOBA BapTiCTh:

h =6,55.10~% erg. sec.

KBagTOBY Teopilo IpnMiHMIM KiJpka JiT Hi3mime, Koau 1I0-
SCHIOBAJIN [edKi BaskHI ABHINA (IUTOMe TeIllo, floHiBamnio), a mepen-
ycim ¢oroenexkTpuyHuil edexr Ta aBuule Komnrena.

DoToeNeKTPHUHHIL eeKT MNOIATa6 HA TiM, IO Yepes
HACBITJIIEHHA MeTAJiB CBITIIOM XBUJI KOPOTKOI MOBSKMHH, H. IIp. (i-
SUIKOBHM, CIPHUYHIHIOEMO eMicio enexkTporiB. Bomm BmiitaioTh 3 Me-
TAJ0 3 03HAYEHOI CKOpicTIO, 10 He 3aJesKUTh BiA HATyrH HACBIT-
JIeHHS, TIIBKH BiJl YacTOTH KOJMBaHb cBiTaa. Oteke It IIpm HaficHiIb-
HimiM HacBiTJIWBaHHI He Bif0yBaeThbcs eMicis eJeKTPOHIB, IOKH Ya-
CTOTa KOJHBAHDb He 3pocia 10 IeBHOI kpnundnoi BaprocTn. HaBmakm
eMicig BinOyBaeTbecs HeraiiHO, AKINO HA MeTaleBy IJIUTY KHHYTH
cBiTJI0 caafol HATYrHW, aje 710cTatogHO BHcokoi wacroru. IIlo6 mo-
scHATH (POTOEJNEKTpUYHe ABHINe, cllepes AfiEImTaiiH Ha Teopii KBaH-
TiB 1 moxaB y 1905. p. ock Taky (oTOEJEKTPHUHY Teopilo: IsKepeso
CBiTJIa BHUKIJIA6 eHepIril, CKOHIIEHTPOBAHY B IIeBHHUX TOUKAX, HeHade
crpiapHA, 1o ix HasuBarMMeMO (GoOTOHAMH, a KOKHE CTPIIbHO
Hece 3 €000 KBAaHT eHepril /v Ta BU3BOJIA6 €JEKTPOH i3 aTOMOBOIO
3B’I3Ky MeTaJeBOl NOBepxHi.

dDotoeserTpruuHNil efeKT BaHHII TOMY, 1110 XBHJIACTa IPHPOIA
cBiTMIa 3HIIKA6 B HBLOMY 30BCiM, 3aTe BHCYBalOThCS Ha Ilepme Micie
CBiTAAHI KBAHTH, a Ile 03HAYae 10 leBHOI Mipy penecanc Horomosol
eMamallititaol Teopii cBitaa B moran6aeHoMy BuAi. Takum YnHOM IpH
NOSCHOBAHHI B3a6MHH TOMisk NPOMiHIOBAHHAM i MaTepieo 3’ABIA-
6ThbCS AyaJdisaM: OjHI ABHINA, K H. Ip. yrUHAHHA Ta iHTepde-
peHIio IPOMIHIOBAHHS IOSICHIOE Ay:ke N00pe JNIIe KIfCHIHA Teopis,
Apyri, K H. 0p. Oponecu ewicii it aGcopOuii TIALKH KBaHTOBa TEOpis,
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denme Komnrerma (Artur H. Comptorn) Topraerncsa posci-
SHOTO TpoMiHIOBaHHSA. Po3cisuES BHANMOrO CBITIA MOMKHA JErKO
oOcepByBard B 3aTeMHeHifl KiMHATi, KyAM Kpisb IMIIMHY BJIHpa-
€TbesA B'SI3KA COHAIIHAX NIPOMiHIB; IX mepe6ir 3apmcOBY6THCS BH-
pPasEO uepe3 Te, 10 YACTHHKH HOPOXY, fAKI HoOCATbCA B 1OBIiTPI,
posciBaoTh cBiTIAHI mpoMeni Ha Bei Ookm. Ogmade cBiTio posciBa-
€TbCSl TAKOR y CepelOBHINAX, BIIbHHX Bil mopommuHoK. Komnren
J0Cai/IsKyBaB pO3CiBaHHA IIpoMeHiB PeHTr'eHa npm mepexoni uepes
Jedki Tiga H. mnp. wepea rpagir. Kadgcuunsa Tteopis cBitina mnepen-
BHJKY6, 10 B PO3CIAHOMY CBITVII BHCTYHNATUMYTh 3aBMKAH Ti caMj
JOBRNHH XBWIiI, 110 ix Mae Bunyiiese cBitiao. Miskrum Kommren
cTBepaAuB y 1923 p., 1m0 B po3cidHNX NpoMeHAX PeHTr'ena mosBus-
0TheA npoMeni Pertrema i3 3MiHEHO0 IOBRHBOIO XBWJII, a came
3 4acTOTOI KOJMBAHb #‘ MEHIIO BiJ 9ACTOTH KOJHMBAHL # IIaTyYHX
IpoMeniB. BuACHNTH Ile ABHIle MOMHA JHIIe KBAHTOBOO Teopiew,
a caMe I1ajy4di KBAaHTH /i IlepeJaloTh JYacTHHY CBO6I eHepIil eJeKkTpo-
HaM aToMiB i BiICKAKYITh BiJ eJeKTPOHIB y BHII HOBUX KBAHTIB /i,
GigEimux B eHepriio. /[oBKHHA XBMJII pPO3CIAHOTO CBiTJA 3aJEKHUTH
BiJ KyTa, 10 110r0 3aMUKAIOTh PO3CisHI NpoMeHi 3 MaAyYUMH TpPO-
MeHSAMI II0/1i0HO, K eHepris KyJai, 1o B 6iry Baapse B HePyXoMy
KyJI0, 3aJesKUTh 110 yaapi Bix kyTa, 110 H1oro TBOPHTL HAUpaM Oiry
il 3 pampaMom 1epsicEOr0 pyxy. IlepeGir mpomeriB PeHTrena T1a
@JEeKTPOHIB, BHKHHEHHX 3 aTOMiB, 00cepBYBaJu IIPH J[0IOMO3I Ko-
Mopu Binscona.

Y 1928 p. Bixkpus iggiiicbrnit yuernit Paman (C. V. Raman)
3 RaapkyTn B mapumi BHIMMOro cBiTaa sBHINe, MOAiGHE A0 SBHIIA
Komnrena. Takosx y aBmmi Pamama gacroTa KOJIHBaHb CBiTIAa Madie
B Hacaigok posciaEHA. OaHade Ile 3MeHIIEHHS YaCTOTH KOJHUBAHHS
He 3aJesRUTh BiJl KyTa pO3CiAHHA, JHIIe BiAMiEHO Bix apuma Komm-
TeHa — BiA posciBandoro cepenosnma. yIsuine Pavapa MoskHA BH-
SCHUTH JHIIe KBAHTOBOI Teopieo.

IIL

Cnmpan4dnch Ha KBaHTOBY Teopilo Ta Ha BHCJIIAH eKCIepHMeH-
TaJbHHUX JocaifiB, nanceruft yuenntt Hiabe Bop-(Niels Bohr) Bu-
crynnB y 1913 p. i3 ¢MiIO0 KOHIENIi6lD aTOMOBOTO MO Je€JI.
Jasrimi rommemnil 6y/10Bu atoMiB J. J. Thomson-a i E. Rutherford-a
He MOIVIHI OCTOATHCA TOMi, AK Teopia bopa mama sMory oGUHCIHTH
JIOBRIHY XBUJI CHEKTpPAJbHUX JiHif BonHA i reais srigao 3 o6cep-
Barieio. Ioro Teopilo npuMiEEB A. SoMMepdeasb g (Sommerfeld)
70 o0umncaeHHsA PeHTI'eHOBHX NYyroBHH; NpH TOMY BHABHJIOCH, IO
3akoH Moaui-1 BumINBae GeanmocepexHbo 3 Teopii Bopa.

i
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Konnenunia aromoBoro moneao Bopa — me moamdirauis teopii
Rutherford-a 3 1912 p. Ocrammift mpuiiEAB, 10 aTOM CK.1a/]1a6ThCS
3 JIOJAaTHLOTO EJeKTPHYHOro fapa. /[0BKpyrm HBOTO Kpy#kaTb eJek-
TPOHYM HeHaye IUIAHETH JOBKPYI'H COHIA. ATOM BHIIOBHSA6 IPOCTIp,
[0 Itoro mpomip BHHOCHTH 10—% ¢m T. € 0/IlHy CTOMiIOHOBY YacTHHY
nerrnMerpa. Ile mpoctip, mo xo ftoro moBepxHi 10X0/1ATH Hafikpati-
Himi maaxu eaekTpori. Cave sAnpo safiMas npocTip MilTioH pasiB
MeHIINi; 1toro mpoMip 1e OirioHOBa yacTHHA HeHTHMeTpa (10—2cm).
Onsade B HbOMY 3i0paBa mima Maca aromy. [oasHACHKHI y4yeHHH
Van der Broek npniipas rinoresy, 1o KiJIbKicTh edekTpoHiB, ki
KpYsRaTh JOBKOJIA AAPd, PIBHAETHCS IOPA/TKOBOMY 9IICJa0Bi nepBHS N.
Jlo nporo Tpeba Ie 3a3HAYATH, 110, AK BHXOJUTH 3 IOMIpiB, Hapsax
eJeKTpoHy Mae 4,78.10~1° ejeKTpOCTATHYHNX OJUHUIb, a OO
Maca Ile tgyy MacH aroMy BoAHA.') flapo aromy BoaHA HasBaJIH
IPOTOHOM.

Y 1913 p. moaBmancs tpu npani Bopa, 1o MicTaam HOBY Te-
opilo 6ymoBu artomy. Bix riel xBuai Hacrae HoBa epa B icropii ¢i-
BUKH; Teopid Oy/10BH aToMy i Teopisd moBCTaBaHHS AY-
TOBUH (CIIEKTPiB) TBOPATH Telep HePO3PNBHY HixicTsh.
Bop npniivas momens Rutherford-a, momoBmemmit Van der Broek-ow,
alle 10736 I0 HHOI'O OTi TPH IOCTYJIATH:

I. Enexrpor woske mopymraTmcst IOBKPYTH aToOMOBOTO sijpa
Jume 10 IeBHNX NMOCTilfHMX muaxax (op6irax), nas sSkux 100y-
TOK JOBRUHHM 00BOAYy opOiTH 277, CKOPOCTH €JEeKTPOHY # i MacH
ttoro 72 piBHaeThbca cranift IlasaHka /2, ITOMHOMKeHIHl IiauM YHCIOM.
Or:ke 3aX0ANTHh piBHAHHA :

2arvm=Fk.h, ne k=1, 2, 3,4i T &

Il. Konn exexTpoH Kpyskiase mo skifich nocnnmn opOiti, Toxai
He BHIIPOMiHLOBY6 eHepIil.

III. IIpominwBaEEA eHeprii BinGyBaeTbecsA IPH INIEPEXOIi eJeKT-
POHY 3 O0XHOI mocTiiiHOI opOiTH Ha Apyry INOCTiliHy op6iTy, 110 Ha-
xoauTbea Oammde aapa. Toxi aroM emMiTye OAWH KBAHT eHepril :1po<
MiHOBaEHA. $IKmo aroM MaB eHeprio W,, Koam iforo eJekTpoH
KPy’KMB Ha JaJblIiM IJAXy i HepefimoB Ha Oamskauit mocTifiEmIt
maax, o Homy BinnoBinmae samac emeprii W,. To 3rigao 3 Tpe-
tiM mocryasatoM DBopa ewmitoBama emepris W, — W, = A», 3Bigkn

W, —W,

ViR h
OgeBnHO, AKIIO aTOM NpHiiMae eHeprio 330BHI, TO eJEKTPOH Iepe-
cyBaetbesa 3 Oamekdol opOirm Ha panpmy. Ilooammoki Jimii myro-

; ¥ — KIIbKICTh KOJMBAaHDb eMiTOBAHOI'0 IPOMiHIOBaHHS.

1) Maca atomy BojHs = 1,65.10—2% rpawmis.
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BIHN, 1110 3 HHX KOKHA Mae CBOE€ %, BIANOBiZalTL TPETLOMY IIO-
CTYJIATOBI.

Y aJpIniM PO3BHTKY pO3TrajysuBesd J0chig OyIOBH aroMy Ha
aBi Bizmorn: 1) Ba hisUKy aTOMOBOTO sA4pa, IO 3alMaeTbcsa SBU-
maMi paioakTiBHOCTH, i3oTonii Ta posmaay aToMiB i 2) Ha (isuky
€JEKTPOHOBOI TIOBOJOKH, IO AOCTiJAsky6 Teopilo AyroBUH, IHTAHHA,
AK IOBCTAIOTh MOJIEKYJH, BAapTiCHiCTH IIEpPBHIB Ta Teopilo Iepioand-
HOI0 YKJIaldy IlepBHiB.

Jlocaiam Baa aToMOBHM SIpPOM' OPHUTajalJd HAHOBO Tinoresy
Bimisima [Ipasra (Prout) 8 1815 p. 8rizHo 3 Heo aToMH BCiX mepB-
HiB Ile KORIJILOMEpATH aToMiB BOZHA. H. mp. aroM rexis ckaaja-
6ThCS 8 YOTHPHOX aTOMiB BOJHA. B Mipy Toro, sIK pocia HOKIAN-
HiCTh IIOMIpIiB aTOMOBHX TArapiB 1 rimoresa He MOTJIA BlepsraTncd,
60 aToMoBi TArapi GaraThbox IepBHIB CHJIBHO Biadiraiau Bim mignx
qiced, H. Ip. aTOMOBHI Tarap xanopy € 35.46. Onmade siBuiie iso-
tomii, Biazkpure B XX. cTOJITTI, 1aJ0 3MOI'Yy BHSACHNTH BiAXWJIH aro-
MOBHX TArapiB Bia IiJdounceabHoCTH. | Tak XJIbOp Mae JBa i30TOIM
8 aToMOBHMH TArapaMu 35 i 37, a Jermoro isoTomy y XJapopi 6 75°,.
Ile nae cepenmiii aromoBuit Tarap 3546 sringo 3 nmomipamu. Takok
yei igmi nmepsmi, 110 X aroMoBi TArapi 3HauHO BiAbiraorh Bix 1iado-
YHCceJbHOCTH, 116 MimMaHNHN 130TOHIB. Aston xonpoBaauB y cBOIl
poditai y KemoOpinsk nocaiin Hajg i3oTollaMH IpH JOIIOMO31 MacoBOIr0
cnexrporpady no HespnuafiHol mpenusii i Ha iX OCHOBI NIpuUBepHYB
rinoresi llpaBra 3HOBY I049ecHe Micoe, X0U y Jel0 3MiHEHOMY Bii.

Aze nacymyJaacd ue 0AHA TPYAHICTb. ATOMOBHil TArap BOAHA
pisHaerbea 1,008. AtoMoBiI TArapi iHMINX MepBHIB, 110 B HOPMAaJb-
HIX YyMOBHHaxX He MaioTh i30ToniB, IOBHHHI Oyrd MHOLOKpATAMHI
nboro umena. H. np. aromoBuft Tarap redig IOBHHEH piBHATHCS
4 032, a piBHasTHCA (pakTHIHO 4, oTske BiH parTaHO MeBmUil. Ileit
nederT MacH MORHA IOSICHUTH BHCHOBKAMH 3 TeOpil pelATHBHUCTA.
Ha ocnoBi miei Teopii misk eHeprielo i Macowo icHye 3B’A30K, 1110 {10r0
MOHa BHPAasUTH piBHAHHAM: Ff=mc?, 1e m Maca, a ¢ CKOpicTb
cBitia (3.10"cm/sec.). inmoTeTnyHuit mporec IMOBCTABaHHA SApa Te-
Jig (JaCTHHRI @) 3 4-0X NPOTOHIB (saep BoAHS) OyB eK30TepMiuHmIi;
BHuAiNeHHA eneprii copmumEmiIo nederr Macu 0,032, piBHOBaskHHM
nift emeprii. aa 4-ox rpamiB rexis, ce6To AJS OAHOTO MOJS TeJis
nae neit nedexr macu 0,032.9.10%° epriB 1. 6 0,28.10%° epris. Koan
IepevncJuMo Ile Ha BeJHKl KaJabopil, IpUX0JUMO 10 BHCHOBKY, IO
IIpY [10BCTAaBayHi 3 IIPOTCHIB I'paMaToMy T. €. 4-0X I'paMiB reJ0 BH-
nidosetbesa 645 midmioHiB Beanknx kaabopitt. Ie 'zxyme BeJIlKa eHep-
rig. HaBaiaku, Ha po3winienHs YacTHHKN @ HeoOXiiHO Gyao 6 3y-
JRUTH TaKky cavy Kiabkicte eHeprii. Tum mnoscHoeTbcss He3BHUafiBa
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TPHUBAJXICTL aToMy redid. YacTuHkHM @, BHKHNHeHi 3 paaicakTHBHHX
cyGcranmiit, ocaraiTe ckopocri Oinpmi Ak 10000 km/sek. ta Tomy
P030MBAIOTH aTOMU IHIIUX T, 110 IX CTPiYaKTL y CBOIM JeTi, on1HAYe
caMi He p0o30HMBAOTHEA.

[TIo BuAcHeHHI 3rajaHUX TPYAHOLIB NpPHIiHATO, 110 ATOMH Beix
IepBHIB CKJIAA0TbCA 3 HPOTOHIB i edekTpoHiB. fIkiio mwopsakoBe
9HCJI0 1epBHA € N, TO 30BHIMHA IIOBOJIOKA ATOMY MiCTHTH V €JIeKT-
pomiB. flxpo mepBHA 3 atoMoBUM TArapeM A criaazasTibes 3 A mpo-
TOHIB, AKUI0 OpUHHEATH TATAP 01HOro nporony = 1. Jlaa Bcix nepsHIB
3 BHHATKOM BOJIHA IOPSIKOBe UMCJO MeHIIe EiJl aTOMOBOI'O TSrapy.
Tomy, mo A mnporoHiB Mas A4 OAMHHIL J0JATHOTO eJIEKTPHIHOIO
HapAay, a N eJeKTpoHIB 30BHIMHBLOI 1OBOJOKN N OAMHNIE Bijl 6M-
HOTO €JEKTPHYHOr0 HapAAy, TO JJIA CKOMIEH3YBaBHA HAJABHIIKH
NO0aTHOr0 HapAAy UpHiiMaga JaBHIIA Teopis IpHUABHICTL eJeKTpo-
HiB Takok y A7pi. Ix kigbkicts ¢ A—N, B. np. aaa Jity 7—3=:4.
(7 e aToMoBHIl TATAp JIiTy, 3 MOPSAIKOBE YICJO).

Onncama Teopis sxpa Baepskasgacs Giapme, s 20 Jgit ToMmy,
mo OyJa ayske IIpocTa It rapMoHi3yBada 3 OIryHOBHMI SBUINAMH
B CBITi, 1110 OPOABIAKTbCA B iCHYBaHHI IBOX POAIB e€JeKTPHYHOCTH,
JBOX POJiB MarHeTH3My, B IIPOTHCTaBJIeHHI KHCJOT i OCHOB, B JBO-
I0JOBOCTH OpraHiaMiB. Jlume nuTamgsA, 9oMy JI0AATHHII HApsS] €J6K-
TPUIHOCTH B’gskeTbes 3 1840 pasiB Ginbpmono Macolo, Sk Bia emMHNi, He
JIaBaJo JOCIHITHMKAM CIIOKO0 ask J0 OCTaHHIX POKIB.

IV.

MiskTnM yYmHHBCA pyX y IHMNX AladEKax (Qisuki. 3yCHIIS
BH3HAYHNX (PisUKiB, 106 YCYHYTH AyaJdisM 3 OUTHKH, L0 IOSCHIO-
BaJa O/HI ABHINA TIPH JOIOMO31 XBHJAACTOI, ApPYri npm aomomosi
KBaHTOBOI Teopil, He NpUHECIN YCIiXiB, HaBOAKH yaJi3M IIOTJIH-
OuBCA Ta NOIMUPHBCSA B INIIAHKAX, 110 A0Ci OyJH OXHOTHIOBI. J110i
ne Bpouai (Louis de Broglie) kupyB y 1924 p. cmiay AyMKy, 1o
melt JyanisM y OpHpOAi IoCh CYTTEBe, TA TNepeHic {10ro Takom Ha
Mmartepio. Tak, Ak cBiTaAEI XBUJIi HecyTh i3 €000l KBaHTH eHepril
T. 3B. (DOTOHHW, TAK €CaMO BCAKHM YaCTHIAM (KOpIIyCKyJaMm), 10 II0-
pymaoTbcsa B IIPOCTOpi, TOBApHINATH XBHJi, 3BaHI XBHUJAAMH Ma-

: - 4 : h
Tepii. JloBkuEy MarepisapHOI XBWIi xae B3ip 4 b I 1e

sBicHa craua [lusnka, m Maca wacTumi, » CkopicTh ii.

[Morasaau ne Bpoai-a crBepamam B:ke B 1926 p. aMepHKaHCBHKI
¢isukn Davisson i Germer ta IoKas3adn Uepe3 eKCIePHMEHTIT
icryBamHA xBHIb Marepil. Bomm oGcepByBaJm sBUINA YIHHAHHS Ta
inTepdepennii KopnyckyasapEUX (eJeKTPOHOBHX) NpPOMEHIB Ha KpH-
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crajax i oxepskann edexri noai6ui 10 edexry, mo tioro aicraB Qi-
3uk lLaue y 1912 p. npun mepexoni npoMeHiB PeHTr'ena Kpisp Kpi-
craan. Iami gocaiamukn, g& F. Kirchner, Thomson,. Trillat, O. Stern,
Kikuchi, morBepaniir 1i cnocrepeskenHs It BHKasaJdd, 10 He JUII
eJEeRTPOHH, aJle TAKO:R IMOHI, aTOMII 1 MOJIERYJH IpOsSBIAOTL Higuac
pPyXy XBHJACTI BJIACTHBOCTI.

Onux garriB He MoskHA OyJ0 3MICTHTH B YKJIaAl TOHATH KJI-
cnugoi (Qisurn. Tomy HacymyJacs KOHEYHICTH IlepeBecTH 3MiHI
B YKJIAJi 3aKOpPiHEHHX IOHATH.

Tiei pepopuun mizsaauca nepenosciv Epsium Illpeninrrep
(Schridinger) i Beprep Tafizemdepr (Heisenberg) y 1925 p.
[[Ipenisrep BHalimoB cJaBHe piBHAHHSA XBHJIb'), 110 N0XA6 3a-
KOHI mepemiam emeprii B atomi. Ile pisEnukoBe piBHAHA XBUJIbL J€
Bpoai. Iloro mprnMigesHEs 10Bes0 10 BeJNKNX ycnixiB y Haymi; Bil-
CJIIN 4HCcJIeHHs, lepeBeleni npn Horo 1010M03i, 3BHAMEHHNTO FOAATHCS
3 ofceppariew, ogHade Oarato B HbOMY HeapodyMmigoro. Ilepeaycim
Heosgauennit y xpuaax Illpeainrepa minMer KoAMBaHbL TOAL, KOJIIX
J0ci B yecix XBHIACTHX fABUIIAX IigMeT, 110 BinOyBae KOJUBAHHS,
6yB IOOKJIAJHO O3HAYEHMHIT, H. IIp. ¥ T0J0COBHX XBUJIAX KOJNBAINCH
YACTHHKHU IOBITPSA, B eJeKTPOHOBHX HaTyra moJas. XBHai, 110 BHCTY-
naoTh y po3Baskax IllpenirrepoBnx piBHaHL — Ile He XBUJL B 3BH-
yafigivM (isukaJdbHIM 3HaYeHHi, T. 3H. IIPOLeCH, 110 [1epioANTHO 3MiHI0-
0Thes y npoctopi i yaci. Borm He pozmpocTopooThes HABITH y TpH-
BUMIipHIM IIpocTOpi peaJbHOro cBiTa, ajJe B T. 3B. KOH(pIrypamifiHim
IpocTopi ykJIaxy, T.3H.y NOAYMaHIM OpocTopi, 110 Mae TIIbKHU pasiB
10 TPU BHUMIpPH, CKIIBKM YKJIAJ Mae YacTHHOK, IO IiIOTb B3a6MHO
Ha cebe. H. mp. arom ypamy maB O6u 1poctip 3 276 BHMipamu.

Maitske piBHOYacHO i3 [IIpeniarepom cTBOpUB CBOIO KBAHTOBY
Mexaniky 'afisen6epr. Bim mocrasmB Bumory, moG Teopis pos-
rJsfala Jume Ti BeJUYNHH, 10 IX MoskHa Oe3nocepefHbO MipHTH,
SK H. TIp. JOB:KUHY XBWIi, a He BIpPOBaJskyBajJa HamiB Meradiznd-
HUX BeJHYHH, 0 IX roAi GeamocepeaHo 3MipHTH, AK H. IIp. CypAAHL
It CKOpPOCTI I1I00AMHOKHX eJEKTPOHiB. ¥ MaTeMaTHYHIM pO3BHHEHHI
Teopil BupoBaaus ['afizenGepr ocoGauBe yrpyunyBaBHA OJHOPOJHAX
BeJuuuH T. 3B. MaTpuiu. [I{o6 BukoHarn anbreGpmyuHi Aii Ha Mart-
pumax, HeoOXinno Gyio BHpoBaauTH okpemi Aedimimii.

Yanyaanifina mexamika Illpexisrepa i kanToBa Mexamika I'afi-
seEOepra. He BBaRa4ll Ha immufl miaxix, gaxm sriggi (ismraabBi

N AS + = 8 ln(L—-V)S =0, ge E = emepris, V = noteauisicHa

eHeprig, S =q)yﬂhum KOJHBAHHS.

P
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BHCIITW. XapakTepuCcTHIHOI pHCOX 000X Teopiii Te, 10 BOHN HE
3atitMal0ThCS IHANBIIyaJbLHO eJeKTPOHAMII if IpOTOHAMU, JuIe BHCKa-
3yOTh CTATHCTHYHI BIICHOBKH IIpO iIMOBIpHiCTb IXHBOI IOSBU B 03EHa-
JeHNX Michsax abo B o3HaveHnx craHax. Ha mnoraax I'afisemGepra
TaKe TPAKTyBaOHsS NpoOJaeMH B’sskeThcs 3 XapaKTepoM BHYTPIIIHBO-
aTOMOBHX SIBHII, & JeTepMiHiCTHYHe OOXOMJIOBAHHA ABUIL Y MIKpO-
KOCMi HeMOKJAUBe.

Y MakpocKomoBiM cBiTi cnmpaeMocs Ha 3acall NPHUYNMHO-
BocTu. BoHa B ToMy, 10, 3HAYIN q0TelepilmHifl cTaH AABUX TiJ,
9d TO IOYATKOBIil X crTaH i 3aKOHII Iepeliry ABHI, MOKeM0 Iie-
penbayuTa MaiiOyrai sBumia. Sacajy UPHIMHOBOCTH BBAMKAJII IMiai
r'eBepauil IpApoAHUKIB i ¢imocodiB 3a HeHaApyIINMY HOIMY. Horam
Bepnyai (Jean Bernouilli) ma mouwarky XVIII. croaitTsa BHCKa3aB
TOTJIAJ, 110, KOJM BiJKHHYTH 3acaly NPUYNHOBOCTH, IIija IIPHPOAA
crane GesmagnnM xaocoM. Takosx KamT BBaskaB IpPHYHHOBICTE 3a
OJHY 3 IIiACTABOBHX alIpiOpHUX KaTeI'Opiff HAYKOBOTO AyMaHHs, II0
6e3 Hel HisHAHHSA NPUPOAHM HEMOMKJIUBe. 3acaja IPIYIHOBOCTH 1aJa
yciM NIpHPOAHMYIMM HAyKaM BeJlKl yCHOiXW, a BepmKoM ii ycuixiB
Oysno nepenbauyyBaHHA pyXy He0OecHUX TN i3 MaTeMaTII9YHOIO TO4-
HicTIO.

Oxmade clipaBa He Taka Ipocra, Ak 3gaBatocs 6. Koan ¢isurn
[epelmIn 3 MaKPOCKOIHHNX /O0CJiliB 10 MeXaHIKI aTOMOBOI'0 CBITa,
3’ABHBCA iHIerepMiHI3M i 3acaga NPHYMHOBOCTH 3AJOMHUJIACH, KOJM
IlepecTyIIIa TPaHnNi MIKpOKOCMY.

Kagcuunnit npuriaan toro — npomiEoBaHES paay. Kospuit
aToM paly B JAKilfChb XBHJHMHI IIepeTBOPIO6THCS BHOYXOBO B aTOM pa-
J0HY, BHEHIA9H 3 cefe yacTtuiio . [logoBHMHA aTOMIB, IO 3 HUX
CKJIafasThesd sAKNiiHeOyAb IipenapaT pajy, 3MIiHUTbCS IPOTSArOM
1580-0x ait. YaBiM coGi ABa BimokpemJseHi aToMu paiy, (I0 Haxo-
OATbCA B IIeHTHYHMX YMOBHHAX. 3aXOJUTL NHTAHHSA, KOJAM IJId
KOJKEOIO0 3 HHX HACTyNHTHb IlepeJOMOBa -XBILNINHA II€pPEeTBOPEHHS.
disuknr Be B cmii Bigmosicrm Ha me nutanHda. OZHH aTOM MoOske
OiaArTH nepeMini B orift MimyTi, Apyruit 3a Mimiom JiT, X049 Hema
Misk HUMH HiAKOI pisHHI, AKy MosHa Oyao 6 crBepanTH (isHKAIL-
HAMH MeTojaMH. A Bce Te Ai6ThCA Ha OCHOBI II€BHOT'0 3aKOHY, a caMme
8aKOHy iMoBipmocTH. B KoskHiff XBmaunHi icBye osHauema i 3aBcimm
Ta caMa iMOBipHiCTh, L0 aTOM pajay IepeMiHHThCS H. IIp. 33 TOAUHY.
I xo0u Toit aToM pany He posmajgaeTbes i 1Mo Midiomi JiT, TO mMaHcH
fioro pesmany He s3MiEATbecA. Ymeno, 10 Bupaskae iMOBipHICTH pos-
naly, 1le XapakTepHcTMYHA cTajJa paay. Koam MaeMo mepes coGowo
IpenapaT pajy 3 BENHKOO KIJBKICTIO aTOMIB, TO MOMEMO JOKJIAXHO
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00YMCJINTH, KiJIbKO 8 HUX DPO3INaneTbes IPOTATOM OIBOI FOAWHY, aje
He MOSKeMO 3HATH, KOTpi 83 HUX PO3NAaAyTbeA 1 9oMYy.

PiBHOR KOAN Ha SKyCh CKISHY IUINTYy IIajJae NpPOMIHE CBiTJIa
ce6To Giapbma KiJbkicTb (hOTOHIB, TO HA OCHOBI 3aKOHY IMOBipHOCTH
MOKeM0 JOKJAJHO CKasaTH, KiaIbKo (OTOHIB Bini6eTbesA BiX IIMTKH,
a KiIbKO 3 HHUX YBifile B IINTKY, age 108 KOKRHOTO (POTOHA
30KpeMa ii IPUIMHA 10r0 MOBeAIHKH B KOKHIM BHNAAKY HeBigoMa.

Orske MaeéMO TYT CTATHCTHYHI 3aKOHM, 3HAHI B RIAYAY-
Hift (isuni Bse 1t XaBHilimIe, H. Np. Ipyruil 3aK0H TePMOANHAMIKH.
Onmaue B KJIdcHuHil (isumi MomHA OyJao CHEpTH CTATHCTHYHI 3a-
KOHN Ha 3acaji NPHYMHOBOCTI TOXi, KOJH B KBAaBTOBili Mexamimi,
ak ne nokasaB Hotfimam (J. v. Neumann), craTrcTHYHI 3aKOHH He
MOJKYTH CUNPATHCA H4a NPUYNBOBHX 3akoHAX. OTsKe MYCHMO YHCJIH-
mies, AR Kame Dop, i3 ¢BoOog00 BHGOPY DpPHPOAH IOMIiK
PIBHUMH MOMRJIHBOCTAMIL

Ta icmye mie 01nH Gik cupaBH B 3acail npnmuynHOBocTH. Koam
oGcepByeMo sikechb SIBHIIle, HaM 3JaeThbesd, 110 Hamma obGcepBalis He
Mae JkaJHOTO BIOJNBY Ha mHepebir spuma. Taxk nificHo It € mingac
oGcepBailii BeJMKHX IIpeaMeTiB H. NIp. IaaHeT. IRakme aierbes, Koau
npexaMer obcepBauil BaJesknTb 10 aToMoBoro cpira. Toxl koswEmMIL
eKCIlepIIMeHT, TepeBe]eHn{i NpH 0I0M031 HallBIRHIMEX IpIJIaliB,
BHece TawWil 3aK0J0T y lepelir aBUilA, 110 {I0T0 He 3MOKEMO BU-
sHaqnTyH. Koo XxowemMo BH3HAYNTI NOJOMEHHS MaJeHbKOI dacTHIi
H. 0p, €JeKTpPOHY, MyCHMO OCBITINTH 110rT0; oxHade (OTOHM CBITIIA,
BAAPAYN HA eJeKTPOEM, 3MIHAKTL I10oro CKOpicTh i BH3HAYCHHS
fioro mogoskeHHs crae imosopriuHe. [logi6HI (PaKTH CTPiuaeMO TAKOK
y Oioaorii i nenxodgorii. Crpore npuMiHeHHS (i3HKO-XeMiYHHX IIO-
HATH 10 SRUBHX OpTaHi3MiB II0Nalae Ha MesRY, 110 II BHTHYNIA [IPU-
poaa Tag, U0 AOCAiAskYBAHHS SRITTEBUX IIPOABIB Qi3HKAIBEUMH Me-
TOAAMII, AKi BHENKAJIUO 10 IX HAHrJNOmMNX eJeMEeHTIB, Mycigo Ou
CIIPOBAINTII 30BCiM IIeBHY cMepThb opramismy (aymka bopa). Tinbkm
MepTBe TiJIO IiJTaeTbes AOBIIHHOMY eKcllepHMeHTYBaHHIO, HATOMICTD
SRHTTSA 3aHIKae, BTiKa0YN NpH HaaMmipHO morsndiaeniM gocaiai. Bop
nobauye IapaJjelisM IOMisk MOYyTTSM CBOGOAHN EOJi, NHTOMHM CBi-
JOMOMY SKHTTIO, a OpraHiYENMH (QYERLIAMEI, 1010 He I0IyCKaloTh
aBl OpHUYHHEOBOrO OPraBi94HOTO ONICY aBl HACTHPIHNBOTO (Pi3HKAIL-
HOTO focaiay. BiE Brasye Takosk ma TpyaHOI, 110 iX crpivae IcH-
X0J0TiYHA aHajJi3a 3 IPHUYHEN (PaKTy, L0 3MicT CBIJOMOCTH INiad-
rae Moamgiramii 3 XBHIANHOL, KOJI HaIla yBara 30cepeinThCd Ha
OJHilt cr1amoBiit mogpoduni Tiei ceizomoctn. Il o6craBHHEA YHEMOK-
JUBJIOS NOKJIaNHe yCTaldeHHS (DAaKTiB CBIiZOMOCTH I TOMy He MOSKHA
JoMaraTucs jaerepMiHictu4moro ii omney.
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Hle naxi Bin6irae Bin kascnumoi imTepuperanii (hisuKaIbEUX
nmoMipiB sacana HeBH3HavaJabHocTH ['aiizenbepra. Kuaa-
cnYHa (isuka NpHiiMana MOKRINBICTE NiSHATH SAKHUNCH VRIAX TPH
nomoMosi momipis. H. mp. 1mo6n BH3HAUNTH CTaH eJeKTpoHY, Tpeda
mepeayciM BH3HAUNTH B JaHiff XBHIJINHI 110r0 TOJOKEeHHS Ta CKO-
pierh. Rascuurnit ¢isur Bipus, mo ue spodmrhes 10Ai6HO, SK Ie
3pobiieno, BusHa4daw4n crann 1uaner. Oapave [afizeHGepr 10KasaB.
10 BU3HAYECHHA OJHOI 3 THX BEJNYIH BHKJIIOYAE BIIBHAYEHHS APyTrol.
H. mp. MoskeMo BH3HAYNTIH [OJOMKEHHS eJEKTPORY, ane 30ypeHHd,
10 TOBAPHIONTHME 1bOMY DOMIpoBI, 3po0HTH CKOpicTh 110ro Heo3Ha-
YeHOI BEeJNYNHOM Ii HaBNAKH: IOKJAJHUI IOMIp CKOPOCTH 3MiHS6
T10JIOKEeHHS.

Y naapmiM po3BHTKY XBmIdcToi Mexamikm IlIpeniarepa sacay-
sRUBCA B BeJukift mipi anraiftepknft ¢gisux lipak (Dirac). [puwmi-
HOIOYM 0 Hel Teopilo peasaTHBHOCTH, AIHmMOB BiH 710 BHCBOBKY, IO
eJEeKTPOHII 00epTAl0TLCA T0BKOJA Ocell. SpelITon TimoTesy mpo 000-
por eJexkTpoHiB BupoBainan Oyan e B 1924 p. Uhlenbeck i Goud-
smit naga morped cnexrpockonii. JIpyrum BaskEuM BuUcHOBKOM Jli-
paxka — II€é MOSRINBICTL iCHYBAHHA NO0JATHHUX €JeKTPOHiIB ato
T. 3B. HIO3HUTPOHIB

SN

HesameirHo Bix BuCcHOBKIB /lipaka cTBepaAnB aMepunkaHchbRHI
¢gisur Amagepcor (C. D. Anderson) y Ilacaneni (Kaaidopmis)
B 1932 p. icEyBaHmHEA nosurponie. Bim gocainskysap flomisamino
Ta pO30MBAHHA aTOMIB 0T BILIMBOM KOCMIiZHHX TipoMeniB. Kocemiumi
npoMeHi me mpomemri, o ix Binkpus Iecc 1911 p. Bomm mpuxo-
JATH i3 CBITOBHUX IpOCTOPIB i BH3HAYATHCA JadeKo OGiAbINoo Ipo-
HUKJIUBicTIO, K 1npoMeHi Penrrema. Koam ix ¢orommn ypapsoTts
B aroOMH, TO MOJKHA CIIOAiBaTHCS, 110 BUKIHYTH i3 aTOMOBOI'0 3’BABKY
€JIeKTPOHN 3 JOysKe BeINKOD eHeprien. AHIEPCOH J0CJIi1AyBaB
€HepITo IMIX eJeKTPOHIB NpH xomomMo3i komopu Bixecona, mo ii npu-
MiCTHB y Ayske CIILHIM MarseTHIM nofi. Bim mafimoB monpm caian
€JeKTPOHOBUX NLIAXIB TAKOMK CALIM IIAAXIB YACTHHOK, 10 IX Maca
Oyna piBHa Maci edexkTpomiB, a Hapan Oys moaataHuti (puc. 4 i 5).
Ii Bucaizn morBepaman omicast Blackett i Occhialini B Cambridge,
Jlisa Maiiraep (Meitner) y Bepaimi i Ti66 (Thibaut) B IMapmsxi.

Maitsre piBHOYACHO 3 BIARPHTTAM [O3NTPOHY Biadyaocs Bix-
KpHUTTS INle OTHOI I[eroJKn aroMoBol OyaiBai, a caMe HeBTPOHY.
ITe enemenrTapHa wacTams Ges eJeRTPUIHOIO HAPALY, o ii Maca
Maltke n0piBHIO6 Maci mporomy. Ilepmi kKpokn B Bampsami Biakpurrs
HeBTPOHY 3pobmau y 1930. p. W. Bothe i H. Becker. Boru o6crpi-
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JIOBAJAN IIPOMEHAMHU « JIerKi HepBHi i CTBepAIMH, III0 neski 3 HIIX,

0co0NMBO OepHab, a Takoxk Oop, JiT 1 (paoop BHAINOLIG xyske
TBepJe NPOHUKJINBE NPOMIHIOBAHHA, 110 y BHNAajKy Oepumiio i Gopy
IpONHKae OJOBAHI INTH, I'py0i Ha KIIbPKAHAAUATL IEeHTHMeTpIB.
Jaapmi mocainm Han nuMm gBuuleM nodvaair B 1934 p. Ipuma Kiopi-
Romio (Curie-Joliot) i ii womoBik ®puapux sKoxaié y pamosim imcTH-
tyri B Iapmski. ocaigsyoun ui npomeni y ifomisamitimift xomopi,
JI0KasaJau, 110 Ti npoMeHi, Baapaloun Ha napadginy ado Ha immi cmo-
JYKH BO1HS, BHURUJATH 3 AaTOMIB IIHX TLI IpPOTOHH He3BHYali-
HOI eHeprii (mo 5 MixioniB BoJbTIiB).!) SaBAAKM Lilt eHepril mepeui-
TAIOTh OTi TPOTOHHM B IOBiTPi 0K0J0 30 cm IOpOTH.

Yensir (J. Chadwick) noBropus y 1932 p. ni cmpobu B po-
6irai Kepemaima (Cavendish Laboratory) s KemoOpins (Cambridge)
1 Ha OCHOBI CBOIX XO0CJiJiB NPUUIIOB 10 BUCHOBRY, LI0 IIPHYNHOI
BUKHJAHBS OPOTOHIB 1 d7ep iEMUX NepBHIB B ONNCAHHX 1 MOAIOBNX
SBUINAX OyJau BIle3rajaHi HEBTPOHH, 110 IOIPH IpOMeHi y BUIiTa-
10Th 3 Oepmap mix BHIuBoM o0cTpiay mpomeramu e. Ilpomec no-
BCTaBaHHs1 HEBTPOHIB 3 Gepumaio Ha Ioradj Yeasika och aAKmii:

2
zBe +3He=16 C+(1)n.

ne Be me arom Gepumo, He atom reao, C aToMm Byrid, n HeBTPOH.
Yumema 9, 4, 12, 1 03Ha9alTh aToMOBi TATrapi BiIHOCHUX IIepBHIB,
3ate 4, 2, 6, 0 me IX HOpANKOBI Ymcaa.

Teopernuny KOHIENII0 HEeBTPOHY BHCYHYB OyB Ile JaBHiImIe
60 B 1920. p., Rutherford, mafiGiapmuii cyddacHRii aBTOpPHUTET y La-
puHi atomoBoro Azxpa. HeBTpoH, He Maoun eJeKTpPUUHOIO HapsAay,
MOske IepeXOAUTH CBOOIHO Uepe3 MaTepilo TOMy, 10 BiH He Bigxu-
JII06THCS B CIUIBHUX eJeKTPHIHIX I0JsAX aToMoBux sgep. Ile i crep-
JMIN JAJbIIi erpoon.

3 BIAKPUTTAM HEBTPOHY PO3MCPAIKYE CYyYacHA (PisUKa OTCHMH
eJeMEeHTAPHIIMH YacTUIAMI ce0TO HAaNIpOCTIMHMII IeroJKaMH, 10
3 HUX 30yJ0BaHA Marepisd:

EnevenTapHi cRIAaZHUKH MaTepii:

Hasga CuMBOI Hapan Maca
Eanexrpon e —1 0,00054
IIporon i H (n) +1 1,00724
ozuTpon et +1 0,00054
Hestpor é n 0 1,0080.

1) 1 exexrporoBOIBT = 1,55.10-12 epris.
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OxumHENNA eJeKTPHYHOrO HapsAly, HaBeleHa B Tabedbli, Mae
4,796.10—1° 10 6 4,796 1ecATHTHCAIMIMIOBOBIX YaCTHH eJeKTPOCTa-
THYHOI OJMHMII eJEeKTPHYHOTO HAapAAy. ATOMOBA OANEBUI MacH
PiBHAGTHCA s MacH aTOMy KHCHA a6o 1,66.10—2 g 1. 3u. 1,66 kBaapr-
Ji0HOBHX I'pama.

Binxpurra HeBTpoHY naJo 3Mory smoaudgikypari notenepimaift
moryan Ha OynoBy aroMoBsoro sapa. Temep npufiEHsanm noriasa, 1o
BCi aTOMOBi A1pa CKJIAJalTLCA JIIIe 3 IPOTOHIB () i HEBTPOHIB (n).
Omke Bifmana morpe6a BIIPOBAIskYBATH 10 SApa BHYTpimmi exex-
TPOHNM THMOIJbINe, IO JOCIIAM CHEeKTPAJbHUX JiHill NPOMOBISIOTH
IpOTH TOro. 8are HEBTPOHAM MpPUOHCYIOTH (DIBHKH pOJI0 IleMEeHTy,
L0 CII06 B sApL NPOTOHM, AKi BiANUXalTh cebde, MalOUIl 0OAHOIMEeHHL
€JIEKTPUYHI HapAAW. SriiHo 3 HOBUM IIOIVIAJIOM S1p0 Tedis CKJIa-
JaeThbesA 3 ABOX NpOTOHIB i ABox HeBTpoHiB. JlaBmime aymadi, 110
BOHO 3JI03KeHe 3 JOTHPHOX IIPOTOHIB i ABOX BHYTPIMHNX €JEKTPOHIB.
Orsre ckaam siipa rediss MOsKHA OPeACTABHTH DiBHAHHAM:

%He=2n+2n,

a 19 Aapa a3oTy MaeMo:

B 1933 p.8’aBuaocsa me oxHo samiTme Bigkpurrd, a came H. C. Urey,
F. G. Brickwedde i O. M. Murphy Biakpnian Tsskkmii i30Ton BoaHS
3 Macoo 2. Y 3BuuaiimiM BoaHi € fioro anme 1°,,, a pemTa
BOJeHb 3 Macol 1. [left isorom HasBamum jneBTepiem (deuterium)
i naanm fiomy cumBoa D, a fioro aToMoBe AP0 Ha3BaJlH JeBTOH.
Y 3BaA3xy 3 THM KpiM 3BHYafimoro moaekyiaa Boam H;O 3 moaeky-
JApHOH Macolo 18 icHyloTh mme MoJdekyan Taskkol Boaum D,0
3 MOJ6KYJIApHOI0 Macow 20 i mimani HDO 38 Moaexyasproo Macoio 19.
IIpnkmern Taskol Boju BiaMiHHI Bix 3BnyafiHoi, H. mp. HopMaJbHA
Touka EKumiEEa 101,42° (3uu. 100°), temmeparypa uinHesss 3,8°
(3Buy. 0°), mafi6irema rycrora npm 11,6° (sBuu. 4°). Tamky Boay
0JepPsRYIOTh depe3 eJeKTPOJi3y 3aksamenoi abo Jyroeoi BOAH.

VI

Jlyske BaskHa npobiaeMe ocTaHHBOI 106 — Ile nmpobaema
nmepeMiHM aToMOBHX sxep. Jlorma HesMiHHOCTH IepBHIB 3axi-
rajgacsl Brepse, koam Rutherford i Soddy mocraBmam y 1902. p. ri-
[oTe3y CaMOYHHHOTO pPO3Maay aToMiB, 1100 BHSACHUTH paJi0aKTHBHI
npouecn. Toxi mismaanm nepBmi, w0 mepeviEoOTHCA OJHI B Apyri
1 TBOpATH Iidi paAam noxigEux nepsHiB. H. np. ypam ne mnepme
3BEHO paly, 10 Yepe3 paj, paicH Ta iBIIL A00yTKH po3naay Bele
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10 osoBa. OnEavye He GyJa0 3MOTHM BIINBATH Ha IIi IepeMiHI 3 30BHI
T. 3H. BHKJIMKYBATH IX IITYYHO.

Jlpyruil eTanr HayKH IIpo MepeMiHM IepBHIB HacTynus y 1919. p.,
koan Rutherford y KemG6piask npm momomosi npoMeBiB e, BHCHJIA-
HUX Paji0akTHBHAMII CyOCTAHIIAMH, PO30OHB aTOMH a30Ty, adoMiHisA
Ta IiHIONX Jerkux TepBHIB i TakuM dYHHEOM IepeMiHUB iX y immmi
aromu. Binenni Kipx, [errepccon, Illterrep Ta inmi posGmiau e
MeT010l0 fA7apa 6araThboxX iHIHNX IepBHIB.

Tperiit eranr pos6HBaHHEA aToMiB upnmajzas Ha 1932, p., Kouau
J. D. Cockeroft i E. T. S. Walton y KeuGpiask posomian nporonamu
aTOMII JIETKUX TIepBHiB. BOHN HamoBEWJII PYPKY 10 BHTBOPOBAHHS
KaHAJOBHX NPOMEHIB PO3piAskeBNM EOJHEM Ta JifiuN Ha BHOTO Ha-
npyroio 100000 Boabri. IIpoToHu i 1eBTOHH HaGWpaju IIi/[ BIJIH-
BOM 1liei mampyrum ayske Beankoi ckopoctd. Koam obuasa mocain-
HUKN MycKaJan iX Ha pisHi mepBHi, H. mp. Jit, Gepuib, 60p, — BI-
JIATHiCTH TePeTBOPEHNX aTOMIB OyJa JaJero OiabIua, AK IPH yIKATTIO
pa/lioakTIBHENX IIpeIlaparis.

[pouecur mepemian aromiB Le He Jume pPO30HBAHHS aTOMOBHX
ajep, ale Takosk ixHs mepeGynoBa Ta pobdynosa. H. mp. Rutherford
o6cepByBaB y 1919. p. mepeMiEy asoTy Dil BINIEBOM IIPOMEHIB a,
o0 niguac Hei BHTBOPHBCS i30TONI KHCHSA 3 aTOMOEOH Macow 17
i BogeHb 3riAHO 3 PIBHAHHAM:

N Sne o, na

[panooail HAT J0CTiJaMI NepeMiHN aTOMiB, BIAKpHJIH M. iH.
Ronio (Joliot) y 1934. p. mTy4uHY pagioakTuBHicTh BomK
06CTpimoBAN aM0MiBill, omicas Takosk IHIII IepBHI YaCcTULAMHA & (Te-
JioHaMn) i cTBepAILII [IOBCTABAHHA PafioaKTHBHOIO Axpa gocgopy.
oMy nporecoBi BiamoBijzae piBHAHHA : ’

¢
f;AH— gHe—+ ‘ng" = (l)n.

1 30:5 : ; ’
oN 1le EeBTpoH, 15P* me panioaxtusmit isoror docdopy. Ila Bix-
MiHa (pochopy Ayske MIBIAKO TepeTBOPIO6TbCA Ha clainiii (kpem Si),
IpH 40My BHALIO6TLCSA NO3UTPOH et 3TiAHO 3 piBHAHHAM !

30 ., 30 .

et R
Yac moxoBuEHN posmaiy panioakTuBHOTrO (pocdopy 31 mimyrm. Pamio-
AKTIIBHI IIepBHI 03HAYY6MO 3Bi3AKOIW.

Orce BaskHe BiARpHTTA ILI-a sRoai6 10Bedo 10 Mi3HAHHA TPLOX

0Chb TAKUX (ParTiB:
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1. Kpim noci smaEuxX OpPHPOINNX PalnioakTHBHNX PEYOBHH, 10
AKIX HaJesRaTh NepBHI 3 HaflBHIIOKH aTOMOBOO Macowo, iCHYHTH Ta-
KOK pajioarTiBHI i30Tomm HallIermunx nepBHIB.

2. Ocranmi MORpDa BNTBOPHTH MITYYHO i3 3BHUAfiHIX NEpBHIB.

3. Kpim joci smamoro panioakTnBHOro posmaay, 1o BiaGyBa-
6TbCcsl IIpH piBHOYAcHIN ewmicii uyacTHHOK « (reaiomHiB) aGo wacTi-
HOK {3 (eJexTpoOHiB), iCHy6 INe OIMH PiA pPaJioaKTHBHOrO pPO3MAIY :
nigyac TOro S7po BHKIIAE N03nTpoHIl Janbmi poexaian creepanan
pajiioaKTHBHI IepeMiHIl, ROJIN A1pa BIKHAA0Th HeBTPOHI 60 IPOTOHI.

¥ 1935-im poni ButBopuB Lawrence y Kaaidopmii pajio-
aKTUBHHII cox y Olapmifl KiabkocTi 06cTpiTOBaHHAM 3BHYAii-
HOro coxy Ta Iioro coJeii aeBToHaMH (TASKKHM BOJAHEM) BeJHKOI
cropocru. Ilbomy nponecoBi Binnosiiae piBHaHHS:

23~ g o
ﬁha + %D—» ?%)a* +}H.

: 24 : ] :
PaxioakrnBHIii cojt 11 Na* Buzninoe eJekTpoH €~ i mepeMiHI6THCA
B Marmesiii:

24 24

Onmcana Merola INpOBalHuTh 10 BUTBOPIOBAHHA pa1i0aKTHBHOI Ky-
XOHHOI COJII, II[0 MORe NpHAATICS IS JiKyBaJdbHUX IIiJaefi.

[MTo6 36iapmuTin BHjaTAICTE AAPOBHX NepemiH, 30yA0BaHO iH-
(pIoeHnifiHl MaImInHN, 10 AalTh 710 5 MiJAioBiB BOJBTIB HAUpPYIH.
Boma mazae mpoToHaM i JeBTOHaM Ayske BeJHKOI CKOpocTH (puc. 6).
Takosx 1le iHaxme MoskBa 30IILITHTH CKOPOCTI YaCTITHOK, 4 caMe
miggandil IX KIIbKaKpaTHO AISHHI eJeKTpIraroro mouas 100,000 Bob-
tiB. B Tiif mial nigzanTs IX pIBHOYACHO MAISHHD eJeKTPUIHOTO
i MarEeTHOr0 IOJ TaK, 110 BOHI ONHCYKTH CIipadbHI A0pOTI 3 6iJb-
moo RigbKicTIO 006iriB, a mizyac KOsHOTO 00iry Jie Ha HAX eJEKTPO-
crarinmuge moge Hanpyrn 100.000 BoabTiB. OcTaHEBOI METOAH BKHBA-
ote Lawrence i Livingstone y Texmogoriugiv igcruryti B Ilacazeni
y Raaidopsii.

@epwmi i ftoro coiBpoGiraukn B Puvi Bkuanm 10 mnepemiam
NepBHIB HEeBTPOHOBHUX IPOMEHIB, eMiToBaHNX OepHieM MiJ BIJIHBOM
TpoTOHIB pajoHy (emMamamii), Ta oxep;kajau 1oBepX 50 paTioaKTIBHHX
nepBHIB 3 JyKe KOPOTKHIM 9acoM TPHBAHHA. [X ocHiasmyBasr 9i-
craabENM npuaagom Geiger-a i Miiller-a. I[i mocaiam y npnMminensi
0 ypaHy [0BeJH [0 BHTBOPeHHS TpPaHCypaHiB, ce0TO NepBHIB
i3 BHIIIIM UOPSAZAKOBUM UICJIOM, SIK ypaH, ajle Ay#&e KOPOTKO SRIIBYYIIX.

Y AZpOBUX peakIifx 3aKOH IIP0 Helpolauly eHeprio 3alep:kys
€B06 3HAUIHHA, AKIIO B3ATH NI yBary 3MiHH MacH Ilepen i IO pe-

\
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arnii. H. mp. posropomenssa sfzapa izoromiB JiTy npm 10IoM03i IIpo-
TOHIB i AeBTOHIB BigA0YBAa6THCA 3TiAHO 3 PIBHAHHAMIL:

7 2
1) éLi+ iH—»%He-&%He; 2) gLi+1D—>§He+§He,

Macu nux saep BH3HAYIIIN Jyske JOKITaJHO MACOBUM CIEKTPOIpa-
oM Ecrom i Lembpizx (Aston, Bainbridge). Pismnna mac JaiBoi
i mpaBoi croponn piBEagmEA (1) BHHOCHTL B aroMoBiff mipi 0,0181,
mo6 Bigoosizae emeprii 17,1 MmixioHIB edekTpoBOBOALTIB. PiBHOMK
eHepris BHUKIIHEHHX YAacTHHOR a piBHaeThca 17,1 MinioHIB ejekTpo-
HOBOJBTIB. /I pearnii, s00paskeBoi apyruM piBHAHHAM, BHHOCHTH
KiHeTHYHA eHeplis BU3BOJEHIIX YAaCTIHOK a 22,5 MiJiOHIB BOJBTIB
3riJHO B3 eHeprien, 110 BiAnosizae 000CTOPOHHII pi3EuIi Mac.

Y BeciX SIpOBHX peakilisX, 110 B HIX BH3BOJWETLCS eHepris
B BHAI TSSRKHX YACTHHOK, 30epirae cB06 3HAYIHHA 3aKOH IIpo 30e-
peskeRHs eHeprii, iMmyabey Ta saposoro Hapsaay. Oamade B BHTAI-
Kax, 1[0 B HUX [IOBCTAOTH IiaJac IepeMiBm JomaTHi a6o Bijx’eéMHL
€JEKTPOHI, HACYBAWTHCS NeBHI TpyaHoLli, e 1oci HeBuAcHeni. 1106
i B niM Bumagry a0eperTi 3acaly Hellponamol eHeprii, sampormo-
pyBann [laBai (Pauli) i Fermi BupoBagskeHHA HOBOI elJeMeHTapHOI
TACTHII aTOMOBOTO #7pa T. 3B. HeBTPiHO, 10 miAYac pajioaKkTHB-
HOTO pO3Ia/Jy BH3BOJKETHCA 3 AApa, KPiM JacTHHEH f.

[pogecop Cockroft 3 Kemopix pedepysas 1936. p. y Iliopixy
Ha KOHI'peci, mocBadeniM aapositt ¢isnmi, npo cBoi nyske n6ailamBo
nepeBe/ieRi nocaian gan OlaaacoM eHeprii miagyac posnany INTYYHHX
panioarTuBHIX peuoBnH. Kol mixuac pa1ioakTdBHOrO mpolecy & BH-
JITa€ TeJTioH 3aBskII 3 0JHAKOBOI eHEprien 3 aToMmy, 110 Po3naja-
€ThCS, — TO MigUac AK NPHPOIHBOrO, TaK TAKOME INTYYHOTO PO3-
naly f eJXeKTpOHI BILIITAIOTH 3 aTOMY, 110 PO3UALA6ThCA, 3 Pi3HOI
ckopicTio. TakuM YMHOM icHY6 CyniabHNII cCHOeKTp (AyroBHHA) eJek-
TPOHOBHX CKOpOCTeli, 1110 B HEOMY HaxoAATbcA Bei eHepril Bix 3epa
no matiGiapmol egeprii exexrpony E,. SaMiTHe Te, 1[0 aToMOBa Maca
paiioakTHBHOI cyOCTaHUIl Iicad posnalny JOKJIANHO TaKka 3aBEIHKa,
Hemavye 0 KOKHUII aToM CTparuB IIiayac po3naay # MakCHMaJdbHY
emeprio E,. Orie AKUI0 eTeKTPOH BIUIITA6 3 aTOMy 3 MEHIIOI CKO-
picTio, sKOU 1e BiAMOBiAa10 MakcuMaabHill emeprii, To 3 TOro0 MOMKHA
BHCHYBATH, 10 A4TOM Billas dYacTHHY eHeprii Takok Ky I imme-
I axpas HOCieM 1iel wacTuHN eHepril 6 YacTuIi HEBTPiHO. Hopnas,
Kpomir Ta ismri (isnkn BHABHTHYJIH 3HaviHEA IX Aad ontuku. Ha
iX IYMKY KBaHTH CBiTJa Ile a00 HeBTpiHHI a00 CKIAZal0ThCS 3 JBOX
HEeBTPiHIB: 101aTHOrO 1 Bix'6€MHOTO.
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VIL

[Ipn kiEnmi HAamoro orJAxy roAWThCS INe KilbKa CJaiB NPHCBS-
THTH KOCMiYHHMM npoMeHaAM. IIpo Hux Gyna Bsike MoBa BHIIe,
IesyBamma ix crBepauB BiMenbknii ¢isux V. E. Hess me B 1912-im
poui Ha BHcori 5,2 km, nissime W. Kohlhirster y Bucori 9,3 km.
B 1932. p. mipmim A. Piccard i Cosyns oco6mero ix HATyry a0 Bu-
corn 18 km, a E. Perenep nmpu momomosi peecrpanifiEnx 6ajboHIB
i caMouymHHEMX npmaaaiB g0 Bucorn 30 km. ITowisk poxom 1920
i 1930 R. A. Millikan y niBmiumift Amepnui posBHHYB He3BHUAlHY
eHeprio y mocaizax Haa KoeMiuHEMH npoMeHsMm. B rift miai BinGys
pan nonoposkeft mo IliBmiumift Ta IliBnennift Amepui, 106 y BHCO-
KOIIOJIOJKeHUX 03epax JOCHiAsyBaTH BIVINTAHHESA KOCMiYHHX IpoMe-
HiB Bogow. 'oasrxcerutt nocainsuk J. Clay MipuB HaTyry kocmig-
HHX TpPOMEeHIB B dYaci KIIBbKOX [OIOposkeill moMisk AwmcTepaaMmoM
i roxasacekuMn mocidocramun Ha §IBi, a A. H. Compton 3 Yikaro
30praHisyBaB pAJA eKcIeAnuill, 110, MOCAYry0YIHCs IPHIa aMIl 01HA-
KOBOT'0 THIIy, BHKOHAJIH IIOMipH B KiJIbKaJecsATH TOYKAX 3eMCLKOI
Kyai B pisRHMX reorpadiusnx mupueax i pismux BHCOTaX.

drajagi Ta iHmMI AOCHIAHNKN [epeBOANJIN CBOI AOCJIAN mepe-
BaskHO IIpm JomoMo3i komopn DBimbcoma, ywmimierol B MarmerHiM
moui, Ta YucaIbEOro Tpuaaxy lafirepa. ITi mocaianm Bukasamm, mpo
KOCMi9HI NpoMeHi CKIAZAa0TbCS i3 XBHJSCTUX INPOMEHIB BHCOKOL
NIPOHMKINBOCTH Ta 3 KOPIYCKYJApHAX npoMeriB. [lepBicHi npomeHi —
ne Kopuyckyaapri npomeni. Ha ne BkasyoTts mocaianm B crparocgepi
Ta B pisENX reorpapiuEnx mupuHax. Marmerse moJje 3eMii Mae
BUJHMB Ha iX mepebir TOo1i, KOJHM XBHJIACTI IpoMeHI He migaaraun 6
nboMy aigEHLO. Ti KopnyckyJIapHI mpoMeHI ckiJazalwTbhes 3 NPOTOHIB,
€JIEKTPOHIB i MO3UTPOHIB He3BHYANHOI CKOPOCTH, OTsKe TAKOSK He3BI-
qaitgoi emeprii. Hafimpomunkausimi 3-momisk HHX 3J05keHI MalyTh
3 EJNEKTPOHIB, 10 IX CKOpicTh Maliske J0piBHIOE CKOpPOCTI CBiTJIA,
a emepria piBHa 10! eJeKTPOHOBOJLTIB.

[lepeicHi KocMiumi IpovMeni BHTBOPWIOTH ¥ 3eMCEHEill aTyocdepi
BTOPHHHI IpOMeHi XBHJACTOI NPHPOI, 110 MalTh KOPOTIIY AOBIOTY
XBuJi, A& HaiitBepauli npomeni Pemtrema. Bropmemi npomerni Bu-
TBOPIOIOTH TPETHHHI KOPHOYCKYJAPHI NpOMeHI TaknM 4nHOM, 10 ¢o-
TOHN iX, Mao4m ayske 0arato esHeprii, npm synapeHBi 3 MaTepien
Po3IazainThesad Ha €JeKTPOHOBI OJAM3HATA: IIO3HTPORII It eJIeKTPOHI.
Tyr Maemo npomec MaTtepigaisanii ¢ororis, 10 nepeMiHO0TbLES
B MaTepisJbHI YACTHHKH, a caMe Ha eJekTpoH i mo3nTpoH. dotorpa-
(piuni 3HEMKH, 10 ix 3po6man Blackett, Ammepcorm i Neddermeyer:
y Bimpsomosiit koMmopi, BKasyloThb BHPA3HO BiIXIJIEHHSI YacTHHOK
Yy MarseTHiM I0Ji B IpoTHJeskHiIX Hanpamax. PiBHOk o06GcepBOBaHO.

L
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mini B's3xn KocMiuanx npomeHiB. IlooguBOKI mpoMeHi B'A3KH BHXO-
JATh BHPAa3HO 3 OJHi6I TOYKH, OTske HaleBHO IIOBCTAlOTH depes ao-
copOIiio 0JHOr0 KOCMIYHOI'0 NPOMEHS B Marepii.

IIponec matepisaisanii emeprii nepentayas 6yB AfHmMTANH e
nepen 25 aitaMu y Teopil peJATHBHOCTH 1, CHHMPANYNChL HA OIS,
[0 eHepris piBHoBaskHA Marepii, yaosxkus piBHaHEA: E=mec® Bomo
HAJaeThbCs TaKOK It 10 TOro, 1100 IOSACHATH BiABOPOTHIII mpolec,
a caMe, SIK IIOBCTAlOTb KOCMIYHI IIpOMeHi uepe3 3HMIIEBHSA MaTepii
B raubuEax BcecBira. Ili BHCHOBKH i Aadbmmi QOCTiAH I03BOJATH
MabyTh Bike HeGapoM 30arHYTH IpollecHd, IO Big0yBaoThesA B Ja-
JeKHX CBiTax.
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OIMYHA CHCTeMAa XeMIiYHHEX mepBHIB

ot 1 IL IL. IV, Y. VI VIL VIIL 0.
i e Tpomana rpoMaga rpomMana rpomanga rpoMana TpoMaga rpoMaia rpomMana rpoMajga
I 1H 2 He
1,008 4,00
|
I 3 Li 4 Be b B 6 C “N 80 9F 10 Ne
6,94 9,02 10,82 12,000 14,008 16,000 19,00 20,18
11 11 Na 12 Mg 13 Al 14 Si 1 P 16 S 17 Cl 18 Ar
23,00 24,32 26,97 28,76 31,04 32,06 35,46 39,94
19 K 20 Ca 21 Sc 22 Ti 23 V 24 Cr 25 Mn 26Fe 27Co 28 Ni
39,10 40,07 45,10 47,90 51,0 52,01 54,93 55,84 58,94 58,69
IV
29 Cu 30 Zn 31 Ga 32 Ge 33 As 34 Se 35 Br 36 Kr
63,57 65,38 69,72 72,60 74,93 79,2 79,92 82,9
37 Rb 38 Sr 39 Y 40 Zr 41 Nb 42 Mo 43 Ma 44Ru 45 Rh 46 Pd
85,45 87,63 88,93 91,92 93,5 96,0 ° (98) 1017 102,9 106,7
v
47 Ag 48 Cd 49 In 50 Sn b1 Sb 52 Te b3 J bt X
107,88 112,4 114,8 118,7 121,8 127,6 126,93 130,2
55 Cs 56 Ba 9191 | 79 Hf 73 Ta 4 W 7 Re 76 Os 77 Ir 78 Pt
132,8 137,4 T sl | 190 9 181,4 184,0 186,3 190,9 193,1 195,2
VI
79 Au 80 Hg 81 Tl 82 Pb 83 Bi 84 Po 85 — 86 Rd(Em)
197,2 200,6 2044 207,2 209,0 (210) 222
VII 87_ 88 Ra 89 Ac 90 Th 91 Pa 92U
226,0 (227). 232,1 (231) 238,1
B o okt 3.6 'M e 1. .b H | Mo i (»7—1)
57 La | 58 Ce | 59 Pr'| 60 Nd (611l |62 Sm |63 Eu |64 Gd |65 Tb | 66 Dy | 67 Ho | 68 Er | 69 Tu | 70 Yb | 71 Cp
138,9 | 140,1 | 140,9 | 144,3 — | 1604 | 1520 | 167,3 | 1592 | 1625 | 1635 | 167,6 | 1694 | 1735 | 1750
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Pume. 1. Crigm masxis mpomerniB « B komopi Bimbcona.
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Pac. 2. Jlinii pagy K Pent-
TeHOBHX MIYTOBHRH JeSKHX
TIepPBHIB.
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Pmc. 3. Jligil pany L Penrremosmx ny-
TOBUH [IEAKHX IEPBHIB,

Pnc. 4. Cnign napm eJeKTpoOHIB, mOmaTHOrO

T4 Bi’6MHOr0, BETBOPEHAX (OTOHOM IpO-

MeHiB y B KoMOpi BliubcoHa, ymimesiit
Y-MarseTHiM IQJIi.

= e S o e e R e 5 TN A







123

Pme. 5. BinbcoHOBI B'a3km mLIIXiB
YaCTHHOK, II0 BHCTYNAKTh IIif
BIIIABOM KOCMiYHHX IIPOMEHIB,

Pme. 6. ExekTpocraTtmyHa MalImHa
BrCOKoI HanpyTm Cockeroft-a i Wal-
ton-a.




B. JIEBAUDBKHN (Jvzis).

EsonbBeHTa LUCOIIH. >

Koan maeMo pisRamEHSA nucoian
(&% + n%) = 2ry’, 1).
ronl maftieMo i1 eBoabBeHTyY, KOl BuediMyevwo § Ta # 3 piBHaH-
Hg 1) | pirHaHL:

] ' 3
R R £ 2
Y Y
Hannmim pisrange 1) y suai:
ga
I
oy 4
Toai pisHIYKOBe DiBHAHH6 eBOJLBEHTH dicrame dopMy:
h uU+yﬂ
2
E + )= CETL) P
2r — [a: Yy y ]

[lo6u uwe piBEamHs 3’iATerpyBary, nomlamu.
y=a+yb—(x—ec)? 4),
Je a b ¢ e arick crauai.
Toxi micramemo:
(Q" - (3) 0“ b' -
— | Y=
Vo —@— oy [t —@—or]}

Y=+

0

f=x—-(x—c)=uc, 7 =a.

*) mop. posBluka aBTOpa: 1) Ao reopil eBOXBLBOHTH (361p|mx
MaTeMar. npmpond. Jdikapex. ceknif 1. XXI). 2) Kpmsera anonbnenmn(xbld
1. XXIIL—-XXIV). 3) La spirale logarithmique et sa dévelop-
pante (ibid, 7. XXVII). 4) TpakTprEca K €BOJAbBBEHTA JAHLOBOI
nimii (3anmckm Kaiscbk. Imcrmr. Hapoms. Oceirm 1928). 5) La astroide
Yy su envolvente (Revista de Ciencias, Lima 1931).
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Pispange 1) 7a¢ B BEOY LBOTO:
c(et + a?) = 2rad,
et =¥ (2r—oe¢)

3
ate= 2 R e oye

Toni micramemo 3 4):

y:i_ﬂ/_L j;]/b’-—(x—-c)_?
T ¢

abo:

a 3 UpOTO BKiHII cnimyse:

(@—c) + (yivﬂ/“) - b,

2r—ec
Orike:

EBoapBeHTH nmcoiay TBOPATH NOABiftHY rpoMany kimd

or—¢’ ]/27‘—0'

5).

6).



