
GEORG PFEIFFER (Kyjiv)

Die Konstruktion eines allgemeinen Operators 
•der linearen homogenen partiellen Differential­
gleichung erster Ordnung, die in bezug auf ,einen 

von Differentialquotienten aufgelöst i.gtj’

Die unabhängigen Integrale der linearen homogenen Differen­
tialgleichung :

X(f)=^ + ^^ + ^“° (1) 

mögen durch:
¡Pi, ?n-i (2)

bezeichnet wergen.
Die Koeffizienten:

*71, Vn (3)
des Operators:

■V/A 9f i df i df

+ äs; + (4)

der Gleichung 1) müssen, nach 8. Die1), so beschaffen sein, dass die 
Identität:

'xY(f). - YX(f) = IX(f), (5)
.2 — willkürliche Funktion der unabhängigen Variablen,

x<^> £+i p™ -• ® -1 (£+s ■ (6>

•oder was dasselbe ist, die Identitäten:
G)

^07.)=^+ W ,($
1=2, ,3, n,

■erfüllt werden.
; Die Identitäten (7), (8) gehen für das Auffinden der- Koeffizien­

ten (3) das Jacobis ehe System von linearen partiellen Differential­
gleichungen erster Ordnung mehrerer Funktionen:

J): si L i,e u ri d F r. Engel': Theorie der Transformationsgriipptm (Leipzigs 
B. I, 1888, s. 138 - 143). ' -
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dxt 59 dx2

dxt 52 dx3

A Sn3æn

dxa
(„ Êà + „ dJi 
V*  ext + ’’ to,

O)
Ê^5. I A dVn _(_ -J- A — JA 4- ¿77 4- 77 — 4- 4-77
dxi + s‘da>, + ", + ?“0i»n—-<S“+V‘ aæj + ^aœ, ’ '• +v"dxJ ’

Die Integration des Systems (9) fordert das Auffinden der In­
tegrale des Systems von gewöhnlichen Differentialgleichungen : 
dXj dx2_  _ dxa _ d^x__ __________ d^_____________ __
1^2 * JA 4^77 ^ÉL-I- 77 ÊÊ14 _L v

^8+^itoi+ n, dX'+ ■ • • + ^gxj

(10)

=_______________dq„______________
' ( d^. d&. 0* n\

+ 4 + • ■ • +,!ad^) ’

welchem, wie leicht zu sehen ist, die Integrale (2) genügen.
Wenn man die übrigen Integrale des Systems (10), die Inte­

grale (2) ausgenommen, durch:
Zi, Zu • - • Z*  (11)

bezeichnet, so wird die allgemeine Lösung des Systems (9) die Form 
haben:

Fi(<Pi, Pa, <Pn-i, Zi, Zu Zn)^=0
(12)

^(g>n g>8, g>n-i, Zi, z2, • • Zq) = 0
F^ F?, ... Fo — willkürliche Funktionen der Argumente, 

oder was dasselbe ist:
Z1 = M-itoi, Vt,

(13) -
Zn = q>t1 - . . q>o^ 1),

^'i, 4f2, . . . ’rn — willkürliche Funktionen der Argumente.
Die Koeffizienten (3) werden aus den Gleichungen (12) — (13> 

gefunden; der erste von ihnen stellt die Lösung der allgemeinen 
linearen Gleichung (7):

Xfo) = Z dar. (14)
Bezeichnen wir die partielle Lösung der Gleichung (14) durch rt:

X(rx) = 2. (15)
Sie ist die willkürliche Funktion der unabhängigen Veränder­

lichen, welche mit der Funktion 2 durch die Beziehung (15) ver­
bunden ist.
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Die allgemeine Lösung der Gleichung (14) ist:
Vi = n + <Pi> • (16)

— willkürliche Funktion der Argumente.
Die Beziehung (5) nennen wir vollständig, wenn X "3z 0, und 

homogen, wenn Â = 0.
Die vollständige Beziehung (5) hat die partielle Lösung:

K(O = rxX{f). (17)
Indem wir in der Beziehung (5) die Transformation :

Y(f) = Z(f) + r.Xtf), (18)
= (19>

5i = 41 — Г, = еДй, (P,, <p, 1h (20)
6 - 4t - П&, (21)

i=2, 3, n, 
durchgeführt haben, gehen wir zur homogenen Beziehung:

XZ(f) - ZX(f) = 0 über. (22)
Der letzten gehört die partielle Lösung:

Z(f) = X(f). (23)
Der homogen en. Beziehung (22) entspricht ein einfacheres Jaco- 

bisches System, als (9):

wir bekommen, indem wir in das System (9) Z = 0 setzen, ein ein­
facheres System, als (10), von gewöhnlichen Differentialgleichungen ;

^£2 1 £ ^£2 [ 
&xt 52 dXg

= л Sl _L £ 4.+ -2 dxg + '
,¡■9^

.(24)
. t ^£n j 

aajj Ss dxs '•+s" dx,.
— r 4. f ?fü_ 4. t P

’1 dx2 '2 dxa 4- Í '

dxx_ dx3__  _  dxn_ d^ ____________ dgs_______ __
i o .. as2 «, dz3 d^g

+ fag + "*  + ?n^.

(25)
_ ___________ >

f* i 7*  , t O-änto1+f’te> +--- + ?“äF.
welches die-Integrale:

4Pi, 4P2) und Xi ” £i (26)
besitzt.
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Die erste Beziehung (13) :
— ^i(Vn <h, <P» i)

ist der Beziehung (20).äquivalent.
Die Integration des Systems (25) kann in zwei Teile 

werden: die Integration des Systems:
dxx dxs_   dxn

mit den Integralen (2), und die Integration des Systems:
= 0;

(27

geteilt

(28)

(29)
r

dxi 1
(30)

[ta ] +&1ßr] + + K"] [to ]’ti'Xj J I—C’Z'gj
Wo die Klammern zeigen, dass die Veränderlichen a* 2? rr3, 
durch ihre Ausdrücke aus den 'Gleichungen: ;-

Tl Ts == ^2-> Tn - 1 = Cn—t
ersetzt sind.

In dem Systeme (29), (30): ist
£i = Kx = const.

rn

(31)

(32)
DieTntegrationskonstant'en des Systems (29), (30) mögen durch :

K2, Ka (33)

a?n die Identität:

bezeichnet werden.
Dieselben sind Funktionen der Konstanten:

cu cs, cu-i. (34)
Um das allgemeine Integral des Systems (24) und, folglich, auch 

des Systems (9) aus dem allgemeinen Integrale des Systems (29), 
(30) zu bekommen, muss man im letzten Systeme die Konstanten 
(33) durch die Ausdrücke (13) ersetzen.

Wenn man beachtet, dass für die beliebige Funktion JF der 
unabhängigen Veränderlichen xu x2,

d[FKi_pjq . ripiq 
dxi Ldxl J L*sJ L dxf_ J

stattfindet, so, kommt man leicht zum Schlüsse, dass der partiellen 
Lösung (2’3*)  der homogenen Beziehung (22) die partielle Lösung:

£ = 1. IU = &L - [U 4 (36) 
des Systems (29), (30) genügt; ausgenommen bei = K\ — con^t. 
des Systems (30).

(35)
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Dem Systeme (30) bei =,K\ = const.-: 

fr=[iJEl+ +^]+<&L
(37)

Cx] + + iw ßr]+K> EM
gehört die partielle Lösung.:

KJ = ^[;s], . . [Cd = IJU (38)
Indem wir die Operatore der linearen homogenen Differential­

gleichung, die in allgemeiner Form geschrieben war .suchten2), gab 
uns die Lösung (23) der Beziehung (22) die Möglichkeit die Integra­
tion des Systems, welches dem Systeme (29), (30) entspricht, auf 
die Integration des homogenen Systems (n—l)ter Ordnung und Qua­
dratur zurückzuführen. Im vorliegenden Falle, in dem Systeme (29), 
.(30) ist die Quadratur (29) schon abgesondert; es bleibt noch das 
allgemeine System (n—l)ui> Ordnung (37) mit der partiellen Lösung 
(38) zu integrieren.

Wenn man das System von n-1 unabhängigen partiellen Lö­
sungen des verkürzten Systems (37) durch:

K?], [c32],
(39) 

&n •*],  K3"_JL K?-1].
bezeichnet, so werden das allgemeine Integral des Systems (37) 
und die allgemeinen Integrale der Systeme (24), (9) folgende Gestalt 
annehmen :

KJ = ÆifiJ + + + £•„[«
KJ =

K] = + ^K?] + + W1-1];
£ =

c2 = 'i'A + nu? + + ‘FnC»”-1,

Ca = »Fx=n +. M'sC? + + ‘FnC?-1 ; /
Vi = n + 'Fi ;

+ ‘i'Us + 'F2C2r + +

(40)

(41)

(42)
V» = + Vj5n •+ 'FtC.v1-+ +

’) G. Pfeiffer. La construction des opérateurs d’une équation linéaire 
homogène aux dérivées partielles du premier ordre. Comptes Rendus de l’Académie 
dés Sciences de l’URSS, 1929. pp. 177—182,
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Daraus bekommt man die Form des allgemeinen Operators 
der Gleichung (1):

Y(f) = (fr + ^1(0 + W2ya(f) + + >Fnyn(f) =

wobei:

n

i==2
(43)

™ = ?,’£+ +<^,

(44)

W) = ViCj C7*Vn
die partiellen Operatore der Gleichung (1) darstellen, welche unter 
sich und vom trivialen Operator X(f) unabhängig sind; £ ist die 
willkürliche Funktion der unabhängigen Veränderlichen.

Das Resultat ist dasselbe, wie auch im unseren Artikel,, wel­
cher in der Anmerkung (2) annotiert wurde; nur die Form der par­
tiellen Operatore ist einfacher geworden.

Es muss interessant sein, eine praktische Methode der Kon­
struktion des allgemeinen Operators (43) der Gleichung (1) zu geben; 
zu dieser Frage gehen wir über.

Schreiben wir die Gleichung (1) in der Form:
^■ = — K(f) = 0,

= D(f>
7? (¡i?i, ¡Kg, iCn)

D (y1t y2, . . . <pn-i)
D x3, icn), ’

(45)

(46)

(47)

(-l)h D(ylt <P8, ■ . ■
£0 D (j?j, iCh-|-2> ®n)

h = 1, 2, (n—1),

und untersuchen die gegenseitige Beziehung ven zwei Gleichungen:
K(f) = 0, Lr(f) = 0 (49)

t — beliebige Zahl der Reihe 1, 2, (n—1),
Lv(f\ = • y^-i, yr+i. . . . <pn-i) _

D (ißj, -iCg, iKn)
= _ <Tt+k . » . <jPn-i) (50

Die Gleichungen (49) besitzen (n—2) gemeine Integrale: 
y2, (JTt-i, yr+i, ya_i (51) 
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und ausserdem, haben je ein Integral:
9*, Xi- (52)

Sie stellen ein vollständiges System, folglich:
XL?(f) — LrK(f) ~ ¿rK(f) + ^W), (53)

LKfa) = -kKfa), KLr(g>r) = ^¿rfrr), (54)
£r(<pr) = (-l)^(lPl- V*'  • • = (—l)r<a,

^>(^2, «3, ®n)

_ D(q>t, q>t, . . . =
D(aat o?3, ¡rn) ’ v

Xt = — Zr(Zo^w), fir — K(log &). (56)
Auf -Grund der Formeln (53), (56) kommen wir zum Schlüsse8), 

dass das System der Gleichungen:
X(f) = ljil/) = 0, Y,(f> = -lir(ö = 0 (57)

bei beliebigem z ein Involutionssystem ist:
XYv(f) - YiX(f) = 0. (58)

Die infinitesimalen Transformationen:
Y^f), (59)

T = 1, 2, . . (n-1),

sind die Operatore der Gleichung (1), die unter sich und vom tri­
vialen Operator:

X(f) = -1 X(f) (60)

unabhängig sind.
In dieser Weise hat der allgemeine Operator der Gleichung (1) 

die Form:

Y(f> = + № -
j=l

+ (61)W IÄ J
ür1, lI;2. . . . »Tn-i sind willkürliche Funktionen der Integrale (2), 
p — willkürliche Funktion der unabhängigen Veränderlichen.

3) G. Pfeiffer. Théorèmes expliquant une série des questions dans le 
.problème de la permutation des solutions d’une équation linéaire aux dérivées par­
tielles du premier ordre ; C. R. de l’Acad. d. Sciences de l’URSS, 1929, pp. 172 —182.

La construction des opérateurs d'une équation linéaire, homogène aux dé­
rivées partielles du premier ordre. (Wird bald veroffentlicht).
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Beispiel.
Nehmen wir die Gleichung: 

x(/)^^+^+ 
v 7 dxt xt dx2 

mit den unabhängigen Integralen: 
x9 'ä?,

CP. =— , ff>8 — ~ Xl ™ Xx
Für sie wird:

-ai_- - •.
Z>(iüv x3, 

_  1 -D ^3,. • * ffn) ___ .1 
Xn 1 D(%2,' ir3, Zn) icn"p

¿>(4 <ply . . qPr i, <jPr+i, ■ . yn.-i) 

*^n H
~ ' V

iC1 ö£n

xn 
. g>n_i = —,

iPn)

• v»)..
3Jn)

(62)

(63)

(64)

Vr(f) = 
T)(iP2, aj5, a?T, xn-i, iCn)

__  1 D(f, x3> . . Xr, Zr+2, • • an) 
~~ CB/“* -D(X2, X3 Xr, iCn-b ¡Kn)

__ ___ 1 D(f, x2, x3, . . . asr) _( 1)T df 
a:1n-2D(iC2, x3, xt, Xr+i) ~ x^11 &xt+i

Daher folgt, dass die Form des allgemeinen Operators der Glei-

(65)

V/A- ( - Qf , ~ df
+ fX(f) (66)

ist, wobei <58, ö3 . . die willkürlichen homogenen Funktionen 
der unabhängigen Veränderlichen nullten Grades, 9 — willkürliche 
Funktionen der unabhängige!! Veränderlichen sind.


