GEORG PFEIFFER (Kyjiv)

Die Konstruktion eines allgemeinen Operators

derlinearen homogenen partiellen Differential-

gleichung erster Ordnung, diein bezug auf einen
von Differentialquotienten aufgeltost ist.

Die unabhiingigen Integrale der linearen homogenen Differen-
tialgleichung :

af of of
X(f)-—-éa'l‘gga—xg‘i‘ .Eua—mn‘—o Q)
moégen durch:
Do, 3 Po—1 @)
bezeichnet wergen.
Die Koeffizienten:
M1y M Tn 3)
«des Operators: _
" ‘ af | . of | af
Yi) = ﬂl‘a—wl + 7 372 + ﬂ“ﬁ 63

der Gleichung 1) miissen, nach S, Lie!), so beschaffen sein, dass die
Jdentitdt: , ‘
XY — YX(H=1X(), ©®)
A — willkiirliche Funktion der unabhéingigen Variablen,
O 2 ximy— v 20 e ¥
xon) g, + Sy =¥ g =2+ Sbizz) ©

i ox:

i=32

oder was dasselbe ist, die Identititen:

 Xny=1, @
X(m) = A& + Y(§5), &)
i=2 3, n,

erfiillt werden.

. Die Identitaten (7), (8) gehen fiir das Auffinden der Koeffizien-
ten (3) das Jacobische System von linearen partiellen Differential-
gleichungen erster Ordnung mehrerer Funktionen :

1)'s, Lie un'd” Fr. Enge!l: Théorie der Transformationsgrippen (Lelpzig,
B. 1, 1888, 5. 138 — 143).
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Die Integration des Systems (9) fordert das Auffinden der In-
tegrale des Systems von gewdhnlichen Differentialgleichungen:
da, _dw, _ de. _ dny _ dr,

14 SR A A§,+(n,%‘%+ Ty g%-l- cee nZi’)
(10)
— _ Ay
1 + (n T q,%“ﬁ-. ),

welchem, wie leicht zu sehen ist, die Integrale (2) geniigen.
Wenn man die iibrigen Integrale des Systems (10), die Inte-
grale (2) ausgenommen, durch:

X Xor » - - Ko (11)
gezbeichnet, so wird die allgemeine Losung des Systems (9) die Form
aben: N

F:(Q’n P, Pu-1, X1» Xs» xh) =0
. (12)
Fo(@y, Pss Po-1, Xis Xas -+ Xo) =0
F, F,, . .. F, — willkiirliche Funktionen der Argumente,
oder was cfasselbe ist:

=Y, 9, Pn-1),

Xn = lIJ"n_((p” Per -« + Pn- 1);

vy, W, .. . W, — willkiirliche Funktionen der Argumente.

Die Koeffizienten (3) werden aus den (Gleichungen (12) — (13)

gefunden; der erste von ihnen #, stellt die Losung der allgemeinen
linearen Gleichung (7):

X(m) = 2 dar. 14)
Bezeichnen wir die partielle Lisung der Gleichung (14) durch r, :
X(r)= 2 (15)

Sie ist die willkiirliche Funktion der unabhingigen Verander-
Lichgn, vyegche mit der Funktion 4 durch die Beziehung (15) ver-
unden ist.

a3 -
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Die allgemeine Losung der Gleichung (14) ist:

7 =1+ 6,(p1, Py - Pu—1), (16)
®, — willkiirliche Funktion der Argumente.
Die Beziehung (5) nennen wir vollstindig, wenn 42 =z 0, und
homogen wenn A= 0.
ie vollstindige Beziehung (5) hat die partielle Losung:

Y(f) = r X(/). (17

Indem wir in der Beziehung (5) die Transformation:
Y(f) = Z(f) + r X(F), (18)
Zif)y = ¢, ;xf + & ;’: + + Cn% , (19)
L=mn —r = 6(p, 95 Pu 1); (20)
& = -— n&, 1)

i=2 3, n,

durchgefiihrt haben, gehen wir zur homogenen Beziehung:

XZ(f) — ZX(f) = 0 iiber. (22)
Der letzten gehort die partielle Lisung:

) = X(). (23)

Der homogenen.Beziehung (22) entspricht ein einfacheres Jaco-
bisches System, als (Y):

g ag‘ + raE=o,

o,
a8y 3§e %y 88y 8%, s
az,+§” "'+§“6:nl. g‘ +-"aa: +"'+§“axn’
. (24)
6§n 6Cn g, Sn 6§n [
+§g + na_wl’l"——clax’i“tg +Cnaxn

wir bekommen, mdem wir in das System (9) l = () setzen, ein ein-
tacheres System, als (10), von gewdhnlichen leferentla.]glelchungen

dey _dwy,  _dn._ df, ds
L& 7 &0 &, a"’+§, a‘? +. +C ag,
(25)
- dé'n
T Yy
welches die. Integrale:
P1s Pas Qo1 und g = § (26)

besitzt.
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Die erste Beziehung (13):

4 "=—"”(‘F1(t]31‘, s, Pa 1) (27
ist der Beziehung (20) aquivalent.
Die Integration des Systems (25) kann in zwei Teile geteilt
werden : die Integration des Systems:

de, _dw, =~ _ da,
T=% = =%’ (@8)
mit den Integralen (2), und die Integration des Systems:
ag, = 0; (29)
it [05] . e[0T 1[5
dw, & | 52, +&! oz, | T )l P ]
(30)
d[;vn] . _&- -'asn i ! aEn ]
dx, by bz, - +15l | 9z, | + + 15 [6:0,, ?
wo die Klammern zeigen, dass die Verdnderlichen ay, T3, Tn
durch ihre Ausdriicke aus den Gleichungen: -
P =0C, ¢y = 0y, @Pn- 1= Cot (31)

ersetzt sind. v
In dem Systeme (29), (30): ist

& = K, = consi. , (32)
Die Integrationskonstanten des Systems (29), (30) mégen durch:
K, K, K. (33)

bezeichnet werden. » .

Dieselben sind Funktionen der Konstahten:

, €1, Cy) Coote (34)

. Um das allgemeine Integral des Systems (24) und, folglich, auch
des Systems (9) aus dem allgemeinen Integrale des Systems {29,
(80) zu bekommen, muss man im letzten Systeme die Konstanten
(33) durch die Ausdriicke (13) ersetzen.

Wenn man beachtet, dass fiir die beliebige Funktion W der

unabhéingigen Verinderlichen a,, z,, x, die Identitit:
d[W] [aw [aW] B, [aW] -
_dxl = [E] + [’:-fg] E + + G el (35)

stattfiﬁﬂg-letg,.sd_ kommt man leicht zum Schlusse, dass der partiellen
Losung (23) der homogenen Beziehung (22) die partielle Losung:

& =1 [t] = [5] (5o = (&) . (36)
des Systems (29), (30) geniigt; ausgenommeni bei {;, = K, = const.
des Systems (30).
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Dem Systeme (30) bei {; = K, = const.:

d 2 2 =3 =2
2 —mi]+ +wald e

]+K' ',

&N

=[G] [a] + + (&) g-;] + K,[g—%]

gehirt die partxelle Lisung
[&] = Ki[%] . . [&] = K [%) (38)

Indem wir die Operatore der lmearen homogenen Differential-
gleichung, die in allgemeiner Form geschrieben war,suchten®), gab
uns die Losung (23) der Beziehung (22) die Méglichkeit die Integra-
tion des Systems, welches dem Systeme (29), (80) entspricht, auf
die Integration des homogenen Systems (n—1)*r Ordnung und Qua-
dratur zuriickzufiihren. Im vorliegenden Falle, in’'dem Systeme (29),
.(30) ist die Quadratur (29) schon abgesondert es bleibt noch das
allgemeine System (n—1)*" Ordnung (37) mit der partiellen Lisung
(38) zu integrieren.

Wenn man das System von n—1 unabhingigen partiellen Lo-
sungen des verkiirzten Systems (37) durch:

541, 161, (1],
(%], [¢s7); (&7,

1" 1, 155", (&,

bezeichnet, so werden das allgemeine Integral des Systems (37)
und gle a.llgememen Integrale der Systeme (24), (9) folgende Gestalt
annehmen :

(39)

6] = Ki&] + K& + + K&,
(G} = K[ B + Ks[é—s‘l] -+ + Ki[&"?),

. (40)
L] = K]+ K + + Kltel;
€1 =W 11
fo = W5 + W0 + + WLt |
(41)
G = Wdn + ¥y u_i, + + ULt
= o+ Wy
7y =15 + Wk 4 UL+ + WY
s (42)
o= i + Wik 4+ W0+ + W lah—

1) G Pfeiffer. La construction des opérateurs d'une équation linéaire
homogéne aux dérivées partielles du premier ordre. Comptes Rendus de 1'Académie
des Sciences de 'URSS, 1929. pp. 177182,
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Daraus bekommt man die Form des allgemeinen Operators
der Gleichung (1):

Y(£) = (ry + V)X + W, Y,(H) + + W, Yu(f) =

=S¥t + eX(), (43)
P
‘wobei : J
af of
Y;(f) = §s'5z—s + + §n15;",
(44)
L of L of
Yuf) = G, ‘a-i- + & IE

die partiellen Operatore der Gleichung (1) darstellen, welche unter
sich und vom trivialen Operator X(f) unabhingig sind; ¢ ist die
willkiirliche Funktion der unabhéngigen Verinderlichen.

Das Resultat ist dasselbe, wie auch im unseren Artikel, wel-
cher in der Anmerkung (2) annotiert wurde; nur die Form der par-
tiellen Operatore ist einfacher geworden.

Es muss interessant sein, eine praktische Methode der Kon-
struktion des allgemeinen Operators (43) der Gleichung (1) zu geben;
zu dieser Frage gehen wir iiber.

Schreiben wir die Gleichung (1) in der Form:

af f af 1
X() = gttt =g KO =0, @)
_ D(f, Py @o, + . . (Pn-.-'x)
K(f) o D(mlv 952, mn) ’ (46)
— D(gy, @o - . o Pra) -
*= D, Xn), (47)
. (—l)h .D((D“ ‘Pg- [ (p"—‘)
W =0T T, Tor Taen o (48)

h=1,2 (n—1),
und untersuchen die gegenseitige Beziehung ven zwei Gleichungen:

K(f) =0, Le(f} = 0 49)
t — beliebige Zahl der Reihe 1, 2, (n—1),
N .D(ft. Ly Pyy 0 oo Pr—yy, Trgr. o - Q‘Jn.l) _
Lf(f) o D(wlr Py, Pn—1s wﬂ) -
L D, @, « .. @r.1, €143 . Poo1) 50
o -D(wzs ms, xn—ls mn) ) ( j

Die Gleichungen (49) besitzen (n—2) gemeine Integrale:
P15 92 Frey, §riy Pa (51)
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und ausserdem, haben je ein Integral:

Pr, X1 (62)

Sie stellen ein vollstindiges System, folglich:
KL:(f) — Lt K(f) = 2 K(f) + p L: (D), (53)
LK) = —4 K(x,), KL:(pr) = 7z L1 (1), (54)

— (. ,D(‘pn 993s--~q’n—1)__ -
LT((p") = ( 1) D(a:g, @, fbn) = ('—1) @,

_ Dioy. @50 . . . 90y ‘
Kx,) = D, . 7y — @ (55)
Ar = — L:i(logw), ur = K(log w). (56)

Auf Grund der Formeln (563), (56) kommen wir zum Schlusse?),
dass das System der Gleichungen:

Xif) — %K(f) =0, Ye(f) = %Lf(f) —0 67)

bei beliebigem 7 ein Involutionssystem ist:
XY:(f) — Y= X(f) = 0. (58)

Die infinitesimalen Transformationen:
Y+ (), (59)

r=12.. (a-1),

sind die Operatore der Gleichung (1), die unter sich und vom tri-
vialen Operator:

X(f) — % &) (60)

unabhéngig sind.
In dieser Weise hat der allgemeine Operator der Gleichung (1)
die Form:
n—1
Y(h) = D WY + oX() =
=1
1 (\Q
== D WL() + oK(f); (61)

=1

W, Wy, . .. Wa, sind willkiirliche Funktionen der Integrale (2),
¢ — willkiirliche Funktion der unabhiingigen Verénderlichen.

3 G, Pfeiffer Théorémes expliquant une série des questions dans le
probleme de lapermutation des solutions d’une équation linéaire anx dérivées par-
tielles du premier ordre; C. R. de I'Acad. d. Sciences de 1‘[.{RSS, 1929, pp. 172 — 182,

La construction des opérateurs d'une équation linéaire, homogéne aux de-
rivées partielles du premier ordre. (Wird bald -vertffentlicht).
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Beispiel
Nehmen wir die Gleichung:
_of | = of @ of
X(f)-——a—%v-l-;é:%; 1 ‘ m—ia =0 (62)
mit den unabhingigen Integralen:
Oi=gi B Per=Cn (63)

Fiir sie wird:
— ‘D(‘pl’ @9, v ‘Pn—l)_=

(0]

T D, m, | @)
1 Dz, 2, .2) 1 ok
a1 Dz, 1, z) v (64)
— D(f! @15 o » Pr_yy Priy, - N (p“"‘l) _
Vel(f) = D(xy, x, @z, a1, Xn)
_ 1 D{f, w, ..o, Trys, . . Tn) _
T o D, @, %, ®ooqg @) (65)
1 D(f,xy, @y, . . @) | Iy« af
2" D2y, X5, Xr, Xryr) B ¢ 0Trgd

Daher folgt, dass die Form des allgemeinen Operators der Glei-
chung—.@):

. of . of . of
Y= ml((v,@ vomy  ra. %) + oX(f)  (66)
ist, wobei @,, &; . . @, die willkiirlichen homogenen Funktionen

der unabhéngigen Verinderlichen nullten Grades, ¢ — willkiirliche:
Funktionen der unabhingigeh Verinderlichen sind.



